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ΠΡΟΛΟΓΟΣ  

 
 
 

 
Το τεύχος των οδηγιών που κρατάτε στα χέρια σας προέρχε-

ται από αναµόρφωση της τελευταίας αναθεωρηµένης έκδοσης 
και περιλαµβάνει τη διδακτέα ύλη των Μαθηµατικών στη Γενική 
∆ευτεροβάθµια Εκπαίδευση καθώς και µεθόδους και τεχνικές για 
αποτελεσµατικότερη διαδικασία διδασκαλίας και µάθησης. Περι-
λαµβάνει, επίσης, τις αρχές, τους σκοπούς και τους στόχους της 
διδασκαλίας των Μαθηµατικών όπως αποτυπώθηκαν στην πρώτη 
έκδοση του 1997 όταν σχεδιάσθηκε το ισχύον πλαίσιο διδασκαλί-
ας των Μαθηµατικών στη ∆ευτεροβάθµια Εκπαίδευση.  

Με την παρούσα αναθεωρηµένη έκδοση, γίνεται προσπάθεια 
να αντιµετωπισθούν, στο µέτρο του δυνατού και στο µέτρο που 
επιτρέπεται από το ισχύον πλαίσιο διδασκαλίας των Μαθηµατι-
κών, τα προβλήµατα που παρουσιάζονται στην καθηµερινή διδα-
κτική πρακτική. Στην προσπάθεια αυτή, ιδιαιτέρως πολύτιµες ή-
ταν οι παρατηρήσεις των συναδέλφων Σχολικών Συµβούλων και 
συναδέλφων Καθηγητών τους οποίους και ευχαριστούµε θερµά.  

Σε σχέση µε την τελευταία αναθεωρηµένη έκδοση στην οποία 
είχαν γίνει παρεµβάσεις, κυρίως, σχετικά µε τη διδασκαλία της 
Άλγεβρας της Α΄ Λυκείου, η παρούσα έκδοση περιλαµβάνει πε-
ριορισµένες αλλαγές στην ύλη των Μαθηµατικών Κατεύθυνσης 
των Β΄ και Γ΄ τάξεων του Γενικού Λυκείου και των Μαθηµατικών 
Γενικής Παιδείας της Γ΄ Τάξης του Γενικού Λυκείου. Σχετικά µε 
τον αριθµό ωρών διδασκαλίας που προτείνονται σε κάθε ενότητα 
ή παράγραφο, διευκρινίζεται ότι είναι µόνο ενδεικτικός. Ο χρονο-
προγραµµατισµός της διδακτέας ύλης γίνεται µε ευθύνη του δι-
δάσκοντα και µε οδηγό την αποτελεσµατικότητα και την ποιότητα 
της διδασκαλίας. Θα πρέπει, εποµένως, οι διδάσκοντες να ετοι-
µάζουν έγκαιρα και µε ιδιαίτερη προσοχή τον προγραµµατισµό 
της διδασκαλίας και να φροντίζουν για την εφαρµογή του. 
 

Στην παρούσα έκδοση των οδηγιών, έχει αφαιρεθεί η παρά-
γραφος 3 (σελίδα 35 της τελευταίας αναθεωρηµένης έκδοσης 
των οδηγιών) «∆ραστηριότητες µε ηλεκτρονικό υπολογιστή» και 
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γίνεται µια πιο συστηµατική προσπάθεια στην κατεύθυνση της 
αξιοποίησης των δυνατοτήτων που προσφέρουν οι νέες τεχνο-
λογίες στη διαδικασία διδασκαλίας και µάθησης των Μαθηµατι-
κών. Ειδικότερα, προτείνονται συγκεκριµένες δραστηριότητες 
που πραγµατοποιούνται µε εκπαιδευτικό λογισµικό ειδικά σχε-
διασµένο για τη διδασκαλία των Μαθηµατικών. Όπου είναι δυνα-
τόν, γίνονται συγκεκριµένες αναφορές σε δραστηριότητες που 
περιλαµβάνονται στα συνοδευτικά εγχειρίδια των λογισµικών 
The Geometer’s Sketchpad, Cabri II και Function Probe που έ-
χουν πιστοποιηθεί από το Παιδαγωγικό Ινστιτούτο. Έτσι, οι συ-
νάδελφοι που έχουν τις αναγκαίες γνώσεις και στα σχολεία τους 
υπάρχει ο αναγκαίος εξοπλισµός (υπολογιστές και λογισµικό) 
µπορούν να σχεδιάζουν τα µαθήµατά τους µε τρόπο που να 
τους επιτρέπει την εφαρµογή των δραστηριοτήτων που προτεί-
νονται στις αντίστοιχες παραγράφους του παρόντος τεύχους 
οδηγιών. Επισηµαίνεται ότι η πραγµατοποίηση των δραστηριο-
τήτων αυτών δεν πρέπει να γίνει, ειδικά στο Λύκειο, σε βάρος 
της ολοκλήρωσης της διδακτέας ύλης αλλά αντίθετα θα πρέπει 
να γίνεται  όταν ο διδάσκων κρίνει ότι συµβάλλουν στην καλύτε-
ρη εµπέδωση και ολοκλήρωση της ύλης.  
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Α. ΣΚΟΠΟΙ TOY ΜΑΘΗΜΑΤΟΣ 
 
 
 
Ο γενικός σκοπός της διδασκαλίας των Μαθηµατικών είναι: 
α) Η µεθοδική άσκηση του µαθητή στην ορθολογική σκέψη, 

στην ανάλυση, στην αφαίρεση, στη γενίκευση, στην εφαρµογή, 
στην κριτική και στις λογικές διεργασίες, καθώς και η µύηση στη 
µαθηµατική αποδεικτική διαδικασία. 

β) Η γενικότερη πνευµατική καλλιέργεια και η συµβολή στην 
ολοκλήρωση της προσωπικότητας του µαθητή, καθόσον τα Μα-
θηµατικά αναπτύσσουν την παρατηρητικότητα, την προσοχή, τη 
δύναµη αυτοσυγκέντρωσης, την επιµονή, την πρωτοβουλία, τη 
δηµιουργική φαντασία, την πειθαρχηµένη σκέψη και συµπερι-
φορά, καλλιεργούν το αίσθηµα του ωραίου και του ηθικού και 
διεγείρουν το κριτικό πνεύµα. 

γ) Η ανάπτυξη ικανότητας για την ακριβή σύλληψη των εν-
νοιών, των µεγεθών, των ιδιοτήτων και των µεταξύ τους σχέσεων 
και ιδιαιτέρως εκείνων που είναι απαραίτητες για την κατανόηση 
και επίλυση προβληµάτων της σύγχρονης ζωής και για την επα-
φή µε τη σύγχρονη τεχνική, οικονοµική και κοινωνική πραγµατι-
κότητα. 

δ) Ο εθισµός των µαθητών στη διατύπωση των διανοηµάτων 
µε τη χαρακτηριστική στη µαθηµατική γλώσσα τάξη, σαφήνεια, 
ακρίβεια, αυστηρότητα, λιτότητα και κοµψότητα. 

ε) H κατανόηση του ρόλου των Μαθηµατικών στους διάφο-
ρους τοµείς της γνώσης και η επαρκής προπαρασκευή των µα-
θητών για τη συνέχιση των σπουδών τους. 

Ειδικότερα, µε τη διδασκαλία των Μαθηµατικών στο Γυµνά-
σιο, επιδιώκεται: 

α) Να εµπεδωθεί καλύτερα και να συµπληρωθεί η ύλη που 
διδάχτηκε στο ∆ηµοτικό Σχολείο, ώστε οι µαθητές να εφοδια-
στούν µε όλες τις µαθηµατικές γνώσεις που είναι απαραίτητες 
για τη ζωή και την περαιτέρω µελέτη και εκπαίδευση. 

β) Να εµπλουτιστούν οι εµπειρίες των µαθητών µε εφαρµο-
γές από την καθηµερινή ζωή, την τεχνολογία και τις άλλες ε-
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φαρµοσµένες επιστήµες, ώστε να αναπτυχθεί µια θετική στάση 
των µαθητών προς τα Μαθηµατικά. 

γ) Να εισαχθούν οι µαθητές στην αποδεικτική διαδικασία και 
να συνειδητοποιήσουν ότι αυτή αποτελεί χρήσιµο και άµεσο 
τρόπο για την επαλήθευση γενικών νόµων, ενώ, µε τη διδασκα-
λία των Μαθηµατικών στο Λύκειο επιδιώκεται: 

α) Να εµπεδωθούν και να διερευνηθούν σε θεωρητικότερο 
επίπεδο οι γνώσεις που απόκτησαν οι µαθητές στο Γυµνάσιο. 

β) Να µυηθούν και να εξοικειωθούν οι µαθητές στη διαδικα-
σία της µαθηµατικής απόδειξης και να καλλιεργηθεί η «µαθηµα-
τική σκέψη», 

γ) Να ασκηθούν οι µαθητές στο να χρησιµοποιούν τα Μαθη-
µατικά όχι µόνο ως γνώση, αλλά και ως µέθοδο σκέψης και πρά-
ξης στην καθηµερινή ζωή. 

δ) Να έρθουν οι µαθητές σε επαφή µε τις ποικίλες εφαρµο-
γές των Μαθηµατικών στις άλλες επιστήµες και στη σύγχρονη 
πραγµατικότητα. 
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B1. ΓΕΝΙΚΕΣ Ο∆ΗΓΙΕΣ 
 
 
 
Σε κάθε ώρα διδασκαλίας των Μαθηµατικών πρέπει να κυ-

ριαρχεί η προσωπική εργασία των µαθητών. Η τάξη πρέπει να 
είναι ένας τόπος, όπου οι µαθητές δεν θα είναι παθητικοί δέκτες, 
αλλά θα εξερευνούν καταστάσεις, θα ανακαλύπτουν νέες γνώ-
σεις και θα προσπαθούν να ερµηνεύουν και να χρησιµοποιούν 
τις γνώσεις που απόκτησαν. Κάθε διδασκαλία πρέπει να προχω-
ρεί από το γνωστό στο άγνωστο, από το συγκεκριµένο στο αφη-
ρηµένο και από το απλό στο σύνθετο. 

Η σωστή προετοιµασία, η θεωρητική κατάρτιση και ο συνεχής 
προβληµατισµός του διδάσκοντος αποτελούν απαραίτητα στοιχεία 
για µια επιτυχή διδασκαλία. Γι' αυτό ο διδάσκων πρέπει στην αρχή 
του διδακτικού έτους να µελετήσει προσεκτικά καθένα από τα διδα-
κτικά βιβλία που θα διδάξει και τις αντίστοιχες διδακτικές οδηγίες. 

Έτσι, θα ενηµερωθεί για το περιεχόµενο της διδασκαλίας 
του και για το «τι πρέπει να µάθει» ο µαθητής από τη διδασκαλία 
µιας συγκεκριµένης ενότητας, που χωρίς αµφιβολία είναι βασική 
προϋπόθεση για την επιτυχή οργάνωση της διδασκαλίας της ε-
νότητας αυτής. 

Πιο συγκεκριµένα, οι διδάσκοντες πρέπει να έχουν υπόψη 
τους και τα εξής: 
1.  Κατά τη διδασκαλία πρέπει να χρησιµοποιούνται οι τελευταί-

ες εκδόσεις των διδακτικών βιβλίων και να επιδιώκεται η ο-
λοκλήρωση της διδασκαλίας της διδακτέας ύλης. 

2.   Η εµµονή σε ενότητες που ανήκουν µάλλον στην «ιστορία 
των Μαθηµατικών» και η επιλογή πολύπλοκων ασκήσεων, όχι 
µόνο δε συµβάλλει στην επίτευξη των σκοπών της διδασκα-
λίας, αλλά αντίθετα οδηγεί στη «µαθηµατικοφοβία», ενώ πα-
ράλληλα επιβραδύνει το ρυθµό της διδασκαλίας. Έτσι δε 
µένει χρόνος για τη διδασκαλία άλλων ενοτήτων, οι οποίες 
είναι χρήσιµες αν όχι απαραίτητες, για όλους τους µαθητές, 
ανεξάρτητα από τη δέσµη που θα ακολουθήσουν. 

3.   Ένας από τους βασικούς στόχους της διδασκαλίας είναι η ε-
ξοκείωση µε το λογισµό και η ανάπτυξη των σχετικών µ’ αυτόν 
δεξιοτήτων του µαθητή. Όµως, για την επίτευξη του στόχου 
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αυτού δεν πρέπει να σπαταλάται πολύτιµος χρόνος µε εκτέλε-
ση πολύπλοκων αριθµητικών ή αλγεβρικών υπολογισµών. Γενι-
κά η αντιµετώπιση από το µαθητή τέτοιων περιπτώσεων (δύ-
σκολες ή εξεζητηµένες ασκήσεις που υπερβαίνουν τη δυνατό-
τητα του) έχει ελάχιστη χρησιµότητα στην προαγωγή του µα-
θηµατικού τρόπου σκέψης και αντιβαίνει στη σύγχρονη διδα-
κτική των Μαθηµατικών. Αντίθετα απογοητεύει τους µαθητές, 
καλλιεργεί σ' αυτούς ένα αίσθηµα αποστροφής προς τα Μα-
θηµατικά και τους δηµιουργεί την εντύπωση ότι η κατανόηση 
των Μαθηµατικών προϋποθέτει ειδικές ικανότητες. 

4.  Ο µαθητής πρέπει να συνηθίσει στο να εκφράζεται µε σαφήνεια, 
ακρίβεια και πληρότητα. Έτσι, πρέπει να καταβληθεί προσπά-
θεια για την ευχερέστερη, ανετότερη και ταχύτερη κίνηση της 
σκέψης. Με το συµβολισµό αποφεύγεται η χρήση λέξεων, των 
οποίων η σηµασία έχει γίνει αµφίβολη και ρευστή από την κοινή 
χρήση. ∆εν πρέπει όµως να γίνεται κατάχρηση συµβολισµού. 
Θα χρησιµοποιούνται µε προσοχή και φειδώ µόνο εκείνα τα 
σύµβολα που αναφέρονται στο διδακτικό βιβλίο. Σε καµία περί-
πτωση ο συµβολισµός δεν πρέπει να ενισχύει τη «σπουδαιοφά-
νεια» και την τάση «τα εύκολα να γίνονται δύσκολα». 

5.   Κατά την εισαγωγή νέων µαθηµατικών όρων, όπως π.χ. µειω-
τέος, διαιρετέος, εφαπτοµένη, συµµετρία κτλ. είναι σκόπιµο να 
αναφερόµαστε, όσο είναι δυνατό, και στην ετυµολογική σηµα-
σία τους, παράλληλα µε τη λειτουργική σηµασία που έχουν 
στα Μαθηµατικά. Με αυτό τον τρόπο βοηθούµε το µαθητή 
στην κατανόηση, στη συγκράτηση και στην ορθή εννοιολογική 
χρήση των όρων. 

6.   Είναι γνωστή η παιδαγωγική αξία των σχηµάτων και γενικό-
τερα των εποπτικών εικόνων γι' αυτό συνιστάται, όταν προ-
σφέρεται η διδακτική ενότητα, η χρησιµοποίηση σχηµάτων, 
πινάκων κτλ. γιατί έτσι γίνονται κατανοητές και ερµηνεύονται 
καλύτερα οι έννοιες που πραγµατεύεται η ενότητα. 

       Ιδιαίτερα στις γυµνασιακές τάξεις πρέπει να γίνεται συστηµα-
τική χρήση των εποπτικών µέσων. Το ψαλίδι, το διαφανές χαρ-
τί, τα γεωµετρικά όργανα και το τετραγωνισµένο χαρτί πρέπει 
να χρησιµοποιούνται σε κάθε βήµα της διδακτικής πορείας. Τα 
εποπτικά µέσα και οι κάθε είδους µετρήσεις και πειραµατισµοί 
πρέπει να µιλούν περισσότερο από το διδάσκοντα και να είναι 
αναπόσπαστα στοιχεία της µαθητικής εργασίας. 

7. Τα παραδείγµατα που περιέχονται σε κάθε διδακτικό βιβλίο, 
έχουν ως σκοπό την καλύτερη κατανόηση και εµπέδωση της 
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ενότητας στην οποία αναφέρονται. Ο διδάσκων θα κρίνει 
κάθε φορά, πόσα και ποια απ’ αυτά θα χρησιµοποιήσει για 
την επίτευξη του σκοπού αυτού. Είναι προφανές ότι ο διδά-
σκων, αν το κρίνει σκόπιµο, µπορεί να χρησιµοποιήσει και 
άλλα παραδείγµατα, τα οποία ανταποκρίνονται περισσότερο 
στα ιδιαίτερα γνωρίσµατα της τάξης του (περιοχή στην ο-
ποία βρίσκεται το σχολείο, κοινωνικό περιβάλλον, επίπεδο 
γνώσεων, ενδιαφέροντα µαθητών κτλ.) 

8.  Οι εφαρµογές και τα παραδείγµατα των βιβλίων µπορούν να 
χρησιµοποιούνται ως προτάσεις για τη λύση ασκήσεων ή την α-
πόδειξη άλλων προτάσεων, αλλά δεν εξετάζονται ούτε ως θεω-
ρία, ούτε ως ασκήσεις. Γενικότερα οι εφαρµογές και τα παρα-
δείγµατα δεν αποτελούν εξεταστέα ύλη στις γραπτές εξετάσεις. 
Επίσης, στα θέµατα θεωρίας των γραπτών εξετάσεων, δεν πρέ-
πει να ζητούνται οι αποδείξεις των προτάσεων που αναφέρονται 
στο βιβλίο χωρίς απόδειξη. Τέλος, το επαναληπτικό µέρος του 
βιβλίου που ανήκει σε πρόγραµµα προηγουµένων τάξεων, δεν 
αποτελεί εξεταστέα θεωρία. Η ύλη αυτή µπορεί βέβαια να χρησι-
µοποιείται στις αποδείξεις θεωρηµάτων και στη λύση ασκήσεων. 

9.  Σε κάθε βιβλίο υπάρχει µεγάλη ποικιλία ασκήσεων από διάφο-
ρους τοµείς της ανθρώπινης δραστηριότητας, που καλύπτουν 
ένα µεγάλο φάσµα των δυνατοτήτων των µαθητών. Ο διδά-
σκων πρέπει κατά τη διδασκαλία µιας ενότητας να λαµβάνει 
υπόψη τις ατοµικές διαφορές των µαθητών και τα ιδιαίτερα 
γνωρίσµατα που µπορεί να έχει η τάξη του και κάθε φορά να 
επιλέγει τις κατάλληλες ασκήσεις τόσο για την κατανόηση της 
ενότητας, όσο και για την περαιτέρω εµβάθυνση της. Είναι βέ-
βαια επιθυµητό, στα πλαίσια ενός ορθολογικού προγραµµατι-
σµού της διδασκαλίας στο διαθέσιµο χρόνο, να µπορούν να 
λυθούν στην τάξη η στο σπίτι όσο το δυνατόν περισσότερες 
από τις ασκήσεις του σχολικού βιβλίου. 

      Η πραγµατοποίηση του στόχου αυτού, σε καµιά περίπτωση 
δεν πρέπει να αποβεί σε βάρος της ολοκλήρωσης της διδα-
σκαλίας της διδακτέας ύλης. 

     Επισηµαίνεται ότι οι γενικές ασκήσεις και οι ασκήσεις Γ' 
οµάδας στο τέλος των κεφαλαίων και στο τέλος των βιβλί-
ων, καθώς και τα θεωρητικά θέµατα που υπάρχουν στα πα-
ραρτήµατα των βιβλίων προορίζονται για µαθητές µε ιδιαί-
τερο ενδιαφέρον και δυνατότητες στα Μαθηµατικά. Για το 
λόγο αυτό δεν αποτελούν ύλη για εξέταση στις προφορικές 
ή γραπτές εξετάσεις των µαθητών. 
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10.  Η επεξεργασία των ασκήσεων πρέπει να στηρίζεται σε 
«γνωστές» προτάσεις. Τέτοιες είναι όσες περιέχονται στη 
διδακτέα θεωρία και στις αντίστοιχες εφαρµογές που περι-
λαµβάνονται στα εγκεκριµένα διδακτικά βιβλία. Κάθε άλλη 
πρόταση που χρησιµοποιείται για τη λύση µιας άσκησης, 
πρέπει προηγουµένως να αποδεικνύεται. Κάθε απόδειξη 
(θεωρήµατος ή άσκησης) εφόσον στηρίζεται σε γνωστές 
προτάσεις είναι δεκτή, έστω και αν διαφέρει από εκείνη που 
υπάρχει στο διδακτικό βιβλίο. 

11.  Κάθε βιβλίο Μαθηµατικών συνοδεύεται από ξεχωριστό τεύ-
χος µε τις λύσεις των ασκήσεων. Πρέπει να καταβληθεί ιδιαί-
τερη προσπάθεια από τους διδάσκοντες για τη σωστή χρη-
σιµοποίηση του από τους µαθητές. Σχετικό προλογικό ση-
µείωµα υπάρχει σε κάθε τεύχος λύσεων και είναι ανάγκη να 
αναλυθεί στους µαθητές το περιεχόµενό του. 

12.  Στο τέλος των περισσοτέρων κεφαλαίων των βιβλίων υπάρ-
χουν ιστορικά σηµειώµατα που έχουν σκοπό να διεγείρουν 
το ενδιαφέρον και την αγάπη των µαθητών για τα Μαθηµατι-
κά και να τους πληροφορήσουν για την ιστορική πορεία της 
µαθηµατικής σκέψης. Η αξιοποίηση των ιστορικών σηµειωµά-
των στη διδασκαλία εξαρτάται σε µεγάλο βαθµό από τις πρω-
τοβουλίες και ιδέες που θα αναπτύξουν οι διδάσκοντες. Μια 
πρόταση που έχει µε επιτυχία δοκιµαστεί πειραµατικά σε άλ-
λες χώρες, είναι διάθεση µιας διδακτικής ώρας µετά την ολο-
κλήρωση της ύλης ενός κεφαλαίου, για τη µελέτη του αντί-
στοιχου ιστορικού σηµειώµατος και ελεύθερη συζήτηση στην 
τάξη. Με αυτή την προοπτική έχουν γραφτεί ιδιαίτερα τα ι-
στορικά σηµειώµατα για τη λογαριθµική συνάρτηση στο βι-
βλίο της Άλγεβρας της Β' Λυκείου. 

13.  Κατά τη διδασκαλία της Τριγωνοµετρίας και της Στατιστικής, 
οι διδάσκοντες πρέπει να ενθαρρύνουν τους µαθητές στη 
χρήση των υπολογιστικών µηχανών (calculators), ώστε να µη 
σπαταλάται χρόνος στη χρήση των τριγωνοµετρικών πινά-
κων και γενικότερα στον αριθµητικό λογισµό. Έτσι, θα έχουν 
τη δυνατότητα οι µαθητές, να ασχοληθούν µε µεγαλύτερη 
ποικιλία ασκήσεων και να διαθέσουν περισσότερο χρόνο στη 
διαδικασία λύσης των προβληµάτων και την ερµηνεία των 
αποτελεσµάτων. 

    Είναι αυτονόητο, ότι το περιεχόµενο των ιστορικών σηµειω-
µάτων, καθώς και τα σχετικά µε τις υπολογιστικές µηχανές, 
δεν αποτελούν ύλη για εξέταση. 



 

 

15 

 
 

 
 

B2. ΜΕΘΟ∆ΟΙ ∆Ι∆ΑΣΚΑΛΙΑΣ 
 
 
 

1.   Το «παραδοσιακό» διδακτικό µοντέλο και οι συνέπειές του. 
Από τις αρχές της δεκαετίας του '80, σε διεθνές επίπεδο, η 

Μαθηµατική Εκπαίδευση σταδιακά, αλλά συστηµατικά και µεθο-
δικά, υφίσταται µεταβολές που εκτείνονται σε όλες τις συνιστώ-
σες της όπως για παράδειγµα στους σκοπούς και στους στό-
χους, στο περιεχόµενο, στις διδακτικές µεθόδους, στα είδη των 
δεξιοτήτων που πρέπει να αναπτύξουν οι µαθητές, στη διάρ-
θρωση του Προγράµµατος Σπουδών και των διδακτικών βιβλίων, 
στις µεθόδους αξιολόγησης κτλ. 

Οι λόγοι που προκαλούν τις αλλαγές προκύπτουν τόσο από 
την εξέλιξη των σύγχρονων κοινωνιών και τον συνεχώς διευρυ-
νόµενο ρόλο των νέων τεχνολογιών, όσο και από τα συµπερά-
σµατα των ερευνών της ∆ιδακτικής των Μαθηµατικών σε ζητή-
µατα Μαθηµατικής Εκπαίδευσης. 

Και στις δύο περιπτώσεις, οι συνέπειες συγκλίνουν στο να 
δούµε µε διαφορετικό τρόπο το ρόλο και τη θέση του καθηγητή 
των Μαθηµατικών µέσα στην τάξη, να δώσουµε ένα ευρύτερο πε-
ριεχόµενο στον όρο «∆ιδασκαλία των Μαθηµατικών» και να γίνουµε 
πιο ακριβείς στο τι µπορεί να σηµαίνει «Μαθαίνω Μαθηµατικά». 

 Προκειµένου να γίνουµε πιο συγκεκριµένοι, ας ορίσουµε ως 
«παραδοσιακό» διδακτικό µοντέλο το ακόλουθο: Ο δάσκαλος 
των Μαθηµατικών αρχίζει τη διδασκαλία συνήθως µε την πα-
ρουσίαση µιας τεχνικής, ακολουθούν ασκήσεις για εξάσκηση και 
ασκήσεις και προβλήµατα για εφαρµογή. Το κέντρο βάρους ε-
στιάζεται στην απόκτηση εκείνων ακριβώς των δεξιοτήτων που 
παρουσιάζει ο δάσκαλος στην τάξη, στην ταχύτητα και την ακρί-
βεια των απαντήσεων. Το µοντέλο λειτουργεί κάτω από την ακό-
λουθη υπόθεση: Το σύνολο των τεχνικών που διαθέτουν οι µαθη-
τές για να λύνουν ασκήσεις είναι το σώµα των γνώσεων που πρέ-
πει να κατέχουν. Εποµένως, η ευχέρεια στις τεχνικές αυτές εκ-
φράζει το αν οι µαθητές έχουν µάθει τα Μαθηµατικά ή όχι. 

Στο µοντέλο αυτό η γνώση είναι προσωπική υπόθεση του κά-
θε µαθητή, ο οποίος εργάζεται µόνος του, και είναι ανεξάρτητη 



 16 

 

από αυτόν. ∆ηλαδή, ο µαθητής και η γνώση είναι δύο «πράγµατα» 
ξεχωριστά, εποµένως ο µαθητής δεν µπορεί να την επηρεάσει, το 
µόνο που του αποµένει είναι να τη µάθει. Τέλος, το πρόβληµα και 
ιδιαίτερα η Λύση Προβλήµατος, που αποτελεί την ουσία της Μα-
θηµατικής γνώσης, στο µοντέλο αυτό έχει έναν συγκεκριµένο και 
περιορισµένο χαρακτήρα, αποτελεί κριτήριο µάθησης: «Σου δι-
δάσκω για παράδειγµα έναν αλγόριθµο και µετά, προκειµένου να 
διαπιστώσω αν τον έµαθες, θα πρέπει να είσαι ικανός να λύσεις 
µερικές ή και όλες τις ασκήσεις και τα προβλήµατα που βρίσκο-
νται στο τέλος κάθε ενότητας ή κεφαλαίου». 

Η πρόσφατη έρευνα έχει αναδείξει τα σηµαντικά προβλήµα-
τα που παρουσιάζει το «παραδοσιακό» διδακτικό µοντέλο. Για 
παράδειγµα, έχει διαπιστωθεί ότι η µακρόχρονη «θητεία» στην 
παραδοσιακή διδασκαλία προκαλεί την ανάπτυξη των ακόλου-
θων στάσεων και πεποιθήσεων στους µαθητές: 
•  Όλα τα προβλήµατα µπορούν να λυθούν το πολύ σε δέκα 

λεπτά. Αν δεν µπορέσεις να λύσεις ένα πρόβληµα σε δέκα 
λεπτά, τότε δεν µπορείς να το λύσεις, εποµένως πάψε να 
ασχολείσαι µε αυτό. 

•  Μετά από χρόνια αποµνηµόνευσης αλγορίθµων, κανόνων και 
τύπων, οι µαθητές θεωρούν τους εαυτούς τους ως παθητι-
κούς δέκτες γνώσεων, που άλλοι πολύ πιο έξυπνοι από αυ-
τούς τις έχουν βρει. 

•  Για πολλούς µαθητές, ιδιαίτερα όταν ασχολούνται µε τη 
Θεωρητική Γεωµετρία, η απόδειξη δεν είναι τίποτε άλλο παρά 
µία «τελετουργική» δραστηριότητα που έχει σκοπό να επιβε-
βαιώσει αυτό που ήδη είναι γνωστό χιλιάδες χρόνια πριν! 

•  Τα Μαθηµατικά δεν έχουν σχέση µε τον πραγµατικό κόσµο. 
Στο σηµείο αυτό πρέπει να υπενθυµίσουµε και την άποψη 
του Lakatos: 
«∆εν έχει γίνει επαρκώς αντιληπτό ότι η τρέχουσα µαθηµατι-

κή και επιστηµονική εκπαίδευση είναι το θερµοκήπιο ενός ύφους 
αυθεντίας και ο χειρότερος εχθρός της ανεξάρτητης και κριτι-
κής σκέψης». Βλέπουµε λοιπόν ότι στις περισσότερες περιπτώ-
σεις τα αποτελέσµατα της διδασκαλίας είναι ακριβώς τα αντίθε-
τα από τους στόχους και τις επιδιώξεις µας. Η κατάσταση αυτή 
δεν είναι µόνον ελληνικό φαινόµενο. Είναι µια γενική διαπίστωση 
που παρουσιάζεται στις περισσότερες χώρες. 

Με ποιον τρόπο µπορούµε να αντιµετωπίσουµε την κατά-
σταση; Με ποιον τρόπο θα δώσουµε µια ισορροπηµένη εικόνα 
στους µαθητές µας και στο κοινωνικό σύνολο γενικότερα, για το 
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τι µπορούµε να κάνουµε µε τα Μαθηµατικά; Με ποιον τρόπο θα 
αποφύγουµε αντιλήψεις όπως: «Ο δάσκαλος γνωρίζει την απά-
ντηση αλλά µας δίνει το πρόβληµα για να δει αν µπορούµε να τη 
βρούµε και εµείς»; 

 
2. Προτάσεις για πιο «ενεργητικές» διδασκαλίες. 

 
Θα πρέπει να επισηµάνουµε από την αρχή ότι δεν υπάρχει 

ένα συγκεκριµένο µοντέλο διδασκαλίας το οποίο µας δίνει τη 
δυνατότητα να αποφύγουµε τις προηγούµενες «δυσάρεστες» 
καταστάσεις. Αντίθετα, υπάρχουν κάποιες γενικές αρχές µε τις 
οποίες µπορούµε να συγκροτήσουµε κατάλληλα µοντέλα διδα-
σκαλίας. 

Μια σύγχρονη αντίληψη για τον τρόπο µε τον οποίο µαθαί-
νουν οι µαθητές, βασίζεται στις ακόλουθες παραδοχές: 
• Η γνώση δε «µεταφέρεται» από το δάσκαλο στο µαθητή. Α-

ντίθετα, η γνώση και ο µαθητής, είναι έννοιες αλληλοσυν-
δεόµενες: Ο µαθητής συµµετέχει ενεργά στην οικοδόµη-
ση-ανάπτυξη της γνώσης του (Η υπόθεση της κατασκευής 
της γνώσης). 
Η αρχή αυτή δέχεται ότι ο κάθε µαθητής έχει το δικό του 

προσωπικό τρόπο πρόσβασης στη γνώση και βρίσκεται σε κα-
τευθείαν αντίθεση µε την αντίστοιχη αρχή του «παραδοσιακού» 
µοντέλου, ότι ο µαθητής και η γνώση είναι δύο ξεχωριστές έν-
νοιες. 

Η διαδικασία της µάθησης εξαρτάται από την ήδη υπάρχου-
σα γνώση: Κάθε τι που µαθαίνω εξαρτάται από το τί γνωρίζω. 

Εποµένως, ο δάσκαλος των Μαθηµατικών πρέπει να είναι 
ενήµερος για το γεγονός ότι θα υπάρχουν στην τάξη του µαθη-
τές που δεν έχουν κατανοήσει τις προηγούµενες έννοιες προ-
κειµένου να συµµετάσχουν στο νέο µάθηµα, και ότι θα υπάρ-
χουν µαθητές που έχουν οικοδοµήσει µε λάθος τρόπο τις προη-
γούµενες γνώσεις. Και στις δύο περιπτώσεις θα συναντήσει δυ-
σκολίες στην εξέλιξη του νέου µαθήµατος. 

Υπάρχει µια συνεχής αλληλεπίδραση ανάµεσα στο προσωπι-
κό νόηµα, που οικοδοµεί ο κάθε µαθητής, και στην κοινωνική 
διάσταση της γνώσης στα πλαίσια της σχολικής τάξης. Τα προ-
σωπικά νοήµατα συζητούνται µέσα στην τάξη προκειµένου να 
οµογενοποιηθούν και να γίνουν συµβατά και συνεπή µε ό,τι δέ-
χεται η µαθηµατική κοινότητα (Η υπόθεση της αλληλεπίδρασης 
ή διάδρασης). 
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Προκειµένου να γίνει πραγµατικότητα η αρχή αυτή θα πρέ-
πει η σχολική τάξη να λειτουργεί ως µικρή «µαθηµατική κοινότη-
τα -εργαστήριο». 

'Οποιος δάσκαλος των Μαθηµατικών αποδεχθεί τις αρχές 
αυτές, θα πρέπει να δει µε έναν διαφορετικό τρόπο τη θέση και 
το ρόλο του µέσα στην τάξη. Για παράδειγµα, θα πρέπει να ορ-
γανώνει την τάξη έτσι, ώστε µέσα από κατάλληλες δραστηριό-
τητες να δώσει τη δυνατότητα και την ευκαιρία στους µαθητές 
του να οικοδοµήσουν τη γνώση, και παράλληλα να ελαττώσει το 
χρόνο που αφιερώνει για την παρουσίαση, από τον ίδιο, θεµά-
των και εννοιών. 

Ουσιαστικά, η αποδοχή των παραπάνω αρχών µας οδηγεί 
στην υιοθέτηση «ενεργητικών µεθόδων» µάθησης. Με τον όρο 
αυτό εννοούµε µαθησιακές δραστηριότητες που περιλαµβάνουν 
ερευνητικές εργασίες, επίλυση προβληµάτων, εργασία σε µι-
κρές οµάδες µαθητών. Τέτοιες δραστηριότητες µπορεί να είναι 
προσεκτικά σχεδιασµένα προβλήµατα που να οδηγούν τους µα-
θητές να κάνουν υποθέσεις και εικασίες, να ελέγχουν τις υποθέ-
σεις τους, να παρατηρούν και να αναπτύσσουν ένα µοντέλο, να 
ακολουθούν προσεγγιστικές και αριθµητικές µεθόδους, να «µε-
ταφράζουν» ένα µοντέλο από ένα αναπαραστασιακό σύστηµα σε 
ένα άλλο, για παράδειγµα από γλωσσική περιγραφή σε αλγεβρι-
κό τύπο, από αλγεβρικό τύπο σε γραφική παράσταση, από πίνα-
κα τιµών σε αλγεβρικό τύπο κτλ. Με τον ίδιο όρο εννοούµε επί-
σης, την ανάπτυξη µίας στάσης για ενεργητική νοητική δραστη-
ριότητα, σε αντίθεση µε την παθητική που χαρακτηρίζεται από 
την αποµνηµόνευση και την εξάσκηση. 
•  Το ζητούµενο είναι η ανάπτυξη µιας ενεργητικής και ερευ-

νητικής στάσης των µαθητών ως προς τα Μαθηµατικά. 
Η αποδοχή αυτού του στόχου τοποθετεί σε κεντρική θέση το 
πρόβληµα και τις διαδικασίες Λύσης Προβλήµατος. Συµπλη-
ρώνουµε λοιπόν τις προηγούµενες παραδοχές και µε την 
ακόλουθη: 

•  Το Πρόβληµα είναι «πηγή» νοήµατος της µαθηµατικής 
γνώσης. Τα αποτελέσµατα των νοητικών διεργασιών συνι-
στούν γνώση, µόνον όταν αποδειχθούν επαρκή και αξιόπιστα 
στην επίλυση προβληµάτων. (Η επιστηµολογική υπόθεση).  
Σύµφωνα µε την παραδοχή αυτή, το πεδίο «δοκιµασίας» της 

γνώσης ενός µαθητή είναι η επίλυση προβληµάτων και όχι η εξέ-
ταση αλγορίθµων, κανόνων και τύπων. Γενικότερα, κάθε δάσκα-



 

 

19 

λος των Μαθηµατικών θα πρέπει να έχει υπόψη του ότι µε τα 
προβλήµατα: 
– ∆ικαιολογούµε την ίδια τη διαδικασία της διδασκαλίας, αποκα-
λύπτοντας την αξία και τη χρησιµότητα των Μαθηµατικών. 
– ∆ίνουµε κίνητρα στους µαθητές να ενδιαφερθούν για τα Μα-
θηµατικά. 
– Εισάγουµε καλύτερα καινούριες έννοιες ή διδακτικές ενότη-
τες. Βοηθούµε τους µαθητές να αναπτύξουν τις γνώσεις τους µε 
πιο αποτελεσµατικό τρόπο. 
– Ελέγχουµε το βαθµό κατανόησης των µαθητών στις µαθηµατι-
κές έννοιες. 

Αν τώρα επιχειρούσαµε να δώσουµε απάντηση στο ερώτηµα 
«τι σηµαίνει µαθαίνω Μαθηµατικά» θα µπορούσαµε να πούµε ότι 
«µαθαίνω Μαθηµατικά» σηµαίνει: 
– Μαθαίνω τους αλγόριθµους και τις αποδεικτικές διαδικασίες. 
– Μαθαίνω να διακρίνω σε ποια περίπτωση θα χρησιµοποιώ τον 

κάθε αλγόριθµο και την κατάλληλη αποδεικτική διαδικασία. 
– Μαθαίνω να χρησιµοποιώ τους αλγόριθµους και τις αποδει-

κτικές διαδικασίες στην επίλυση προβληµάτων. 
– Μαθαίνω να σκέπτοµαι µε µαθηµατικό τρόπο, δηλαδή να οι-

κοδοµώ τη µαθηµατική δοµή ενός θέµατος ή µιας έννοιας 
και να εκφράζω τις σκέψεις µου µε τη γλώσσα και τα σύµβο-
λα των Μαθηµατικών. 
 

3. Προτάσεις για το σχεδιασµό διδασκαλίας 
 
Ένα από τα βασικά ζητήµατα της διδασκαλίας των Μαθηµα-

τικών είναι ο τρόπος µε τον οποίο ο δάσκαλος µπορεί να βοηθή-
σει τους µαθητές του να κατασκευάσουν ιδέες και έννοιες που η 
µαθηµατική κοινότητα χρειάστηκε εκατοντάδες ή χιλιάδες χρό-
νια να αναπτύξει. Ταυτόχρονα, η εργασία του δασκάλου και αυ-
τή του µαθητή χαρακτηρίζονται από αντίθετες τροχιές. Έτσι, 
από τη µια µεριά ο δάσκαλος θα πρέπει να τοποθετήσει τη γνώ-
ση σε κατάλληλα, οικεία για το µαθητή, πλαίσια, να την «προσω-
ποποιήσει» κατά κάποιο τρόπο, ενώ από την άλλη ο µαθητής θα 
πρέπει να κάνει την αντίθετη τροχιά όπου από τα συγκεκριµένα 
πλαίσια µε διαδοχικές αφαιρέσεις και γενικεύσεις, θα κατακτή-
σει τη µαθηµατική δοµή του θέµατος. Τα «εργαλεία» µε τα οποία 
υλοποιούµε κάθε σχεδιασµό είναι τα προβλήµατα, µε τα οποία 
συνθέτουµε την υποθετική µαθησιακή τροχιά του µαθητή, δηλα-
δή την πρόβλεψη που κάνουµε για τον τρόπο µε τον οποίο θα 
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θέλαµε να «µετακινηθεί» η σκέψη του µαθητή προκειµένου να 
αναπτυχθεί η µάθηση, 

Ο σχεδιασµός που προτείνουµε αναφέρεται σε µια ολόκληρη 
διδακτική ενότητα, στην οποία θα έχουµε επισηµάνει τον κύριο 
στόχο, και µόνο µέσα από αυτό το σχεδιασµό αποκτά νόηµα ένα 
συγκεκριµένο µάθηµα. Ο σχεδιασµός µπορεί να έχει τρία µέρη. 

Στο πρώτο µέρος δίνουµε ένα πρόβληµα-ένα ερώτηµα, η επί-
λυση ή η απάντηση του οποίου θα οδηγήσει στην αναγκαιότητα 
της εισαγωγής της έννοιας που θέλουµε να διδάξουµε. Λέγοντας 
«επίλυση» στο µέρος αυτό, εννοούµε ότι οι µαθητές θα το προσεγ-
γίσουν διαισθητικά προκειµένου να αναπτύξουν εικασίες ή υποθέ-
σεις τις οποίες στη συνέχεια θα επιχειρήσουν να τις ελέγξουν επί-
σης διαισθητικά - εµπειρικά. Η ανάπτυξη εικασιών και υποθέσεων 
και η τάση για τον έλεγχο τους είναι ένα σαφές µήνυµα ότι έχουν 
αρχίσει να διαµορφώνουν την ενεργητική και ερευνητική στάση ως 
προς τα Μαθηµατικά. Μόνον αφού έχουν βρει τα δικά τους αποτε-
λέσµατα και έχουν αναπτύξει τις εικασίες τους, οι µαθητές αρχίζουν 
να αναγνωρίζουν την αναγκαιότητα της γενίκευσης και της απόδει-
ξης. Για την ακρίβεια, όταν οι µαθητές βρουν τα δικά τους αποτε-
λέσµατα, τότε η απόδειξη µπορεί πραγµατικά να θεωρηθεί σηµα-
ντική - γιατί τότε έχουµε ανάγκη να πειστούµε για πράγµατα που 
δεν είµαστε βέβαιοι, ενώ στις περισσότερες περιπτώσεις στο σχο-
λείο παρουσιάζονται αποδείξεις για αποτελέσµατα που οι µαθητές 
θεωρούν ότι κανείς δεν µπορεί να έχει αµφιβολία! 

Στο δεύτερο µέρος θα γίνει η µετάβαση από τις εµπειρικές - 
διαισθητικές αντιλήψεις σε «αποδεικτικές» µεθόδους, χωρίς η έννοια 
της απόδειξης να παραπέµπει απαραίτητα στις γνωστές τυπικές µα-
θηµατικές µεθόδους. Αυτό εξαρτάται από το επίπεδο των µαθητών 
που αναφερόµαστε και το στόχο που έχουµε. Σε κάθε περίπτωση, 
το δεύτερο µέρος έχει σκοπό να αποσπάσει τη σκέψη του µαθητή 
από τα πλαίσια του συγκεκριµένου προβλήµατος και να τον εισάγει 
στη µαθηµατική δοµή του θέµατος που διαπραγµατεύεται. 

Στο τρίτο µέρος θεωρείται γνωστή η έννοια που διδάχθηκε και 
την οποία χρησιµοποιούµε για να λύσουµε προβλήµατα και εφαρ-
µογές. Το µέρος αυτό χρησιµεύει στο να διευρύνει τις εµπειρίες 
των µαθητών για το πεδίο εφαρµογής της έννοιας. Γι' αυτό το λό-
γο θα πρέπει να γίνεται εδώ ένα είδος ανασκόπησης. Με τον όρο 
«ανασκόπηση» εννοούµε τη συζήτηση στο τέλος του µαθήµατος, 
όπου θα συνοψίζονται οι εφαρµογές της έννοιας έτσι όπως προ-
κύψουν από τα προβλήµατα που λύθηκαν και θα συνδέεται η έν-
νοια µε εκφράσεις της καθηµερινής γλώσσας, όπου αυτό είναι εφι-
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κτό, νια παράδειγµα «οι συναρτήσεις του ηµίτονου και συνηµίτονου 
είναι κατάλληλες για να περιγράφουµε περιοδικά φαινόµενα». 

Από όσα έχουµε αναφέρει µέχρι τώρα είναι φανερό ότι ένα 
µεγάλο µέρος της προσοχής µας εστιάζεται στην επίλυση προ-
βληµάτων. Όµως, µε τον όρο «πρόβληµα» δεν εννοούµε µόνον 
τα γνωστά προβλήµατα των σχολικών βιβλίων αλλά και τα λεγό-
µενα «ανοικτά προβλήµατα». Γενικά, θα ονοµάσουµε ανοικτό το 
πρόβληµα που µπορεί να ερµηνευτεί µε πολλούς τρόπους και 
εποµένως δέχεται διαφορετικές λύσεις. Το γεγονός αυτό ανα-
γκάζει το µαθητή να πάρει πρωτοβουλίες κατά τη διάρκεια της 
επίλυσης του. Για παράδειγµα, το πρόβληµα «Να σχεδιάσετε µια 
εκδροµή του σχολείου σας µε λεωφορεία» είναι ανοικτό. Αντίθε-
τα, το πρόβληµα «Να βρείτε πόσα λεωφορεία θα χρειαστούν για 
να µετακινηθούν 300 µαθητές ενός σχολείου, όταν το κάθε λεω-
φορείο χωράει 50 µαθητές», είναι ένα κλειστό τυπικό σχολικό 
πρόβληµα. Σε πολλές περιπτώσεις, µια διαφορετική διατύπωση 
είναι αρκετή για να εισάγει ένα βαθµό πρωτοβουλίας στους µα-
θητές. Έτσι, αντί στο παρακάτω τρίγωνο να ζητήσουµε για πα-
ράδειγµα «να υπολογίσετε την πλευρά ΑΒ», η ερώτηση µπορεί 
να διατυπωθεί ως εξής: «στο ακόλουθο σχήµα να υπολογίσετε 
όσα στοιχεία του τριγώνου µπορείτε. 

 

 
 
Φυσικά, τα όσα αναφέραµε αποτελούν µόνον νύξεις για το εν-

διαφέρον αίτηµα του «ανοικτού προβλήµατος» και το ρόλο του στη 
διαδικασία της µάθησης. Από την άλλη µεριά, είναι σαφές ότι οι πιο 
πολλές ασκήσεις και τα προβλήµατα των σχολικών Βιβλίων είναι 
κλειστά. Όµως το να δίνουµε αερικές φορές, στους µαθητές µας 
ανοικτές δραστηριότητες αντί νια ασκήσεις των δύο ή τριών λε-
πτών, είναι ένα βήµα προς τη µεταφορά της υπευθυνότητας της 
διαδικασίας της µάθησης από το δάσκαλο στο µαθητή. 
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4. Η καθηµερινή διδακτική πρακτική. 
 
Ποιες είναι οι συνέπειες των προτάσεών µας στην τάξη; Θα 

πρέπει να τονίσουµε ότι οι προτάσεις αυτές παρουσιάζονται 
ως δοκιµαστικές ή εναλλακτικές ιδέες για όσους θελήσουν να 
τις εφαρµόσουν µέσα στην τάξη. Εξάλλου, θεωρούµε βέβαιο 
ότι για πολλούς οι προτάσεις αυτές δεν είναι άγνωστες και ότι 
αρκετοί καθηγητές χρησιµοποιούν παρόµοιες επιλογές στις 
τάξεις τους. Όµως είναι κατανοητό ότι η συστηµατική εισαγωγή 
τους στην καθηµερινή διδακτική πρακτική απαιτεί µία µακρόχρο-
νη πορεία η οποία θα πρέπει να υποστηριχθεί από ένα µεθοδικό 
πρόγραµµα επιµόρφωσης. 

Από την άλλη µεριά, µε κανέναν τρόπο δεν πρέπει να δηµιουρ-
γηθεί η εντύπωση πως ό,τι γίνεται σήµερα µέσα στην τάξη είναι 
καταδικαστέο. Αντίθετα, οι επιλογές του «παραδοσιακού» µοντέ-
λου ενσωµατώνονται και αποκτούν ένα πιο συγκεκριµένο περιεχό-
µενο µέσα σε ένα ευρύτερο φάσµα διδακτικών ενεργειών. Έτσι, 
για παράδειγµα ούτε συνήθεις ασκήσεις και προβλήµατα θα πρέ-
πει να αγνοηθούν ούτε η παρουσίαση του µαθήµατος από τον ίδιο 
το δάσκαλο. Εκείνα που πρέπει να µας απασχολήσουν είναι ερω-
τήµατα όπως: Σε ποια περίπτωση και για ποιο λόγο ο δάσκαλος 
θα επιλέξει να παρουσιάσει ο ίδιος το µάθηµα ή πότε και γιατί 
θα κάνει ερευνητικές δραστηριότητες αντί για ασκήσεις; 

"Οπως έχουµε ήδη τονίσει, δεν υπάρχουν συγκεκριµένες διδα-
κτικές προσεγγίσεις, υπάρχουν µόνο συγκεκριµένες γενικές αρχές. 
Μια διδακτική προσέγγιση (δηλαδή ένας τρόπος υλοποίησης των 
αρχών) εξαρτάται τόσο από το ίδιο το θέµα όσο και από το δάσκα-
λο και τους µαθητές του. Μια διδασκαλία που αποδεικνύεται επιτυ-
χής σε κάποια σχολική τάξη µπορεί να µην είναι κατάλληλη για κά-
ποια άλλη. Παρ' όλα αυτά, υπάρχουν συγκεκριµένες επιλογές που 
µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε στην τάξη όπως: 
•  Η παρουσίαση του µαθήµατος από το δάσκαλο (ευθεία ή 

µετωπική διδασκαλία). 
•  Συζήτηση ανάµεσα στο δάσκαλο και τους µαθητές ή ανάµε-

σα στους, µαθητές. 
•  Πρακτικές δραστηριότητες. 
•  Εξάσκηση και πρακτική σε βασικές δεξιότητες. 
•  Λύση Προβλήµατος, όπου εδώ εννοούµε τόσο τα «καθαρά» µα-

θηµατικά όσο και τα πραγµατικά προβλήµατα, δηλαδή προβλή-
µατα που αναφέρονται σε εξωµαθηµατικές καταστάσεις. 

• Ερευνητικές δραστηριότητες και ερευνητικές εργασίες. 
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Πότε για παράδειγµα θα χρησιµοποιήσουµε την παρουσία-
ση; Σύντοµα, αναφέρουµε ότι τη διδασκαλία αυτή χρησιµοποι-
ούµε όταν θέλουµε να δείξουµε κάτι, να δώσουµε πληροφορίες, 
να παρουσιάσουµε ένα γεγονός. Από µόνη της δεν επαρκεί για 
την κατανόηση, για την ανάπτυξη δεξιοτήτων λύσης προβλήµα-
τος και ερευνητικών δραστηριοτήτων. 

Αντίθετα, η κατανόηση ενός θέµατος ή µιας έννοιας, είναι 
δυνατόν να αναπτυχθεί µέσα από σχεδιασµό διδασκαλίας σε 
τρία µέρη όπως την περιγράψαµε στην προηγούµενη παράγρα-
φο. Στην πραγµατικότητα, η προσέγγιση αυτή προτείνει την δι-
δασκαλία των Μαθηµατικών µε διαδικασίες Λύσης Προβλήµα-
τος, όπου η επίλυση προβληµάτων διευρύνεται ως έννοια και 
αποτελεί το πλαίσιο µέσα στο οποίο αναπτύσσεται η µάθηση. 

Συνήθως οι ερευνητικές δραστηριότητες, ή απλά δραστη-
ριότητες, είτε δίνονται από τον καθηγητή για διερεύνηση µέσα 
στην τάξη είτε προκύπτουν από ερωτήσεις των µαθητών, για 
παράδειγµα «θα µπορούσαµε να έχουµε το ίδιο αποτέλεσµα µε 
άλλους αριθµούς;» ή «τι θα συµβεί αν...». Στην τελευταία αυτή 
περίπτωση, που είναι πολύ συχνή, η ουσιαστική συνθήκη για την 
πραγµατοποίηση µιας δραστηριότητας είναι η επιθυµία του δα-
σκάλου να διερευνήσουν οι µαθητές το ζήτηµα και όχι να δώσει 
ο ίδιος την απάντηση. Είναι προφανές ότι το «κλίµα» της τάξης 
πρέπει να ευνοεί και να προωθεί τέτοιου είδους ερωτήσεις. Από 
την άλλη µεριά, οι ερευνητικές εργασίες είναι δραστηριότητες 
που απαιτούν περισσότερο χρόνο, για παράδειγµα µία ή δύο 
εβδοµάδες, µε στόχο οι µαθητές: 
• Να εξετάσουν, να αναλύσουν και να δώσουν απαντήσεις σε 

ένα συγκεκριµένο πρόβληµα, ή µια σειρά προβληµάτων που 
να συνδέονται µεταξύ τους, ή σε µια πραγµατική κατάσταση, 
η οποία είναι αρκετά σύνθετη, ώστε να διερευνηθεί µέσα 
στην τάξη ή να είναι έτοιµη στο επόµενο µάθηµα. Στην περί-
πτωση αυτή τα Μαθηµατικά που απαιτούνται είναι γνωστά. 

• Να διερευνήσουν ένα θέµα από την ιστορία των Μαθηµατικών 
• Να αναπτύξουν ένα θέµα της διδακτέας ύλης τους, µέσα σε 

µια ή δύο εβδοµάδες, αντί να διδαχθεί το ίδιο θέµα στην τάξη. 
Τέλος, τα τελευταία χρόνια οι έρευνες της ∆ιδακτικής των 

Μαθηµατικών έχουν αναδείξει την αξία της εργασίας των µαθη-
τών σε οµάδες. Την πρόταση αυτή µπορούµε να τη δούµε σε 
δύο επίπεδα: 

Σε επίπεδο αρχών: Σχεδόν καµία λύση επιστηµονικού ή κοι-
νωνικού προβλήµατος δεν είναι πλέον αποτέλεσµα της εργασίας 
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ενός µόνον ατόµου, ενώ θα πρέπει, επίσης, να τη δούµε και σε 
συνάρτηση µε το ερώτηµα «ποιο είναι το είδος του πολίτη που 
έχει ανάγκη η κοινωνία µας;» Και εδώ εννοούµε όχι µόνο τον ε-
νηµερωµένο πολίτη αλλά και εκείνον ο οποίος ακούει και υπολο-
γίζει τη γνώµη του άλλου και συνεργάζεται στα πλαίσια µιας ο-
µάδας εργασίας, γεγονός που του προσθέτει αξιόλογα στοιχεία 
στη γενικότερη παιδεία του, και όχι µόνο στη µαθηµατική του 
εκπαίδευση.  

Σε επίπεδο διδακτικής πρακτικής: Έρευνες έχουν επισηµά-
νει ότι η συνεργασία των µαθητών αναπτύσσει πολλαπλές και 
διαφορετικές προσεγγίσεις σε ένα πρόβληµα. Επίσης, ένα ση-
µαντικό πλεονέκτηµα φαίνεται να είναι η ευκαιρία που έχουν οι 
µαθητές να συζητούν τις απόψεις και ιδέες τους, γεγονός που 
διευκολύνει την επισήµανση των προσωπικών ιδεών και την οµο-
γενοποιήση των διαφορετικών νοηµάτων σύµφωνα µε αυτά που 
απαιτεί η µαθηµατική κοινότητα, (βλέπε παράγραφο 2, 3η παρα-
δοχή). Όµως, το πιο σηµαντικό στοιχείο της εργασίας σε οµά-
δες, είναι το γεγονός ότι επιτρέπει να αναπτυχθεί η ικανότητα να 
παίρνουµε αποστάσεις από τις πράξεις µας και να τις κρίνουµε. 
Η συζήτηση σε οµάδες διευκολύνει την ανάπτυξη της, η οποία 
θεωρείται τόσο σηµαντική ώστε κάποιοι ερευνητές να ισχυρίζο-
νται ότι είναι αυτή η ικανότητα που ξεχωρίζει τον έµπειρο µαθη-
µατικό από τον µη έµπειρο. Εξάλλου, «η κριτική σκέψη», µε ό,τι 
µπορεί να εννοεί κανείς µε τον όρο αυτό, θα πρέπει να έχει ως 
βασικό της συστατικό αυτήν την ικανότητα. 

 
 

Παραδείγµατα από την Άλγεβρα 
 
Η σειρά µαθηµάτων που ακολουθεί, προτείνεται ως εναλλα-

κτική λύση για τη διδασκαλία της παραγράφου: 
«Μονοτονία - Ακρότατα συνάρτησης» 
 

1° Μάθηµα: ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 
 

1. Γνησίως αύξουσα συνάρτηση 
•    Στην αρχή δίνεται το ακόλουθο πρόβληµα: 
 
ΠΡΟΒΛΗΜΑ: Στο παρακάτω σχήµα δίνεται η γραφική παράστα-
ση της θερµοκρασίας Τ(t) ενός τόπου στο χρονικό διάστηµα από 
τις 4 το πρωί µιας µέρας µέχρι τις 12 το βράδυ της ίδιας µέρας 
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α) Να κυκλώσετε τη σωστή απάντηση: 
Όταν οι τιµές του διαστήµατος ∆= [4,16] αυξάνονται, τότε 
οι τιµές της θερµοκρασίας ( )T t :  
Α)  αυξάνονται  
Β)  µειώνονται  
Γ) παραµένουν σταθερές 

β)  Αν 1t , 2t  είναι δυο σηµεία του διαστήµατος ∆, να συµπληρώ-
σετε τη συνεπαγωγή: 
 

αν 1 2t t> τότε 1 2( )... ( )T t T t  
 

γ)   Στο διάστηµα ∆ οι τιµές της συνάρτησης Τ:  
 Α) διατηρούν τη φορά της ανισότητας  
 Β) αλλάζουν τη φορά της ανισότητας  
 Γ) µετατρέπουν την ανισότητα σε ισότητα 
 

•  Στη συνέχεια να δοθεί ο ορισµός της γνησίως αύξουσας συ-
νάρτησης σε διάστηµα ∆. 

 
•  Έπειτα, µε τη βοήθεια του ορισµού αυτού, οι µαθητές να 

αποδείξουν ότι η συνάρτηση ( ) 2 1f x x= +  είναι γνησίως αύ-
ξουσα συµπληρώνοντας τις παρακάτω ανισότητες: 

 

1 2

1 2

1 2

1 2

2 ...2
2 1...2 1

( )... ( )

x x
x x

x x
f x f x

<

+ +
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•  Με ίδιο τρόπο οι µαθητές να αποδείξουν ότι η συνάρτηση 
( ) ,f x ax β= = µε 0,α >  είναι γνησίως αύξουσα. 

 
2)  Γνησίως φθίνουσα συνάρτηση 
•  Η έννοια της γνησίως φθίνουσας συνάρτησης να παρουσια-

στεί αναλόγως. 
•  Στη συνέχεια να αποδειχτεί ότι η συνάρτηση ( ) 2 1,f x x= − +  

και γενικά ότι η συνάρτηση ( ) ,f x ax β= +  0,a <  είναι γνησί-
ως φθίνουσα. 

 
3)  Ασκήσεις για το σπίτι 
i)  Άσκηση 3 της σελίδας 92 
ii)  Να βρείτε τα διαστήµατα στα οποία κάθε µία, από τις παρα-

κάτω συναρτήσεις είναι:  
α) γνησίως αύξουσα και β) γνησίως φθίνουσα 
 

 
 
 
iii)  Να αποδείξετε ότι οι παρακάτω συναρτήσεις είναι γνησίως 

µονότονες:  
 
α) ( ) ,f x x=  β) ( ) 8 2 ,f x x= −  
 

γ) 
1( ) 3,f x
x

= +  στο (0, )+∞  δ) 
4( ) 3 ,f x
x

= −  στο (0, )+∞  

 
 
iν)  Η άσκηση 1 της σελίδας 92 
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2° Μάθηµα: ΑΚΡΟΤΑΤΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 
 
1. Ελάχιστο συνάρτησης 

 
•  Στην αρχή δίνεται στους µαθητές το ακόλουθο πρόβληµα 
 
ΠΡΟΒΛΗΜΑ Στο παρακάτω σχήµα δίνεται η θερµοκρασία T(t) 
ενός τόπου στο χρονικό διάστηµα από τις 12 το βράδυ µιας η-
µέρας µέχρι τις 12 το βράδυ της εποµένης. 

 

 
 
 
α)  Πότε η θερµοκρασία του τόπου παίρνει τη ελάχιστη τιµή της;   

Ποια είναι η ελάχιστη τιµή της θερµοκρασίας του τόπου; 
β)  Ποιο είναι το είδος της µονοτονίας της Τ εκατέρωθεν του 

σηµείου στο οποίο η θερµοκρασία παίρνει την ελάχιστη τιµή 
της; 

γ)  Να συµπληρώσετε την ανισότητα: 
 

( )... (4),T t T  για κάθε [ ]0,24t∈  

 
•  Στη συνέχεια να δοθεί ο ορισµός του ελαχίστου συνάρτησης 

και να ξεκαθαριστεί η διαφορά ανάµεσα στις έννοιες: «θέση 
ελαχίστου συνάρτησης», «ελάχιστο συνάρτησης» και «χαµη-
λότερο σηµείο της γραφικής παράστασης συνάρτησης». 

 
•  Έπειτα, µε τη βοήθεια του ορισµού αυτού οι µαθητές να α-

ποδείξουν ότι η συνάρτηση 2( ) 2 3,f x x= + έχει ελάχιστο το 
(0) 3,f =  συµπληρώνοντας τις ανισότητες που απουσιάζουν: 



 28 

 

2 0x ≥  για κάθε x∈  
22 ...0x  για κάθε x∈  

   22 3...0x +  για κάθε x∈  
( )... (0)f x f  για κάθε x∈  

 
•   Οµοίως και για τη συνάρτηση ( ) 2 1 5f x x= − − . 

 
2.  Μέγιστο συνάρτησης 

 
Η έννοια του µεγίστου συνάρτησης να παρουσιαστεί αναλό-

γως. 
 

3.  Ασκήσεις για το σπίτι 
 

α) Να βρείτε (αν υπάρχουν) τα ακρότατα και τις θέσεις ακρότα-
των των παρακάτω συναρτήσεων: 
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β) Η άσκηση 4 της σελίδας 92. 
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B3. ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ ΓΙΑ ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗ 
 

1. Ερωτήσεις διαφόρων τύπων. 
 
Οι ερωτήσεις διαφόρων τύπων αποτελούν έναν καλό τρόπο 

µε τον οποίο µπορούµε να επισηµάνουµε τα ενδεχόµενα λάθη 
και τις ενδεχόµενες παρανοήσεις των µαθητών σε ένα θέµα. Το 
παράδειγµα που ακολουθεί αναφέρεται στο πρόσηµο του τριω-
νύµου. 

 
1. ∆ίνεται ότι η γραφική παράσταση µιας συνάρτησης είναι η 
ακόλουθη: 

 

 
 

 
Με τη βοήθεια της γραφικής παράστασης της: 
i) Να κυκλώσετε τη σωστή απάντηση: 
• Το (2)f  είναι:     Α. θετικό, Β. αρνητικό, Γ, µηδέν. 
• Το ( 2)f −  είναι:   Α. θετικό, Β. αρνητικό, Γ. µηδέν 
• Το ( 1)f −  είναι:   Α. θετικό, Β. αρνητικό, Γ. µηδέν 
• Το (0)f  είναι:     Α. θετικό, Β. αρνητικό, Γ. µηδέν. 
• Το (1)f  είναι:     Α. θετικό, Β. αρνητικό, Γ. µηδέν 
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ii) Να συµπληρώσετε τις ισοδυναµίες: 
• ( ) 0f x = ⇔  ......................................... 
• ( ) 0f x > ⇔  ......................................... 
• ( ) 0f x < ⇔  ......................................... 

 
2. ∆ίνεται η συνάρτηση 2( ) 4 3f x x x= − +  

i) Να βρείτε τη διακρίνουσα της :f  ∆ = ............... 
ii) Η f  έχει ρίζες; Αν έχει να βρεθούν. 
iii) Η γραφική παράσταση της f έχει κοινά σηµεία µε τον ά-
ξονα των x ; Ποια είναι τα σηµεία αυτά; 

iν) Αφού πρώτα κάνετε µια πρόχειρη γραφική παράσταση της 
f να συµπληρώσετε τις ισοδυναµίες: 

• ( ) 0f x > ⇔  ......................................... 
• ( ) 0f x < ⇔  ......................................... 
 

 
 
 

3. ∆ίνεται η συνάρτηση 2( ) 2 2f x x x= − +  
i) Να βρείτε τη διακρίνουσα της :f  ∆ = ............... 
ii) Η f έχει ρίζες; Αν έχει να βρεθούν. 
iii) Η γραφική παράσταση της f  έχει κοινά σηµεία µε τον ά-
ξονα των x ; Ποια είναι τα σηµεία αυτά;  

iν) Αφού πρώτα κάνετε µια πρόχειρη γραφική παράσταση της 
f να συµπληρώσετε τις ισοδυναµίες: 

• ( ) 0f x > ⇔  ......................................... 
• ( ) 0f x < ⇔  ......................................... 

 
 
 
 



 32 

 

 
 
 
 

4. ∆ίνεται η συνάρτηση 2( ) 4 4f x x x= − +  
i) Να βρείτε τη διακρίνουσα της :f  ∆ = ............... 
ii) Η f  έχει ρίζες; Αν έχει να βρεθούν. 
iii) Η γραφική παράσταση της f  έχει κοινά σηµεία µε τον ά-
ξονα των x ; Ποια είναι τα σηµεία αυτά;  

iν) Αφού πρώτα κάνετε µια πρόχειρη γραφική παράσταση της 
f να συµπληρώσετε τις ισοδυναµίες: 
• ( ) 0f x > ⇔  ......................................... 
• ( ) 0f x < ⇔  ......................................... 

 
 
 

 
 
 

5. ∆ίνεται η συνάρτηση 2( ) 2 3f x x x= − + +  
i) Να βρείτε τη διακρίνουσα της :f  ∆ = ............... 
ii) Η f  έχει ρίζες; Αν έχει να βρεθούν. 
iii) Η γραφική παράσταση της f  έχει κοινά σηµεία µε τον ά-
ξονα των x ; Ποια είναι τα σηµεία αυτά; 
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iv) Αφού πρώτα κάνετε µια πρόχειρη γραφική παράσταση να 
συµπληρώσετε τις ισοδυναµίες: 
• ( ) 0f x > ⇔  ......................................... 
• ( ) 0f x < ⇔  ......................................... 

 
 

 
 
 

6. ∆ίνεται η συνάρτηση 2( ) 2 1f x x x= − + −  
i) Να βρείτε τη διακρίνουσα της :f  ∆ = ............... 
ii) Η f  έχει ρίζες; Αν έχει να βρεθούν. 
iii) Η γραφική παράσταση της f  έχει κοινά σηµεία µε τον ά-
ξονα των x ; Ποια είναι τα σηµεία αυτά; 

iv) Αφού πρώτα κάνετε µια πρόχειρη γραφική παράσταση της 
f να συµπληρώσετε τις ισοδυναµίες: 
• ( ) 0f x > ⇔  ......................................... 
• ( ) 0f x < ⇔  ......................................... 
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7. ∆ίνεται η συνάρτηση 2( ) 2 2f x x x= − + −  
i) Να βρείτε τη διακρίνουσα της :f  ∆ = ............... 
ii) Η f  έχει ρίζες; Αν έχει να βρεθούν. 
iii) Η γραφική παράσταση της f  έχει κοινά σηµεία µε τον ά-
ξονα των x ; Ποια είναι τα σηµεία αυτά; 

iv) Αφού πρώτα κάνετε µια πρόχειρη γραφική παράσταση της 
f  να συµπληρώσετε τις ισοδυναµίες: 

• ( ) 0f x > ⇔  ......................................... 
• ( ) 0f x < ⇔  ......................................... 
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Γ. ΕΙ∆ΙΚΕΣ Ο∆ΗΓΙΕΣ 
 

Α΄  ΛΥΚΕΙΟΥ 
ΑΛΓΕΒΡΑ  Ώρες 2 εβδοµαδιαίως 

 
Κατά το σχολικό έτος 2007-2008 θα χρησιµοποιηθεί το σχο-

λικό βιβλίο «Άλγεβρα Α΄ Γενικού Λυκείου» των Σ. Ανδρεαδάκη, Β. 
Κατσαργύρη, Σ. Παπασταυρίδη, Γ. Πολύζου, Α. Σβέρκου. Η δι-
δασκαλία, όµως, θα πρέπει να γίνει σύµφωνα µε τη σειρά που 
περιγράφεται στον πίνακα και στις οδηγίες που ακολουθούν. 

Στην πρώτη στήλη του πίνακα αναγράφονται οι ενότητες και 
οι παράγραφοι κάθε µιας ενότητας στις οποίες χωρίζεται η δι-
δακτέα ύλη, στη δεύτερη στήλη αναγράφεται ο τίτλος κάθε πα-
ραγράφου, στη τρίτη στήλη αναγράφονται οι παράγραφοι του 
διδακτικού βιβλίου, ενώ στην τέταρτη στήλη αναγράφονται οι 
προτεινόµενες ώρες διδασκαλίας. 

Οι οδηγίες που ακολουθούν αναφέρονται στους σκοπούς και 
τον τρόπο διδασκαλίας των παραγράφων κάθε ενότητας. Στο τέλος 
κάθε ενότητας προτείνεται και µια δραστηριότητα. Ανάλογα µε το 
επίπεδο της τάξης και το διαθέσιµο χρόνο, ο διδάσκων µπορεί να 
δώσει στους µαθητές κάποιες από τις δραστηριότητες αυτές. 

Αν, παρά τον προγραµµατισµό της ύλης, δηµιουργηθεί πρό-
βληµα µε τον διαθέσιµο χρόνο διδασκαλίας, δεν θα πρέπει να 
επιδιωχθεί η µε κάθε τρόπο ολοκλήρωση της ύλης (π.χ. συνο-
πτική παρουσίαση ή «αυτοδιδασκαλία») εις βάρος της ποιότητας 
της µαθησιακής διαδικασίας. Σε αυτή την περίπτωση θα πρέπει 
να ολοκληρωθεί η ύλη τις πρώτες εβδοµάδες της επόµενης 
σχολικής χρονιάς. Ειδικότερα, σε καµία περίπτωση δεν πρέπει 
να γίνει «συνοπτική διδασκαλία» των παραγράφων Ε2, Ε3 και Ε4 
προκειµένου να ολοκληρωθεί η ενότητα ΣΤ. Η ολοκλήρωση ή και 
ολόκληρη η ενότητα ΣΤ µπορεί να διδαχθεί στη Β΄ Τάξη µε την 
έναρξη των µαθηµάτων της Άλγεβρας. 

 
ΕΝΟΤΗΤΑ ΤΙΤΛΟΣ ΠΑΡ/ΦΟΣ 

ΒΙΒΛΙΟΥ 
ΩΡΕΣ 

Α Λογισµός στο  – ∆ιάταξη 
στο  

 12 

Α.1 Οι πράξεις στο  και οι   
ιδιότητές τους 

1.1. 2 

Α.2 ∆υνάµεις – Ταυτότητες – 
Παραγοντοποίηση 

1.2. 2 
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Α.3 Επίλυση – ∆ιερεύνηση της  
εξίσωσης: 0ax β+ =  

1.3. 2 

Α.4 Εξισώσεις και προβλήµατα  
των οποίων η επίλυση ανά-
γεται σε επίλυση εξισώσεων 
α΄ βαθµού 

1.3. 3 

Α.5 ∆ιάταξη πραγµατικών  
αριθµών 

1.4. 2 

Α.6 Οι ανισώσεις: 0ax β+ > και 
0ax β+ <  

1.5. 1 

Β Απόλυτη τιµή – Ρίζες – 
Εξισώσεις β΄ βαθµού 

 10 

Β.1 Απόλυτη τιµή πραγµατικού 
αριθµού 

1.6. 3 

Β.2 Ρίζες πραγµατικών αριθµών 1.7. 3 
Β.3 Επίλυση της εξίσωσης 

2 0,ax xβ γ+ + =  0a ≠  
4.1. 2 

Β.4 Άθροισµα και γινόµενο  
ριζών 

4.2. 1 

Β.5 Εξισώσεις και προβλήµατα 
των οποίων η επίλυση 
ανάγεται σε επίλυση 
εξισώσεων β΄ βαθµού 

4.3. 1 

Γ Συναρτήσεις  7 
Γ.1 Σύνολα 2.1. 1 
Γ.2 Η έννοια της συνάρτησης 2.2. 2 
Γ.3 Γραφική παράσταση 

συνάρτησης 
2.3. 2 

Γ.4 Η συνάρτηση ( )f x ax β= +  2.4. 2 
∆ Συστήµατα εξισώσεων  7 
∆.1 Συστήµατα δύο γραµµικών 

εξισώσεων µε δύο αγνώστους 
3.1. 2 

∆.2 Επίλυση - ∆ιερεύνηση γραµ-
µικού συστήµατος 2×2  

3.2. 1 

∆.3 Συστήµατα γραµµικών 
εξισώσεων µε περισσότε- 
ρους από δύο αγνώστους 

3.3. 2 

∆.4 Συστήµατα β΄ βαθµού 4.3. 2 
Ε Μελέτη συνάρτησης  12 
Ε.1 Μελέτη συνάρτησης 2.5. 4 
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Ε.2 Η συνάρτηση 
2( ) ,f x ax xβ γ= + +  0a ≠  

4.4. 4 

Ε.3 Πρόσηµο των τιµών της 
συνάρτησης 

2( ) ,f x ax xβ γ= + +  0a ≠  

4.5. 2 

Ε.4 Οι ανισώσεις: 

1 2( ) ( )... ( ) 0vP x P x P x⋅ ⋅ ≥  ή 0≤  

και 
( )
( )
P x
Q x

0≥ ή 0.≤  

4.5. 2 
 
 
 

ΣΤ Τριγωνοµετρία  6 
ΣΤ.1 Τριγωνοµετρικοί αριθµοί 5.1. 2 
ΣΤ.2 Τριγωνοµετρικές ταυτότητες 5.2. 2 
ΣΤ.3 Αναγωγή στο 1ο τεταρτηµόριο 5.3. 2 
 
 
 
 

Ενότητα Α΄: Προτείνεται να διατεθούν 12 διδακτικές ώρες. 
 
Η ενότητα αυτή έχει επαναληπτικό χαρακτήρα και γι’ αυτό 

δεν πρέπει να διατεθούν περισσότερες από τις προτεινόµενες 
διδακτικές ώρες. 

Στην αρχή της ενότητας επαναλαµβάνονται οι βασικές ιδιό-
τητες των πράξεων και των δυνάµεων µε εκθέτη ακέραιο, οι βα-
σικές ταυτότητες και η παραγοντοποίηση αλγεβρικών παραστά-
σεων. Ακολουθεί η επίλυση και η διερεύνηση της εξίσωσης 

0,ax β+ =  καθώς και η εφαρµογή της στην επίλυση προβληµά-
των. Στη συνέχεια, αφού οριστεί η διάταξη των πραγµατικών α-
ριθµών, µε τη βοήθεια της ισοδυναµίας 0,a β α β> − >⇔  απο-
δεικνύονται οι βασικές ιδιότητες των ανισοτήτων και επιλύονται 
οι ανισώσεις 0ax β+ >  και 0.αχ β+ <  

Για πληρέστερη ενηµέρωση των διδασκόντων προσδιορίζο-
νται κατά παράγραφο οι επιδιωκόµενοι στόχοι και παρέχονται 
ειδικές διδακτικές οδηγίες.  
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A.1 (§ 1.1): Οι µαθητές πρέπει: 
i. Να γνωρίζουν την έννοια του ρητού και του άρρητου αριθ-

µού.  
ii. Να µπορούν να αξιοποιούν τις ιδιότητες των πράξεων στο 

λογισµό.  
iii. Να µπορούν να αξιοποιούν σωστά τους συνδέσµους «ή», 

«και» καθώς και το σύµβολο της ισοδυναµίας. Η χρήση των 
παραπάνω συµβόλων να διευκρινιστεί µε περισσότερα πα-
ραδείγµατα. Για παράδειγµα να τονιστεί ότι: 

• Η εξίσωση 2 2( )( 1) 0x x x− − =  αληθεύει, µόνο όταν ένας του-
λάχιστον από τους παράγοντες 2x x−  και 2 1x −  είναι ίσος µε 
το µηδέν, δηλαδή µόνο όταν αληθεύει η διάζευξη 

2 0x x− =  ή 2 1 0x − =  (1) 
• Παρατηρούµε ότι για 1x = αληθεύουν συγχρόνως και οι δυο 

εξισώσεις της διάζευξης, ενώ για 0x = και για 1x = − αληθεύ-
ει ακριβώς µια από τις δυο. 

• Ο ισχυρισµός « 2 0x x− =  και 2 1 0x − = » αληθεύει µόνο, όταν 
αληθεύουν συγχρόνως και οι δυο εξισώσεις του, δηλαδή 
µόνο για 1x = , που είναι η κοινή ρίζα των εξισώσεων. 

• Οι εξισώσεις 1x = και 2 21x =  δεν είναι ισοδύναµες και γενικά 
οι εξισώσεις x a= και 2 2v vx a=  ( )*v∈ δεν είναι ισοδύναµες. 

Κατά τη διδασκαλία της Α.1 να µη διδαχθούν το ερώτηµα iν) της 
εφαρµογής της σελίδας 13 και οι ασκήσεις της Β' οµάδας 
της σελίδας 16. 

 
 
Α.2 (§ 1.2): Οι µαθητές πρέπει:  
i. Να γνωρίζουν την έννοια της δύναµης και να εφαρµόζουν τις 

ιδιότητες των δυνάµεων.  
ii. Να γνωρίζουν τις βασικές ταυτότητες και να µπορούν να τις 

αποδεικνύουν.  
iii. Να µπορούν να µετατρέπουν παραστάσεις σε γινόµενο, του 

οποίου οι παράγοντες δεν αναλύονται περαιτέρω.  
iν. Να µπορούν να απλοποιούν ρητές παραστάσεις. 
 
Κατά τη διδασκαλία της Α.2 
• Να µη διδαχτούν: 
1. Η ταυτότητα 1 2 1( )( ... )v v v v va aβ β α α β β− − −− = − + + +  
2. Οι εφαρµογές 1(iii) της σελίδας 18 και 3(i) της σελίδας 19. 
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3. Η άσκηση 5 της Α' οµάδας της σελίδας 22 και οι ασκήσεις 
της Β' οµάδας της σελίδας 23. 

 
• Να δοθούν, όµως, προς επίλυση µερικές από τις ακόλουθες 
ασκήσεις: 

1. Nα απλοποιήσετε τη παράσταση 2 2( ) ( )a aβ β+ − − και στη συ-
νέχεια να αποδείξετε ότι: 

2 2999 1000 999 1000 4.
1000 999 1000 999
   + − − =   
   

 

2.  Να απλοποιήσετε την παράσταση 2 ( 1)( 1)a a a− − +  και στη 
συνέχεια να αποδείξετε ότι 

2

2

1,3265 0,3265 2,3265 1

3,12345 2,12345

− =

−

 ⋅ 

⋅ 4,12345=1
 και 

3.  Να απλοποιήσετε τις ακόλουθες παραστάσεις, αφού πρώτα 
βρείτε τις τιµές του χ για τις οποίες ορίζονται: 

2 2

3
1 1,

1 1
x x x
x x
+ + −
+ −

 ⋅   
3 2

2
2 ,x x x
x x
− +

−
 

 
 

2

2
( ) 2 2 ,

1
x x x

x
− + −

−
 

2 2

2 2
3 2 2 ,

2
x x x x
x x x x
− + +
− + −

 ⋅  

 
 

3 2
2

3
1( ) ,

( 1)
x xx

x x
+

−
+

 ⋅  
( 2) 1 .

( 2)( 1)
x x
x x

− +
− −

 

 
Η σπουδαιότητα της παραγοντοποίησης θα φανεί ιδιαίτερα 

κατά τη διδασκαλία των παραγράφων Α.4, Β.5 και Ε.4, όπου θα 
δοθεί ξανά η ευκαιρία για επανάληψη των βασικών ταυτοτήτων 
και της παραγοντοποίησης. 

 
Α.3(§1.3): Οι µαθητές πρέπει να µπορούν να επιλύουν και να 
διερευνούν εξισώσεις της µορφής 0.ax β+ =  

Κατά τη διδασκαλία της Α.3 προτείνεται: 
• Πριν από το παράδειγµα της σελίδας 25 για την διερεύνηση 

εξίσωσης, να λυθούν ορισµένα απλούστερα παραδείγµατα 
όπως: 
Να λυθούν οι εξισώσεις: 
i) ( 1) 1,λ χ λ− = −  ii) ( 1) ,λ χ λ− =  iii) ( 1) 1λ λ χ λ− = −  
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Σε καµία περίπτωση δεν πρέπει να διατεθεί υπερβολικός 
χρόνος για τη διερεύνηση πολύπλοκων εξισώσεων που έχει ως 
αποτέλεσµα τη µη ολοκλήρωση της διδακτέας ύλης. 

 
• Να δοθούν ως ασκήσεις και τύποι προς επίλυση από άλλα 

µαθήµατα. Για παράδειγµα: 
α) Να λυθεί ο τύπος 0v v at= +  ως προς t  

β) Να λυθεί ο τύπος 
1 2

1 1 1
R R R
= +  ως προς 1R  

γ) Από τους τύπους 2
0

1
2

S v t at= +  και 0 ,atν ν= +  

    να δείξετε ότι 0 .
2

v vS t+
=  

 
• Στο πρόβληµα 5 της Β' οµάδας της σελίδας 28 να διευκρι-

νισθεί ότι η ταχύτητα 900km/h του αεροπλάνου αναφέρεται 
σε κατάσταση νηνεµίας. 

• Να µη διδαχτούν οι ασκήσεις 2 και 3 της Β' οµάδας της σε-
λίδας 28. 

 
Α.4(§1.3): Οι µαθητές πρέπει να µπορούν να επιλύουν εξισώσεις 

και προβλήµατα των οποίων η επίλυση ανάγεται σε επίλυση 
εξισώσεων α΄ βαθµού.  

Κατά τη διδασκαλία της §Α.4: 
• Να δοθεί έµφαση στην επίλυση προβληµάτων. 
• Να δοθούν στους µαθητές να επιλύσουν και µερικές από τις 

ακόλουθες εξισώσεις: 
 
i. 2 ( 4) 2 ( 4) ( 4) 0x x x x x− + − + − =  

ii. 2 3 2( 1) 0x x x x− − + =  

iii. 2 2( 1) 1 0x x+ + − =  

iv. 2( 2) (2 )(4 ) 0x x x− − − + =  

v. 2 2( 2) 4 4x x x x− = − +  

vi. 2 2( 4)( 1) ( 1)( 2)x x x x− − = − −  

vii. 3 22 2 0x x x− − + =  
viii. 3 22 (2 1)( 2) 0x x x x− − − − =  
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ix. 2
1

2 4
x

x x
=

+ −
 

x. 2
1

1
x
x x x

=
− −

 

xi. 2 2
1 2 0
1 2 1

x
x x x
+

+ =
− − +

 

 
Α.5 (§ 1.4): Οι µαθητές πρέπει: 
i.  Να γνωρίζουν πως ορίζεται η διάταξη των πραγµατικών α-
ριθµών, καθώς και τις άµεσες συνέπειες του ορισµού αυτού.  

ii.  Να γνωρίζουν τις ιδιότητες των πράξεων σε σχέση µε τη διά-
ταξη.  

iii. Να µπορούν να αποδεικνύουν απλές ανισότητες. 
 

Κατά τη διδασκαλία της §Α.5: 
• Να δοθεί ιδιαίτερη βαρύτητα: 

α) Στο 3° παράδειγµα της σελίδας 32 και τις αντίστοιχες 
ασκήσεις. 

β) Στην ανισότητα 2 2 0a β+ ≥  και στην άσκηση 1 της Β΄ οµάδας 
της σελίδας 37, η οποία προτείνεται να λυθεί µε τη µέθοδο 
συµπλήρωσης τετραγώνων. Να τονιστεί ιδιαίτερα ότι 

2 2 0 0a β α+ = =⇔  και 0β =  
2 2 0 0a β α+ > ⇔ ≠  ή 0β≠  

• Να µη διδαχτούν το 1o παράδειγµα της σελίδας 31, το 4o 
παράδειγµα της σελίδας 33 και οι ασκήσεις 6 και 8 της Α΄ 
οµάδας της σελίδας 36 και 2 και 3 της Β΄ οµάδας της σελί-
δας 37. 

• Μπορεί, όµως, να δοθεί η ακόλουθη δραστηριότητα: 
 

∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ 
Κατασκευάστε µερικά ορθογώνια µε διαστάσεις ,x y  που να 

έχουν άθροισµα ίσο µε 10 cm. (Για παράδειγµα: 9x cm=  και 
1y cm=  ή 8x cm=  και 2y cm=  ή ... ή 5x cm=  και 5y cm= ) και δια-

πιστώστε ότι: 
1. Τα εµβαδά τους είναι όλα µικρότερα ή ίσα των 225cm  
2. Τα εµβαδά των τετραγώνων µε πλευρές τις διαγώνιες των     
      ορθογωνίων είναι µεγαλύτερα ή ίσα των 250cm  
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Αποδείξτε ότι τα πάνω συµπεράσµατα ισχύουν για κάθε ορ-
θογώνιο µε διαστάσεις ,x y  των οποίων το άθροισµα είναι ίσο µε  
10 ,cm ακολουθώντας τα επόµενα βήµατα: 
• Εκφράστε το y  συναρτήσει του .x  
• Εκφράστε το εµβαδόν του ορθογωνίου συναρτήσει του x  

και αποδείξτε ότι αυτό είναι µικρότερο ή ίσο των 225cm . 
• Εκφράστε το εµβαδόν του τετραγώνου µε πλευρά τη διαγώ-

νιο του ορθογωνίου συναρτήσει του x  και αποδείξτε ότι αυ-
τό είναι µεγαλύτερο ή ίσο των 250cm . 
 

Α.6 (§ 1.5): Οι µαθητές πρέπει να µπορούν:  
i. Να επιλύουν ανισώσεις της µορφής  
   0ax β+ >  και 0ax β+ <  
ii. Να γράφουν τις λύσεις των ανισώσεων αυτών µε µορφή δια-
στηµάτων. 
 
 
 

Ενότητα Β΄: Προτείνεται να διατεθούν 10 διδακτικές ώρες 
 
Στην αρχή της ενότητας αυτής, αφού ορισθεί η έννοια της 

απόλυτης τιµής ενός αριθµού και αποδειχθούν οι βασικές της 
ιδιότητες, διαπιστώνεται ότι η απόσταση δύο σηµείων του άξονα 
είναι η απόλυτη τιµή της διαφοράς των τετµηµένων τους. Στη 
συνέχεια εισάγεται η έννοια της νιοστής ρίζας και αποδεικνύο-
νται οι βασικές ιδιότητες των ριζών. 

Στο βιβλίο για λόγους διδακτικούς η νιοστή ρίζα ορίζεται µό-
νο για µη αρνητικούς αριθµούς. 

Τέλος, επιλύεται η εξίσωση β΄ βαθµού µε τη χρησιµοποίηση 
και της διακρίνουσας και υπολογίζονται το άθροισµα και το γι-
νόµενο των ριζών της εξίσωσης συναρτήσει των συντελεστών 
της. Επίσης επιλύονται εξισώσεις που ανάγονται σε εξισώσεις β΄ 
βαθµού. 

Οι στόχοι που επιδιώκονται κατά παράγραφο είναι οι εξής: 
 

Β.1 (§ 1.6): Οι µαθητές πρέπει: 
i. Να γνωρίζουν πώς ορίζεται η απόλυτη τιµή πραγµατικού 

αριθµού. 
ii. Να γνωρίζουν τις βασικές ιδιότητες των απόλυτων τιµών.  
iii. Να µπορούν να επιλύουν απλές εξισώσεις και ανισώσεις µε 

απόλυτες τιµές. 
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iv. Να γνωρίζουν την έννοια της απόστασης δύο αριθµών. 
 
Κατά τη διδασκαλία της §Β.1: 
• Να δοθεί έµφαση στη γεωµετρική σηµασία της απόλυτης 

τιµής, δηλαδή, ότι η a  είναι η απόσταση του α από το 0 
(συµβολικά ( ,0)a d a= ), ανεξάρτητα από το αν είναι 0a≥  ή 

0.a <  Για την κατανόηση της έννοιας της απόλυτης τιµής να 
δοθούν στους µαθητές απλά παραδείγµατα, όπως:  
α) Να συµπληρωθούν τα δεύτερα µέλη των ισοτήτων χωρίς 
τις απόλυτες τιµές:  

7 ...,− =   2 1 ...,− =   3 ...,π− =   2 2 ...− =  

β) Να εκφράσετε για τις διάφορες τιµές του x τις παρακάτω 
παραστάσεις χωρίς απόλυτες τιµές:  

5 ...,x + =   2 ...,x − =   5 2 ...x x+ + −    

• Η απόδειξη της ιδιότητας ,x θ θ χ θ< < <⇔−  για 0,θ >  προ-
τείνεται να γίνει πρώτα γεωµετρικά και έπειτα αλγεβρικά ως 
εξής: 
∆ιακρίνουµε τις περιπτώσεις: 
– Αν 0,x≥  τότε έχουµε x θ χ θ< <⇔  και 0 0x x θ<≥ ⇔ ≤  

– Αν 0,x<  τότε έχουµε x θ χ θ< <⇔−  και 0 0x xθ− << ⇔ <  

Εποµένως, η x θ<  αληθεύει για εκείνα µόνο τα x για τα ο-
ποία ισχύει ,θ χ θ− <<  δηλαδή ισχύει η ισοδυναµία 

.x xθ θ θ< < <⇔−  

• Η απόδειξη της ιδιότητας x xθ θ> <⇔ −  ή x θ>  να δοθεί ως 
άσκηση και να εξαιρεθεί από την εξεταστέα ύλη. 

• Η απόδειξη της ιδιότητας αβ α β=  προτείνεται να γίνει ως 
εξής: 
∆ιακρίνουµε τέσσερις περιπτώσεις: 
 
– Αν 0a≥  και 0,β≥  τότε 0,αβ≥  οπότε 

aαβ αβ β= =  

 
– Αν 0a≥  και 0,β<  τότε 0,αβ≤  οπότε 

( )a aαβ αβ β β= − = − =  

 
– Αν 0a<  και 0,β≥  τότε 0,αβ≤  οπότε 

( )a aαβ αβ β β= − = − =  
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– Αν 0a<  και 0,β<  τότε 0,αβ>  οπότε 
( )( )a aαβ αβ β β= = − − =  

 

• Οµοίως εργαζόµαστε για την απόδειξη της 
a α
β β

= . 

• Η απόδειξη της ιδιότητας a β α β+ + ≤  να παραλειφθεί. 
Να διαπιστωθεί, όµως, µε παραδείγµατα ότι 
 

a β α β α β− + + ≤  ≤  

 
και να τονιστεί ότι, όπως µάθαµε στο Γυµνάσιο:  
– Όταν οι αριθµοί είναι οµόσηµοι, τότε ισχύει η δεξιά ισότητα και 
η αριστερή ανισότητα 
 
– Όταν οι αριθµοί είναι ετερόσηµοι, τότε ισχύει η αριστερή ισό-
τητα και η δεξιά ανισότητα και 
 
– Όταν ένας από τους αριθµούς είναι ίσος µε 0, τότε ισχύουν και 
οι δυο ισότητες. 
• Να µη διδαχθούν οι ασκήσεις της Β΄ οµάδας της σελίδας 43. 
• Να δοθούν, όµως, ως εφαρµογές των ιδιοτήτων των απολύ-
των τιµών, οι ακόλουθες ασκήσεις: 
α) Να λυθούν πρώτα γεωµετρικά και έπειτα αλγεβρικά οι ε-
ξισώσεις: 

 i) 1 3x x− = −  ii) 2 2 1x x− = +  

 
β) Αν 2 0,1x − <  και 4 0,2y − <  να εκτιµήσετε την τιµή της 

περιµέτρου των παρακάτω σχηµάτων: 
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•  Τέλος, µπορεί να δοθεί η ακόλουθη δραστηριότητα: 
 

∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ: 
Χαράξτε έναν άξονα και πάρτε πάνω σ' αυτόν τα σηµεία Α, Β 

και Μ µε συντεταγµένες 1, 2 και x  αντιστοίχως, για κάθε µία από 
τις παρακάτω περιπτώσεις: 

α) 1,x <   β) 1,x =   γ) 1 2,x< <   δ) 2,x =   ε) 2 x<  

Α) 1) Τι παριστάνουν γεωµετρικά οι παραστάσεις 1x −  και 2x −  

και τι παριστάνει η παράσταση 1 2x x− + −  

     2) Ποια είναι η ελάχιστη τιµή της παράστασης 1 2x x− + −  

και πότε αυτή παρουσιάζεται; 
     3) Παίρνει η παράσταση αυτή µέγιστη τιµή; 
Β) 1) Τι παριστάνει γεωµετρικά η παράσταση 1 2 ;x x− − −  

     2) Ποια είναι η ελάχιστη και ποια η µέγιστη τιµή της παρά-
στασης 1 2x x− − −  και πότε αυτές παρουσιάζονται; 

 
Β.2 (§ 1.7): Οι µαθητές πρέπει: Να γνωρίζουν την έννοια του 
συµβόλου , ( 0).v a a≥  

i.  Να αποδεικνύουν τις βασικές ιδιότητες των ριζών.  
ii. Να µπορούν να µετατρέπουν απλές παραστάσεις µε άρρη-
τους παρανοµαστές σε ισοδύναµες µε ρητούς παρανοµα-
στές.  

iii. Να µπορούν να επιλύουν εξισώσεις της µορφής .vx a=  
 

Κατά την διδασκαλία της §Β.2: 
•  Η άσκηση 6 της Α΄ οµάδας της σελίδας 36 και η άσκηση 4 της 
Β΄ οµάδας της σελίδας 51 µπορούν να δοθούν ως ενιαία ερ-
γασία στους µαθητές µε την εξής διατύπωση: 
«Για θετικούς αριθµούς α, β µε α<β να αποδείξετε ότι: 

 

α) 
2

aa β β+≤  ≤  

 

β) 
2aa
a

β β
β+

≤  ≤  
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γ) 
2

2
aβ α βαβ

α β
+

+
 ≤  ≤  

 
•  Να µη διδαχθούν οι ασκήσεις 5 και 6 της Β' οµάδας των σε-
λίδων 51 και 52. 
 

Β.3 (§ 4.1): Οι µαθητές πρέπει να µπορούν:  
i.  Να βρίσκουν τον τύπο που δίνει τις ρίζες µιας εξίσωσης β΄ 

βαθµού. 
ii.  Να κατανοήσουν και να συνειδητοποιήσουν τη σχέση που 

συνδέει το πρόσηµο της διακρίνουσας και το πλήθος των ρι-
ζών µιας εξίσωσης β΄ βαθµού. 

iii.  Να χρησιµοποιούν σωστά και µε ευχέρεια, όταν είναι απαραί-
τητο, τον τύπο που δίνει τις ρίζες µιας εξίσωσης β΄ βαθµού. 

iν.  Να επιλύουν προβλήµατα που ανάγονται σε εξισώσεις β΄ 
βαθµού. Για την προπαρασκευή της διδασκαλίας της παρα-
γράφου αυτής κρίνεται σκόπιµο να δοθεί ως άσκηση στην 
τάξη η λύση της εξίσωσης ,vx a= µε 2v =  και 0,a >  ώστε οι 
µαθητές να θυµηθούν ότι αυτοί έχει ακριβώς δύο λύσεις τις 

,a a−  
Κατά τη διδασκαλία της §Β.3 να µη διδαχθούν το παράδειγ-

µα 2.ii) και οι ασκήσεις της Β΄ οµάδας της σελίδας 122. 
 

Β.4 (§ 4.2): Οι µαθητές πρέπει να µπορούν : 
i.  Να αποδεικνύουν τους τύπους που εκφράζουν το άθροισµα 
και το γινόµενο των ριζών µιας εξίσωσης β΄ βαθµού, αφού βέ-
βαια τονιστεί ότι πρέπει ∆≥ 0.  

ii.  Να χρησιµοποιούν µε ευχέρεια τους τύπους του αθροίσµατος 
και του γινοµένου των ριζών της δευτεροβάθµιας εξίσωσης. 

 
Κατά τη διδασκαλία της §Β.4 να µη διδαχτούν το 1o παράδειγµα 
και οι ασκήσεις 1 iii) και iν), 4 ii) και iii), 5 και 6 της Α΄ οµάδας και 
όλες οι ασκήσεις της Β΄ οµάδας των σελίδων 124 και 125. 

 
Β.5 (§ 4.3): Οι µαθητές πρέπει να µπορούν να επιλύουν εξισώ-
σεις της µορφής: 

2 0,ax β χ γ+ + =  0a≠  
2 0,v vax xβ γ+ + =  0a≠  

καθώς και ρητές εξισώσεις που ανάγονται σε εξισώσεις β΄ βαθµού. 
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Ενότητα Γ΄: Προτείνεται να διατεθούν 7 διδακτικές ώρες 
 
 
Στην αρχή της ενότητας εισάγεται η έννοια του συνόλου, οι 

βασικές πράξεις των συνόλων και ορίζεται η συνάρτηση µε τη 
βοήθεια ορολογίας των συνόλων. 

Στη συνέχεια επαναλαµβάνονται τα γνωστά από το Γυµνάσιο 
για τις καρτεσιανές συντεταγµένες και εξετάζονται οι συντεταγ-
µένες σηµείων συµµετρικών ως προς τους άξονες, ως προς την 
αρχή των αξόνων και ως προς τη διχοτόµο της 1ης και 3ης γω-
νίας των αξόνων. Οι ιδιότητες των συντεταγµένων των σηµείων 
αυτών χρησιµοποιούνται για την κατανόηση παρακάτω της άρ-
τιας συνάρτησης, της περιττής συνάρτησης κτλ., καθώς και των 
ιδιοτήτων των τριγωνοµετρικών συναρτήσεων. 

Τέλος επαναλαµβάνεται η µελέτη της συνάρτησης ,y αχ β= +  
που είναι γνωστή από το Γυµνάσιο, και διατυπώνεται η συνθήκη 
παραλληλίας δύο ευθειών. Με την βοήθεια της θα αποφανθούµε 
στην επόµενη ενότητα πότε ένα γραµµικό σύστηµα έχει µοναδι-
κή λύση και πότε είναι αδύνατο ή έχει άπειρο πλήθος λύσεων. 

Οι στόχοι που επιδιώκονται κατά παράγραφο είναι οι εξής: 
 

Γ.1 (§2.1): Οι µαθητές πρέπει: 
i.  Να µπορούν να παριστάνουν ένα σύνολο µε περιγραφή ή 
αναγραφή των στοιχείων του καθώς και µε τα διαγράµµατα 
του Venn. 

ii.  Να µπορούν να διακρίνουν αν δύο σύνολα είναι ίσα και αν 
ένα σύνολο είναι υποσύνολο άλλου συνόλου.  

iii.  Να γνωρίζουν την έννοια του κενού συνόλου.  
iν.  Να γνωρίζουν τις έννοιες: ένωση συνόλων, τοµή συνόλων, 
διαφορά συνόλων και συµπλήρωµα συνόλου και να τις παρι-
στάνουν µε διαγράµµατα του VENN. 

 
Η διδασκαλία της παραγράφου Γ.1 σε καµία περίπτωση δεν 
πρέπει να πάρει θεωρητική µορφή. 

 
Γ.2 (§2.2): Οι µαθητές πρέπει: 
i.  Να γνωρίζουν τον ορισµό και το συµβολισµό της συνάρτησης.  
ii.  Να µπορούν να βρίσκουν το πεδίο ορισµού µιας συνάρτησης 
όταν δίνεται ο τύπος µε τον οποίο ορίζεται το f(x). 

iii. Να µπορούν να υπολογίζουν τις τιµές µιας συνάρτησης f για 
τις διάφορες τιµές του x. 
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Γ.3 (§2.3): Οι µαθητές πρέπει να µπορούν: 
Να παριστάνουν ένα ζεύγος αριθµών µε σηµείο του επιπέ-
δου. Στη σελίδα 70 να γίνει αντιδιαστολή µεταξύ του συνό-
λου {α,β} και του διατεταγµένου ζεύγους (α,β).  

i. Να βρίσκουν το συµµετρικό ενός σηµείου A(x,y), ως προς 
τους άξονες, την αρχή των αξόνων και ως προς τη διχοτόµο 
της 1ης και 3ης γωνίας των αξόνων.  

ii.  Να υπολογίζουν την απόσταση δύο σηµείων.  
iii. Να αναγνωρίζουν, αν µία καµπύλη είναι γραφική παράσταση 
συνάρτησης. 

iν. Να βρίσκουν τα σηµεία τοµής της γραφικής παράστασης 
µιας συνάρτησης µε τους δύο άξονες. 

 
Γ.4 (§2.4): Οι µαθητές πρέπει να µπορούν:  
i.  Να σχεδιάζουν τις ευθείες , .y ax y ax β= = +  Για το σκοπό αυ-
τό να δοθούν ως παραδείγµατα στην τάξη η σχεδίαση των 
ευθειών 

13 , , 3 1
3

y x y x y x= ± = ± = ± +   

ii. Να αναγνωρίζουν πότε δύο ευθείες είναι παράλληλες.  
 
Κατά τη διδασκαλία της Γ.4: 
•  Να επιλυθούν γραφικά ανισώσεις της µορφής: 
 

0ax β+ >  ή 0ax β+ <  ή x θ<  ή x θ>  

 
όπως για παράδειγµα οι ανισώσεις: 
 

2 4 0,x − >  2 4 0,x− + >   2x <  και  2.x >  
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•  Να µη διδαχτεί η υποπαράγραφος «ευθείες κάθετες», το πα-
ράδειγµα 4 της σελίδας 76 και οι ασκήσεις 1ii), 1iii) και 3 της 
Β΄ οµάδας της σελίδας 78. 

•  Μπορεί, όµως, να δοθεί η παρακάτω δραστηριότητα: 
 

∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ 
∆ίνεται ένα τετράγωνο ΑΒΓ∆ µε πλευρά 20 cm και το µέσον 

Ο της Α∆. Ένα κινητό σηµείο Μ ξεκινά από το Α και, διαγράφο-
ντας την πολυγωνική γραµµή ΑΒΓ∆, καταλήγει στο ∆. 

 

 
 
Αν µε x  συµβολίσουµε το µήκος της διαδροµής που έκανε 

το κινητό Μ και µε ( )f x  το εµβαδόν του σκιασµένου χωρίου, 
α) Να βρείτε τον τύπο της f  
β) Να παραστήσετε γραφικά την f  
γ) Να βρείτε την τιµή του x για την οποία ισχύει   
    2( ) 120f x cm=  
 
 
 

Ενότητα ∆΄ : Προτείνεται να διατεθούν 7 διδακτικές ώρες 
Και η ενότητα αυτή είναι, κατά το µεγαλύτερο µέρος της, 

επανάληψη της αντίστοιχης ενότητας της Γ' Γυµνασίου. 
Στην αρχή της ενότητας γίνεται γραφική ερµηνεία της λύσης 

ενός γραµµικού συστήµατος δύο εξισώσεων µε δύο αγνώστους, 
προκειµένου να κατανοήσουν οι µαθητές ότι εκτός από την πε-
ρίπτωση µίας λύσης, ένα τέτοιο σύστηµα µπορεί να είναι αδύνα-
το ή να έχει άπειρο πλήθος λύσεων. Συγχρόνως επαναλαµβάνο-
νται οι γνωστές αλγεβρικές µέθοδοι επίλυσης γραµµικού συ-
στήµατος δύο εξισώσεων µε δύο αγνώστους. 

Στη συνέχεια παρουσιάζεται η διερεύνηση γραµµικού συ-
στήµατος δύο εξισώσεων µε δύο αγνώστους. Για τη διερεύνηση 
αυτή χρησιµοποιείται η έννοια της ορίζουσας 2x2 έτσι, ώστε τα 
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σχετικά συµπεράσµατα να είναι ευκολοµνηµόνευτα από τους 
µαθητές. 

Ακολουθεί η παρουσίαση και επίλυση συστηµάτων γραµµι-
κών εξισώσεων µε τρεις αγνώστους. Από τις διάφορες µεθό-
δους επίλυσης τέτοιων συστηµάτων χρησιµοποιείται µόνο η µέ-
θοδος των διαδοχικών απαλοιφών αγνώστων µε την βοήθεια των 
αντίθετων συντελεστών, ώστε να προκύψει ένα κλιµακωτό σύ-
στηµα. Η µέθοδος αυτή αποτελεί τη βάση για την επίλυση τέ-
τοιων συστηµάτων µε την βοήθεια των Η/Υ. 

∆ε γίνεται διερεύνηση τέτοιων συστηµάτων στη γενική µορ-
φή, αλλά εξετάζονται συστήµατα µε αριθµητικούς συντελεστές 
και διαπιστώνεται αν έχουν µοναδική λύση ή αν είναι αδύνατα ή 
έχουν άπειρο πλήθος λύσεων. 

∆ε κρίνεται σκόπιµο σε καµία περίπτωση να επεκταθεί η δι-
δασκαλία της ενότητας σε θέµατα που δεν περιλαµβάνονται στο 
διδακτικό βιβλίο. 

Οι στόχοι που επιδιώκονται κατά παράγραφο είναι οι εξής: 
 

∆.1 (§3.1): Οι µαθητές πρέπει να µπορούν: 
i. Να παριστάνουν γραφικά τις λύσεις µιας εξίσωσης της µορ-
φής ax yβ γ+ =  µε 0a ≠  ή 0.β ≠  

ii. Να επιλύουν αλγεβρικά και γραφικά ένα σύστηµα δύο γραµ-
µικών εξισώσεων µε δύο αγνώστους. 

iii. Να επιλύουν προβλήµατα µε την βοήθεια ενός συστήµατος 
δύο γραµµικών εξισώσεων µε δύο αγνώστους. 
 

∆.2 (§3.2): Οι µαθητές πρέπει να µπορούν να επιλύουν ένα σύ-
στηµα δύο γραµµικών εξισώσεων µε τη µέθοδο των οριζουσών. 

 
Κατά τη διδασκαλία της §∆.2: 

 
•  Να δοθεί µόνο ο πίνακας διερεύνησης ως εξής: 
 

Το σύστηµα 
ax y
΄ ΄y ΄

β γ
α χ β γ

+ = 
 + + = 

 

•  αν 0,D ≠  τότε έχει µοναδική λύση την ,x xD Dx y
D D

= =  

 
•  αν 0,D =  τότε είναι αδύνατο ή έχει άπειρες λύσεις 
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και να τονιστεί η γεωµετρική ερµηνεία κάθε συµπεράσµατος, 
αφού πρώτα οριστούν οι ορίζουσες , xD D  και .yD  

• Πριν από την εφαρµογή της διερεύνησης συστήµατος του 
βιβλίου είναι σκόπιµο να λυθούν απλούστερα παραδείγµατα 
συστηµάτων 2x2 µε παράµετρο, όπως για παράδειγµα: 

i. Για ποια τιµή του λ έχει άπειρες λύσεις το σύστηµα:  
 

3 4
4
3

y

y

λχ

χ

− = 
 
 

− =  

 

 
ii. Για ποιες τιµές του λ είναι αδύνατο το σύστηµα: 

 
2

2 2
y
y

χ
χ λ
− = 

 − = 
 

 
iii. Υπάρχουν τιµές του λ για τις οποίες το σύστηµα έχει µοναδι-
κή λύση; 

 
2

2 4 5
y
y

χ λ
χ
+ = 

 + = 
 

 
Σε καµία περίπτωση να µη καθυστερήσει η διδασκαλία µε 

την επίλυση πολύπλοκων συστηµάτων µε παράµετρο. 
 

• Να µη διδαχτούν οι ασκήσεις 6 της Α΄ οµάδας και 1 της Β΄ 
οµάδας της σελ. 109. 
 

∆.3 (§3.3): Οι µαθητές πρέπει να µπορούν: 
i. Να επιλύουν ένα σύστηµα τριών γραµµικών εξισώσεων µε 
τρεις αγνώστους µε τη µέθοδο των διαδοχικών απαλοιφών.  

ii. Να διαπιστώνουν, αν ένα τέτοιο σύστηµα έχει µοναδική λύση 
ή είναι αδύνατο ή έχει άπειρο πλήθος λύσεων.  

iii. Να επιλύουν προβλήµατα µε τη βοήθεια ενός συστήµατος. 
 

Κατά τη διδασκαλία της ∆.3 να µη διδαχτούν οι ασκήσεις 1 
και 2 της Β' οµάδας της σελ. 114. 
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∆.4 (§4.3): Πρέπει να µπορούν να επιλύουν αλγεβρικά συστήµα-
τα δύο εξισώσεων µε δύο αγνώστους στα οποία η µία είναι εξί-
σωση α΄ βαθµού και η άλλη β΄  βαθµού ή και οι δυο εξισώσεις β΄ 
βαθµού. Η γεωµετρική επίλυση µερικών από αυτά προτείνεται 
να γίνει µετά τη διδασκαλία της µελέτης συνάρτησης. 

Για την κατανόηση των συστηµάτων β΄ βαθµού και το ρόλο 
των παραµέτρων, είναι σκόπιµο, όπου είναι δυνατόν, να υπάρχει 
γεωµετρική ερµηνεία των αποτελεσµάτων. Για το σκοπό αυτό 
µπορεί να δοθεί η ακόλουθη δραστηριότητα: 

 
∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ: 

Στο καρτεσιανό επίπεδο πάρτε το σηµείο Α(1,1) και χαράξτε 
τον κύκλο C µε κέντρο Ο και ακτίνα R=(ΟΑ). Χαράξτε επιπλέον 
την ευθεία ε µε εξίσωση , 0x y µ µ+ = >  για µία τυχαία τιµή του µ.  
Α) α) Υπολογίστε την ακτίνα του κύκλου 
β) Βρείτε τα σηµεία τοµής της ευθείας µε τους άξονες και 
στη συνέχεια αποδείξτε ότι η απόσταση του Ο από την ευθεία 
ε είναι ίση µε 

2
2

d µ
=  

  γ) Αποδείξτε ότι: 
• Η ευθεία και ο κύκλος δεν έχουν κανένα κοινό σηµείο όταν 

2.µ >  
• Η ευθεία και ο κύκλος εφάπτονται όταν 2.µ =  
• Η ευθεία και ο κύκλος τέµνονται όταν 0 2.µ< <  

 

 



 

 

53 

Β) α) Αποδείξτε ότι ένα σηµείο M(x,y) ανήκει στον κύκλο C, αν 
και µόνο αν οι συντεταγµένες του επαληθεύουν την εξίσωση 

2 2 2x y+ =  
β) Καταλήξτε στα ίδια συµπεράσµατα για τις σχετικές θέσεις 
της ευθείας και του κύκλου λύνοντας το παρακάτω σύστηµα: 

2 2 2x y
x y µ

 + =
 

+ = 
 

 
 

Ενότητα Ε΄ : Προτείνεται να διατεθούν 12 διδακτικές ώρες 
Στην αρχή της ενότητας µε τη βοήθεια παραδειγµάτων κα-

τανοείται η σκοπιµότητα και η αναγκαιότητα της µελέτης συνάρ-
τησης για την ακριβέστερη σχεδίαση της γραφικής της παρά-
στασης. Έτσι, εισάγονται οι έννοιες της άρτιας και περιττής συ-
νάρτησης, της γνησίως µονότονης συνάρτησης, καθώς και η έν-
νοια του µέγιστου και του ελαχίστου µιας συνάρτησης. Με τη 
βοήθεια των εννοιών αυτών γίνεται η µελέτη και η γραφική πα-
ράσταση των συναρτήσεων 

 
2( )f x ax=   και  ( ) .af x

x
=  

 
Ακολουθεί η µελέτη της συνάρτησης 

2( ) ,f x ax xβ γ= + = +  µε 0a ≠  
και τα συµπεράσµατα της µελέτης χρησιµοποιούνται σε διάφο-
ρες εφαρµογές, όπως είναι η εύρεση ακρότατων συνάρτησης 
και η επίλυση των ανισώσεων 2 0ax βχ γ+ + ≥  ή 0.≤  

Τέλος, µελετάται το πρόσηµο της συνάρτησης 

1 2( ) ( ) ( ) ... ( ),vf x P x P x P x= ⋅ ⋅  
της οποίας οι παράγοντες είναι πολυώνυµα α΄ βαθµού ή β΄ βαθ-
µού µε αρνητική διακρίνουσα. Με τη βοήθεια της παραπάνω µε-
λέτης επιλύονται ανισώσεις των µορφών 

 

1 2( ) ( ) ... ( ) 0vP x P x P x⋅ ⋅ ≥  ή 0≤   και  
( ) 0
( )
P x
Q x

≥  ή 0≤  

 
Ειδικότερα, οι στόχοι που περιγράφονται κατά παράγραφο είναι 
οι εξής: 
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E.1 (§2.5): Οι µαθητές πρέπει να µπορούν:  
i.   Να αναγνωρίζουν αν µία συνάρτηση είναι άρτια ή αν είναι 
περιττή και να διαπιστώνουν τις αντίστοιχες συµµετρίες στη 
γραφική παράσταση. 

ii. Να βρίσκουν τα διαστήµατα µονοτονίας απλών συναρτήσεων.  
iii. Να βρίσκουν τα ακρότατα απλών συναρτήσεων. 

iv. Να µελετούν τις συναρτήσεις 2( )f x ax=  και ( ) ,af x
x

=  µε 0a ≠    

       και να σχεδιάζουν τις γραφικές τους παραστάσεις. 
Κατά τη διδασκαλία της §Ε.1 πρέπει να κυριαρχεί η εποπτεί-

α. Οι έννοιες της άρτιας συνάρτησης, της περιττής συνάρτησης, 
της γνησίως µονότονης συνάρτησης και των ακρότατων συνάρ-
τησης µπορούν να κατανοηθούν στην τάξη αυτή µέσα από τις 
γραφικές παραστάσεις. Σε καµία περίπτωση η διδασκαλία δεν 
πρέπει να πάρει θεωρητική µορφή, διότι στην τάξη αυτή οι µα-
θητές δεν έχουν την απαραίτητη ωριµότητα και δεν διαθέτουν 
τις γνώσεις για να κατανοήσουν τις αφηρηµένες αυτές έννοιες 
(βλέπε και πρόταση για το µάθηµα αυτό στις σελίδες 24-29 του 
κειµένου). 

Η διδασκαλία της παραγράφου Ε.1 να γίνει σύµφωνα µε τις 
οδηγίες που ακολουθούν: 

1) Μονοτονία – Ακρότατα συνάρτησης. 
2) Άρτια – Περιττή συνάρτηση 
3) Οι συναρτήσεις 2( )f x x=  και 2( ) , 0.f x ax a= >  

4) Η συνάρτηση 2( ) , 0.f x ax a= <  

5) Οι συναρτήσεις 
1( )f x
x

=  και ( ) , 0.af x a
x

= >  

6) Η συνάρτηση ( ) , 0.af x a
x

= <  

 
1) Η µελέτη της µονοτονίας και των ακρότατων προτείνεται να 
γίνει όπως παρουσιάζεται στις σελίδες 23 έως και 29. 

 
2) Η µελέτη της άρτιας και της περιττής συνάρτησης προτείνε-
ται να γίνει ως εξής: 
 

Άρτια Συνάρτηση 
• Στην αρχή να δοθεί η γραφική παράσταση C µιας άρτιας συ-
νάρτησης σε ένα σύνολο Α, όπως της συνάρτησης του παρα-
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κάτω σχήµατος α) και να ζητηθεί από τους µαθητές να διαπι-
στώσουν ότι 

i. Η C έχει άξονα συµµετρίας τον άξονα y΄y 
ii.  Το πεδίο ορισµού της f  έχει κέντρο συµµετρίας το 0 και ε-
πιπλέον ότι οι τιµές της στα αντίθετα x είναι ίσες, δηλαδή ότι 
για κάθε x∈ Α ισχύει: 

 
x− ∈ Α  και ( ) ( ).f x f x− =  

 

 
 

Σχήµα α                                             Σχήµα β 
 
• Στη συνέχεια να δοθεί ο ορισµός της άρτιας συνάρτησης και 
να τονιστεί ότι οι άρτιες συναρτήσεις έχουν αντίθετο είδος 
µονοτονίας σε συµµετρικά, ως προς το 0, διαστήµατα του 
πεδίου ορισµού. Έτσι, ενώ στο (0, )+∞  η f  του παραπάνω 
σχήµατος α) είναι γνησίως αύξουσα, στο ( ,0)−∞  είναι γνησί-
ως φθίνουσα. Εποµένως, η µελέτη και η χάραξη της γραφι-
κής παράστασης µιας άρτιας συνάρτησης µπορεί να γίνει 
πρώτα για τις µη αρνητικές τιµές του x  και στη συνέχεια για 
όλες τις τιµές του .x   

• Τέλος, να ζητηθεί από τους µαθητές να αποδείξουν ότι η 
2( )f x x=  και γενικά η 2( )f x ax=  

είναι άρτιες συναρτήσεις. 
 
 
 

Περιττή συνάρτηση 
• Να παρουσιαστεί αναλόγως µε τη βοήθεια του παραπάνω 
σχήµατος β). 

 



 56 

 

• Στη συνέχεια να δοθεί στους µαθητές να αποδείξουν ότι η 
3( )f x x=  και γενικά η 3( )f x ax=  

      καθώς και η 
1( )f x
x

=  και γενικά η ( ) af x
x

=  

      είναι περιττές συναρτήσεις. 
• Μετά τη διδασκαλία των εννοιών άρτια-περιττή συνάρτηση 
να δοθούν ως ασκήσεις για το σπίτι οι ακόλουθες: 

 
i. Η άσκηση 11 της Α΄ οµάδας της σελίδας 93. 
 
ii. Ποιες από τις παρακάτω συναρτήσεις είναι άρτιες και ποιες 
περιττές; 
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iii.  Η άσκηση 13 της Α΄ οµάδας της σελίδας 93. 
 
iv. Να συµπληρώσετε τις παρακάτω γραµµές ώστε να παριστά-
νουν γραφικές παραστάσεις  
α) άρτιας συνάρτησης και β) περιττής συνάρτησης. 

 
 

 
 
 
ν.  Οι ασκήσεις 9 και 10 i), 10 ii) και 12 της Α΄ οµάδας της σελί-
δας 93. 

 
Να µη διδαχτούν οι ασκήσεις 10 iii) και 10 iv) της Α΄ οµάδας 
της σελίδας 93. 
 

3.  Η µελέτη της συνάρτησης 2( )f x x=  προτείνεται να γίνει ως 
εξής: 
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α) Αποδεικνύουµε ότι η f  είναι άρτια και εποµένως έχει άξονα 
συµµετρίας τον άξονα y'y 

 
β) Μελετούµε την f  στο διάστηµα [0, )+ ∞  και χαράσσοµε τη 
γραφική της παράσταση στο διάστηµα αυτό. 

 
γ) Κάνοντας χρήση της παραπάνω συµµετρίας, χαράσσοµε τη 
γραφική παράσταση της f  σε όλο το  και εξάγουµε τα συ-
µπεράσµατα για τη µονοτονία και τα ακρότατα αυτής. 

 

4. Για τη µελέτη της 
1( )f x
x

=  εργαζόµαστε αναλόγως. 

 
Κατά τη διδασκαλία της §Ε.1 να µη διδαχτούν η άσκηση 2 

της Α΄ οµάδας της σελίδας 92 και οι ασκήσεις της Β' οµάδας της 
σελίδας 94. 

 

  Function probe, Μελέτη της συνάρτησης 
ay
x

=  σελ. 80-

84 (αφορά τη §2.5 σχολ. βιβλίου) 
 
 

 
 
 

Ε.2 §(4.4): Οι µαθητές πρέπει να µπορούν: 
 
i. Να γράφουν ένα τριώνυµο 2( ) ,f x ax βχ γ= + +  0a ≠  στη µορφή 

2

( )
2 4

f x a x β
α α

∆ = + − 
 

 και, ανάλογα µε το πλήθος των ριζών 

του, σε µία από τις ακόλουθες µορφές  
 

1 2( ) ( ) ( ),f x a x xρ ρ= − −⋅  
2( ) ( )f x a x ρ= −  

2

( )
2 4

f x a x β
α α

∆ = + + 
 
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και να τις χρησιµοποιούν όταν χρειάζεται (π.χ εύρεση ακροτά-
των τριωνύµου, απλοποίηση κλασµατικών παραστάσεων κτλ.). 
ii.  Να παριστάνουν γραφικά συναρτήσεις µορφής  
    ( ) ( ) .f x cφ χ= ±  
iii. Να παριστάνουν γραφικά συναρτήσεις µορφής 
    ( ) ( ).f x cφ χ= ±  
iv.  Να κάνουν τη µελέτη και τη γραφική παράσταση της 
     2( ) ,f x ax βχ γ= + +  0a ≠  
ν. Να επιλύουν γραφικά την εξίσωση 2 0,ax βχ γ+ + =  0a ≠  
Κατά τη διδασκαλία της §Ε.2: 
• Η γραφική παράσταση µιας συνάρτησης ( ) ( ) ,f x cφ χ= ± 0,c >  
που είναι κατακόρυφη µετατόπιση της γραφικής παράστα-
σης της φ κατά c µονάδες άνω ή κάτω, δεν παρουσιάζει δυ-
σκολίες κατανόησης. Μεγάλες, όµως, δυσκολίες κατανόησης 
παρουσιάζονται στη γραφική παράσταση της συνάρτησης 

( ) ( ),f x cφ χ= ±  0,c >  που είναι οριζόντια µετατόπιση της 
γραφικής παράστασης της φ κατά c µονάδες αριστερά ή δε-
ξιά. Γι' αυτό πρέπει να γίνει προετοιµασία των µαθητών µε 
κατάλληλα απλά παραδείγµατα, όπως: 

 
α) Στο ίδιο σύστηµα αξόνων να γίνουν οι γραφικές παραστάσεις 
των συναρτήσεων: 

 
( ) ,f x x=   ( ) 1 ,g x x= −   ( ) 1 .h x x= +  

 

 
 
 
β) Να κατασκευάσετε έναν πίνακα τιµών των συναρτήσεων: 

 
2( ) 2 ,xφ χ=   2( ) 2( 3) ,f x x= −  2( ) 2( 3) .g x x= +  

 
Τι παρατηρείτε; 



 60 

 

x  –5 –4 –3 –2 –1 0 1 2 3 4 5 
2( ) 2xφ χ =  50 32 18 8 2 0 2 8 18 32 50 

2( ) 2( 3)f x x= −
 

128 98 72 50 32 18 8 2 0 2 8 

2( ) 2( 3)g x χ= +
 

8 2 0 2 8 18 32 50 72 98 128 

[Oι τιµές της f ακολουθούν µε διαφορά τριών βηµάτων, ενώ οι τιµές της g προηγούνται 
κατά τρία βήµατα] 

 
 

• Στο λυµένο πρόβληµα της σελίδας 135, αµέσως µετά τον µετα-
σχηµατισµό του τριωνύµου f(x), στη µορφή 2( ) 2( 3) 1,f x x= − +  
να επισηµανθεί ότι η συνάρτηση έχει για 3x =  ελάχιστο, το 

(3) 1.f =  Με τη µέθοδο αυτή να γίνουν και άλλες εφαρµογές 
υπολογισµού του ακρότατου ενός τριωνύµου. 

 
• Οι µαθητές πρέπει µε την µέθοδο συµπλήρωσης τετραγώνου 
ή µε τη βοήθεια των πινάκων των σελίδων 136 και 137 να 
µπορούν να βρίσκουν το ακρότατο ενός τριωνύµου και να 
κατανοήσουν ότι η γραφική παράσταση της συνάρτησης 

2( )f x ax βχ γ= + +  είναι η παραβολή 2y ax=  παράλληλα µε-
τατοπισµένη σε µια άλλη θέση µε κορυφή το σηµείο  

     ,
2 4

K
a a
β− −∆ 

 
 

 

 
•  Προτείνεται να δοθεί η ακόλουθη δραστηριότητα:  

 
∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ: 

 
Στο διπλανό σχήµα το τρίγωνo 
ΟΑΒ είναι ορθογώνιο, το Μ εί-
ναι τυχαίο σηµείο της ΟΑ και 
ΜΝ//ΟΒ. Αν (ΟΑ)=4, (ΟΒ)=3 
και (ΟΜ)=x, και Ε(x) είναι το 
εµβαδόν του τριγώνου ΒΜΝ, 
α) Να αποδείξετε ότι: 
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3(4 )( )
4
xMN −

=   και 23 3( )
8 2

E x x x= − +  

 
β) Να βρείτε τη θέση του Μ για την οποία το εµβαδόν Ε(x) µεγι-
στοποιείται. Ποια είναι η µέγιστη τιµή του Ε (x); 
 

  Function probe, Βολή-∆ευτεροβάθµιες εξισώσεις σελ. 40-
43 (αφορά την §4.4 σχολ. βιβλίου). 
Η πρόσκληση σελ. 44-46 (αφορά την §4.4 σχολ. βιβλίου), 
Μετασχηµατισµοί στη συνάρτηση 2y ax βχ γ= + +  σελ. 50-52 
(αφορά την §4.4 σχολ. βιβλίου), 
Οικογένειες παραβολών σελ. 48-51 (αφορά την §4.4 σχολ. 
βιβλίου) 

 
 

Ε.3 (§4.5): Οι µαθητές πρέπει να µπορούν να αποδεικνύουν τα 
συµπεράσµατα που αναφέρονται στο πρόσηµο τριωνύµου και να 
επιλύουν ανισώσεις β΄ βαθµού χρησιµοποιώντας αυτά τα συµπε-
ράσµατα. 

Τα συµπεράσµατα για το πρόσηµο του τριωνύµου να εξα-
χθούν µόνο µε τη βοήθεια της γραφικής παράστασης του τριω-
νύµου και να µη γίνει η αλγεβρική απόδειξη.  

 
Ε.4 (§4.5): Οι µαθητές πρέπει να µπορούν να βρίσκουν το πρό-
σηµο του πολυωνύµου 1 2( ) ( ) ( )... ( )vf x P x P x P x= ⋅  και να επιλύουν 
ανισώσεις της µορφής: 
  

1 2( ) ( ) ... 0vP x P x P x⋅ ⋅ ≥⋅ ( )  ή 0≤  και  ( ) 0
( )
P x
Q x

≥  ή 0≤  

 
Η εύρεση του πρόσηµου του 1 2( ) ( ) ( )... ( )vf x P x P x P x= ⋅  µπορεί να 
γίνει και ως εξής: 
 
• Βρίσκουµε τις ρίζες των παραγόντων 1 2( ) ( ),..., ( )vP x P x P x,  και 
τις τοποθετούµε πάνω σε έναν άξονα κατά τάξη µεγέθους. 

 
• Στο διάστηµα που είναι δεξιά της µεγαλύτερης ρίζας θέτου-

µε ως πρόσηµο του ( )f x  τo πρόσηµο του γινοµένου των συ-
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ντελεστών των  µεγιστοβάθµιων όρων των παραγόντων 

1 2( ) ( ), ...P x P x,   και  ( ).vP x  
 
• Στα υπόλοιπα διαστήµατα το πρόσηµο του ( )f x  καθορίζεται 
ακολουθώντας τον επόµενο κανόνα: 
«Όταν µεταβαίνουµε από ένα διάστηµα στο αµέσως προη-
γούµενο, αν η πολλαπλότητα της ρίζας που χωρίζει τα δια-
στήµατα είναι περιττός αριθµός, τότε αλλάζουµε το πρόση-
µο, αν όµως είναι άρτιος αριθµός, τότε διατηρούµε το ίδιο 
πρόσηµο». 
 
 
 
Σύµφωνα µε τα παραπάνω, επειδή το πολυώνυµο 
 

2 2 2( ) ( 4)( 3 2)( 1)f x x x x x x= − + − + + +  
 

έχει ρίζες τις -2, 1 και 2 (διπλή) και επειδή το πρόσηµο του γινο-
µένου των συντελεστών των µεγιστοβάθµιων όρων των παραγό-
ντων του είναι αρνητικό, το πρόσηµο του ( )f x  θα δίνεται από 
τον παρακάτω πίνακα: 

 
 

 
x               –2                      1                        2 

( )f x        –       0          +         0           –           0           – 
 

 
 

Έτσι η ανίσωση ( )f x  αληθεύει µόνο αν [ ] { }2,1 2x∈ − ∪  

 
Κατά τη διδασκαλία της Ε.4 να µη διδαχτούν οι ασκήσεις της Β΄ 
οµάδας της σελίδας 152. Να επιλυθούν, όµως, γραφικά ανισώ-
σεις όπως για παράδειγµα οι: 

 
1 1

2x
<   και  

1 1 .
2x

>  
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Ενότητα ΣΤ: Προτείνεται να διατεθούν 6 διδακτικές ώρες. (Αν ο 
διαθέσιµος χρόνος δεν επαρκεί για την ολοκλήρωση της διδα-
σκαλίας της ενότητας θα πρέπει να διατεθούν οι απαιτούµενες 
ώρες στις αρχές του επόµενου σχολικού έτους). 

Στην αρχή της ενότητας επαναλαµβάνονται οι ορισµοί των 
τριγωνοµετρικών αριθµών οι οποίοι είναι γνωστοί από το Γυµνά-
σιο. 

Στη συνέχεια, αφού γενικευθεί η έννοια της γωνίας, ορίζο-
νται οι τριγωνοµετρικοί αριθµοί µιας οποιασδήποτε γωνίας µε 
την βοήθεια του τριγωνοµετρικού κύκλου και αποδεικνύονται οι 
βασικές τριγωνοµετρικές ταυτότητες. 

Ακολουθεί η αναγωγή του υπολογισµού των τριγωνοµετρι-
κών αριθµών οποιασδήποτε γωνίας στο 1ο τεταρτηµόριο.  

Ειδικότερα, οι στόχοι που επιδιώκονται κατά παράγραφο εί-
ναι: 

 
ΣΤ.1: Οι µαθητές πρέπει να γνωρίζουν: 
 
i.  Πως ορίζονται οι τριγωνοµετρικοί αριθµοί οξείας γωνίας 
ορθογωνίου τριγώνου καθώς και οι τριγωνοµετρικοί αριθµοί 
οποιασδήποτε γωνίας σε ένα ορθοκανονικό σύστηµα συντε-
ταγµένων. 
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ii. Τη σχέση που συνδέει τους τριγωνοµετρικούς αριθµούς γω-
νιών που διαφέρουν κατά πολλαπλάσιο των 360o.  

iii. Την έννοια του τριγωνοµετρικού κύκλου και τον τρόπο που 
παριστάνονται σ' αυτόν οι τριγωνοµετρικοί αριθµοί γωνίας 
σε µοίρες ή ακτίνια. 

 
ΣΤ.2: Οι µαθητές πρέπει να γνωρίζουν να αποδεικνύουν τις βα-
σικές τριγωνοµετρικές ταυτότητες και να τις χρησιµοποιούν: 

i. Για τον υπολογισµό των τριγωνοµετρικών αριθµών όταν δίνε-
ται ένας από αυτούς και  

ii. Για να αποδεικνύουν άλλες ταυτότητες. Έτσι δίνεται η ευ-
καιρία για άσκηση στον αλγεβρικό λογισµό και την αποδει-
κτική διαδικασία. 

 
ΣΤ.3: Οι µαθητές πρέπει 
i. Να γνωρίζουν τις σχέσεις που συνδέουν τους τριγωνοµετρι-
κούς αριθµούς γωνιών.  

–  Αντιθέτων 
–  Με άθροισµα 180 o 
–  Που διαφέρουν κατά 180 o 
– Με άθροισµα 90 o 
ii. Να µπορούν να χρησιµοποιούν τις προηγούµενες σχέσεις 
για την αναγωγή του υπολογισµού των τριγωνοµετρικών α-
ριθµών οποιασδήποτε γωνίας στον υπολογισµό των τριγω-
νοµετρικών αριθµών γωνίας από 0o µέχρι 90o. 

 
 
 

ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ 
 
Κατά το σχολικό έτος 2007-2008 θα διδαχτεί το βιβλίο Ευ-

κλείδεια Γεωµετρία των Αργυροπούλου Η., Βλάµου Π., Κατσού-
λη Γ., Μαρκάτη Σ. και Σίδερη Π. Το βιβλίο αυτό συνοδεύεται και 
από βιβλίο του καθηγητή, στο οποίο υπάρχουν αναλυτικές οδη-
γίες για την διδασκαλία. Από το βιβλίο θα διδαχθούν στην Α΄ τά-
ξη του Γενικού Λυκείου τα κεφάλαια 1-8. Στη συνέχεια προτείνε-
ται µια ενδεικτική κατανοµή των ωρών διδασκαλίας ανά κεφά-
λαιο. 

 
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1: (Προτείνεται να διατεθεί 1 διδακτική ώρα) 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2: (Προτείνεται να διατεθούν 4-5 διδακτικές ώρες). 
Η διδασκαλία του κεφαλαίου αυτού πρέπει να έχει χαρακτήρα 
επανάληψης και ο διδάσκων να επιµείνει µόνο στην κατανόηση 
των βασικών εννοιών. 
 
 
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3: (Προτείνεται να διατεθούν 16-18 διδακτικές ώ-
ρες).  
∆ε θα διδαχθούν: 
• Οι αποδείξεις των θεωρηµάτων των § 3.2,3.3,3.4 
• Η απόδειξη του θεωρήµατος της § 3.5 
• Οι αποδείξεις των θεωρηµάτων I &II της § 3.6 
• Η απόδειξη του θεωρήµατος της § 3.10 
• Η απόδειξη του θεωρήµατος της § 3.12 
• Η 4η εφαρµογή της § 3.12 
• Οι αποδείξεις των θεωρηµάτων της §3.13 
• Η απόδειξη του θεωρήµατος της §3.14 
• Οι γενικές ασκήσεις του κεφαλαίου σελ. 70 

 
 

 Cabri II, Συµµετρία ως προς σηµείο και ως προς άξονα 
σελ. 15 (αφορά την §3.8 και την §3.9 σχολ. βιβλίου) 
Κριτήρια ισότητας τριγώνου σελ.19 (αφορά την §3.4 σχολ. 
βιβλίου) 

 
 The Geometer's Sketchpad, Ισότητα τριγώνων (Γ-Π-Γ) 
σελ. 74 (αφορά την §3.2 σχολ. βιβλίου) 

 
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4: (Προτείνεται να διατεθούν 6-7 διδακτικές ώρες). 
∆ε θα διδαχθούν: 
• Η απόδειξη της πρότασης IV της § 4.2 
• Οι γενικές ασκήσεις του κεφαλαίου. 

 
 The Geometer's Sketchpad, Μεσοκάθετοι τριγώνου σελ. 

54-55 (αφορά την §4.5 σχολ. βιβλίου),  
∆ιχοτόµοι τριγώνου σελ. 59-60 (αφορά την §4.5 σχολ. βιβλίου) 

 
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5: (Προτείνεται να διατεθούν 12-14 διδακτικές ώρες).  
∆ε θα διδαχθούν: 
• Η απόδειξη του θεωρήµατος της § 5.8 
• Οι γενικές ασκήσεις του κεφαλαίου. 
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 The Geometer's Sketchpad, Ιδιότητες ορθογωνίων παραλ-
ληλογράµµων σελ.61-62 (αφορά την §5.3 σχολ. βιβλίου), Τε-
τράπλευρο µε κορυφές τα µέσα των πλευρών άλλου τετρα-
πλεύρου σελ. 15 (αφορά την §5.3 σχολ. βιβλίου), Ιδιότητες 
ρόµβων σελ. 63-64 (αφορά την §5.4 σχολ. βιβλίου), ∆ιάµεσοι 
τριγώνου σελ. 52-53 (αφορά την §5.7 σχολ. βιβλίου), Ύψη τρι-
γώνου σελ. 56-58 (αφορά την §5.8 σχολ. βιβλίου), Μεσοκάθετοι 
τριγώνου σελ. 54-55 (αφορά την §5.12 σχολ. βιβλίου), ∆ιχοτό-
µοι τριγώνου σελ. 59-60 (αφορά την §5.12 σχολ. βιβλίου) 

 
 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6: (Προτείνεται να διατεθούν 5-6 διδακτικές ώρες). 
• Στην απόδειξη του θεωρήµατος της § 6.2 να διδαχθεί µόνο η 

περίπτωση (i) 
∆ε θα διδαχθούν : 
• Η εφαρµογή 2 της § 6.3 
• Η §6.4 
• Η απόδειξη του θεωρήµατος της § 6.6 
• Η εφαρµογή 3 της § 6.6 
• Τα προβλήµατα 1,2,4 της § 6.7 
• Οι γενικές ασκήσεις του κεφαλαίου 
 
 

 The Geometer's Sketchpad, Γεωµ. Τόπος µέσων παραλλήλων 
χορδών σελ. 43-44 και 46-47 (αφορά τις §6.4-6.7 σχολ. βιβλίου) 

 
 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7: (Προτείνεται να διατεθούν 5-6 διδακτικές ώρες). 
Η διδασκαλία των § 7.1 έως και 7.6 να γίνει περιληπτικά µέσα 
από τις ερωτήσεις κατανόησης και εµπέδωσης και να µην απαι-
τείται η αποµνηµόνευση των τύπων των σελίδων 149 και 150.  
∆ε θα διδαχθούν: 
• Η απόδειξη του θεωρήµατος του Θαλή § 7.7 
• Η § 7.9 
• Οι γενικές ασκήσεις του κεφαλαίου 
 

 Cabri II, ∆ραστηριότητα 1 και 2 σελ. 43-44 (αφορά την §7.7 
σχολ. βιβλίου) 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 8: (Προτείνεται να διατεθούν 4 διδακτικές ώρες). ∆ε 
θα διδαχθούν: 
• Οι αποδείξεις των θεωρηµάτων II και III της § 8.2 
• Οι εφαρµογές 1 και 3 της § 8.2 
• Οι γενικές ασκήσεις του κεφαλαίου 

 
 

 Cabri II, ∆ραστηριότητα 1 σελ. 45 (αφορά επαναλ. Κεφ. 8 
σχολ. βιβλίου) 

 
 

Να µη διδαχθούν οι ασκήσεις από σύνθετα θέµατα: 
σελ. 48 οι ασκήσεις 1,2 
σελ. 58 οι ασκήσεις 2,3,4 
σελ. 83 οι ασκήσεις 1,3,4 
σελ. 88 οι ασκήσεις 3,4,5,6 
σελ. 100 ασκήσεις 1,4,5 
σελ. 104 οι ασκήσεις 1,2 
σελ. 111οι ασκήσεις 2,4,6,7,8 
σελ. 115 οι ασκήσεις 3,4,5 
σελ. 130 οι ασκήσεις 2,3 
σελ. 134 οι ασκήσεις 1-2-3-4 
σελ. 140 οι ασκήσεις 1-2-3 
σελ. 157 οι ασκήσεις 1-2-3-4-5 
σελ. 163 οι ασκήσεις 1-2-3-4-5 
σελ. 178 οι ασκήσεις 1-2-3 
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Β΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 
 

Ι. ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΓΕΝΙΚΗΣ ΠΑΙ∆ΕΙΑΣ 
 

ΑΛΓΕΒΡΑ: Ώρες 2 εβδοµαδιαίως. 
 
Το αργότερο µέχρι 10 Οκτωβρίου θα πρέπει να έχει ολο-

κληρωθεί η διδασκαλία της ύλης της Άλγεβρας Α΄ Γενικού Λυ-
κείου. Στη συνέχεια θα διδαχτεί η προβλεπόµενη από το Πρό-
γραµµα Σπουδών ύλη της Άλγεβρας Β΄ Γενικού Λυκείου. Ως δι-
δακτικό εγχειρίδιο θα χρησιµοποιηθεί το σχολικό βιβλίο «Άλγε-
βρα Β΄ Γενικού Λυκείου» των Σ. Ανδρεαδάκη, Β. Κατσαργύρη, Σ. 
Παπασταυρίδη, Γ. Πολύζου και Α. Σβέρκου. 

Για την πληρέστερη ενηµέρωση των διδασκόντων δίνονται 
ειδικότερες οδηγίες για κάθε κεφάλαιο. 

 
Κεφάλαιο 1. Προτείνεται να διατεθούν µέχρι 17 διδακτικές ώρες. 

 
Στο κεφάλαιο αυτό συµπληρώνεται η ύλη της τριγωνοµετρί-

ας που προβλέπεται από το Πρόγραµµα Σπουδών Μαθηµατικών 
του Λυκείου. 

Το περιεχόµενο του κεφαλαίου αυτού µπορεί να χωριστεί σε 
4 ευρύτερες ενότητες. Η πρώτη ενότητα περιλαµβάνει την έν-
νοια της περιοδικής συνάρτησης, τις γραφικές παραστάσεις πε-
ριοδικών συναρτήσεων καθώς και την επίλυση βασικών τριγω-
νοµετρικών εξισώσεων. Η δεύτερη ενότητα περιλαµβάνει τους 
τριγωνοµετρικούς αριθµούς αθροίσµατος και διαφοράς δύο γω-
νιών και πολλαπλασίων µιας γωνίας, η τρίτη τους µετασχηµατι-
σµούς τριγωνοµετρικών παραστάσεων και η τέταρτη την επίλυ-
ση τριγώνου. 

Το τυπολόγιο της δεύτερης και τρίτης ενότητας είναι διαρ-
θρωµένο µε τέτοιο τρόπο, ώστε να φαίνεται η εξάρτηση του από 
το βασικό τύπο συν(α–β)= συνασυνβ + ηµαηµβ. Έτσι κατά τη 
διδασκαλία του κεφαλαίου αυτού δίνεται ευκαιρία στους µαθη-
τές για δηµιουργική εργασία. 

Η ανάπτυξη του κεφαλαίου είναι λιτή και απαλλαγµένη από ε-
νότητες που δεν έχουν σήµερα πρακτική σκοπιµότητα, όπως για 
παράδειγµα η επίλυση τριγώνου από δευτερεύοντα στοιχεία του. 

Ακόµη έχει γίνει σαφέστερη η σύνδεση των τριγωνοµετρικών 
µεγεθών µε φαινόµενα που παρουσιάζουν περιοδικότητα. Έτσι 
υπάρχει ιδιαίτερη παράγραφος που αναφέρεται στη µελέτη και 
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γραφική παράσταση της συνάρτησης ( )f x = αηµx + βσυνx και 
τις εφαρµογές της στη Φυσική και άλλες επιστήµες. 

Ειδικότερα οι στόχοι που επιδιώκονται κατά παράγραφο εί-
ναι: 

 
1.1: Οι µαθητές πρέπει: 

i) Να γνωρίζουν την έννοια της περιοδικής συνάρτησης. 
ii) Να µπορούν να σχεδιάζουν τις γραφικές παραστάσεις 

των συναρτήσεων 
y = ηµx,  y = συνx, y =αηµ(νx), y =ασυν(νx) 

καθώς και της συνάρτησης y = εφx. Η µελέτη των συναρτή-
σεων αυτών κρίνεται απαραίτητη, αφού εκφράζουν πλήθος 
φαινοµένων κυρίως της Φυσικής. 
 

 The Geometer's Sketchpad. Σχεδίαση ηµιτονοειδούς κα-
µπύλης σελ. 28-30. 

 
  Function probe. Μελέτη των συναρτήσεων y = ηµx  και   

y = συνx και των µετασχηµατισµών τους σελ. 62-65. 
 
Μελέτη των συναρτήσεων y = εφx και y = σφx και των µετα-
σχηµατισµών τους σελ. 67-69. 

 
1.2: Οι µαθητές πρέπει να µπορούν να επιλύουν τις βασικές τρι-
γωνοµετρικές εξισώσεις: ηµx=α, συνx=α και εφx=α, καθώς και 
άλλες τριγωνοµετρικές εξισώσεις που η επίλυσή τους ανάγεται 
στις βασικές. Θεωρείται σκόπιµο η επίλυση των βασικών τριγω-
νοµετρικών εξισώσεων να εξηγείται µε τη βοήθεια των γραφικών 
παραστάσεων των αντίστοιχων συναρτήσεων, αφού µ' αυτό τον 
τρόπο γίνεται καλύτερα κατανοητή η πολλαπλότητα των λύσεων 
και η παραγωγή των τύπων των λύσεων αυτών των εξισώσεων. 
Ακόµη προτείνεται οι ασκήσεις 1 (Β΄ Οµάδας της § 1.1) και 13 (Α΄ 
οµάδας της §1.2) να λυθούν στην τάξη. 

 
1.3 και 1.4: Οι µαθητές πρέπει: 

i) Να γνωρίζουν τον τύπο του συνηµίτονου της διαφοράς 
δύο γωνιών. 

ii) Να παράγουν από τον τύπο αυτό τους υπόλοιπους τύ-
πους των τριγωνοµετρικών αριθµών του αθροίσµατος και 
της διαφοράς γωνιών καθώς και τους τριγωνοµετρικούς 
αριθµούς της γωνίας 2α. 
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iii) Με τη βοήθεια των προηγούµενων τύπων: 
α) να υπολογίζουν την τιµή ορισµένων παραστάσεων 

τριγωνοµετρικών αριθµών, 
β) να αποδεικνύουν απλές τριγωνοµετρικές ταυτότητες,  
γ) να επιλύουν απλές τριγωνοµετρικές εξισώσεις. 

 
1.5: Η παράγραφος αυτή δε θα διδαχτεί. 
 
1.6: Οι µαθητές πρέπει να µπορούν:  

i) Να µελετούν τη συνάρτηση ( ) ( )f x ρηµ χ φ= +  
ii) Να µετασχηµατίζουν τη συνάρτηση ( )f x αηµχ βσυν= +  

στη µορφή ( ) ( )f x ρηµ χ φ= + . 
iii)  Να επιλύουν απλές τριγωνοµετρικές εξισώσεις µε την 

βοήθεια των προηγούµενων µετασχηµατισµών.  
 
1.7: Η παράγραφος αυτή δε θα διδαχτεί. 
 
 
Κεφάλαιο 2. Προτείνεται να διατεθούν µέχρι 12 διδακτικές ώρες. 

 
Στο κεφάλαιο αυτό επαναλαµβάνονται και συµπληρώνονται 

όσα έχουν διδαχθεί µέχρι τώρα οι µαθητές σχετικά µε τα πο-
λυώνυµα και τις πολυωνυµικές εξισώσεις και ανισώσεις. 

Ακόµη επιχειρείται µια πρώτη παρουσίαση του προσδιορι-
σµού ρίζας µιας πολυωνυµικής εξίσωσης µε προσέγγιση. 

Για να επιτευχθεί ο στόχος της ολοκλήρωσης της ύλης δεν εί-
ναι σκόπιµη η επέκταση σε δύσκολες ασκήσεις θεωρίας πολυωνύ-
µων και σε µορφές εξισώσεων που άλλοτε αποτελούσαν ενότητες 
της διδακτέας ύλης των Μαθηµατικών (π.χ. αντίστροφες εξισώσεις 
διτετράγωνες, µε ριζικά) και οι οποίες σύµφωνα µε τις σύγχρονες 
αντιλήψεις δεν αποτελούν πια κύρια ύλη του µαθήµατος. 
Ειδικότερα, οι στόχοι που επιδιώκονται κατά παράγραφο είναι: 
 
2.1: Οι µαθητές πρέπει: 
i) Να µπορούν να αναγνωρίζουν πότε µια αλγεβρική παράστα-

ση της πραγµατικής µεταβλητής x, είναι πολυώνυµο και να 
διακρίνουν τα στοιχεία του: όροι, συντελεστές, σταθερός 
όρος και βαθµός. 

ii)  Να καταλάβουν τις έννοιες: σταθερό πολυώνυµο - µηδενικό 
πολυώνυµο - ίσα πολυώνυµα - αριθµητική τιµή πολυωνύµου - 
ρίζα πολυωνύµου. 



 72 

 

iii)  Να µπορούν να αντιδιαστέλλουν τις έννοιες: 
α)  Μηδενικό πολυώνυµο -Τιµή πολυωνύµου ίση µε το µη-

δέν.  
β)  Ίσα πολυώνυµα - Πολυώνυµα ίσα για ορισµένες τιµές της 

µεταβλητής.  
iv)  Να µπορούν να προσθέτουν, να αφαιρούν και να πολλαπλα-

σιάζουν πολυώνυµα. 
 
2.2: Οι µαθητές πρέπει: 
i)  Να κατανοήσουν την αλγοριθµική διαίρεση πολυωνύµων µε 

πρότυπο την αλγοριθµική διαίρεση µεταξύ θετικών ακεραίων.  
ii)  Να µπορούν να κάνουν τη διαίρεση πολυωνύµων και να γρά-

φουν την ταυτότητα της διαίρεσης. 
iii)  Να κατανοήσουν γιατί κάθε πολυώνυµο ( )P x  διαιρούµενο µε 

x ρ−  παίρνει τη µορφή: ( ) ( ) ( ) ( )P x x x Pρ π ρ= − +  και να µπο-
ρούν µε βάση την ταυτότητα αυτή:  
α) Να υπολογίζουν το υπόλοιπο της διαίρεσης ( ) : ( )P x x ρ−  
β)  Να αποδεικνύουν ότι:  ( ) 0 ( ) ( ) ( )P P x x xρ ρ π= = −⇔  
Να µπορούν να κάνουν χρήση του σχήµατος Horner για τον 

υπολογισµό των τιµών µιας πολυωνυµικής συνάρτησης (µέθο-
δος προσαρµόσιµη σε υπολογιστή) καθώς και του πηλίκου και 
του υπολοίπου της διαίρεσης πολυωνύµου µε πρωτοβάθµιο πα-
ράγοντα. 
 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 
Από την §2.2 να µη διδαχτούν οι ασκήσεις 1, 2, 4 και 5 της Β΄ 

οµάδας της σελίδας 73. 
 
2.3: Οι µαθητές πρέπει:  
i)  Να εµπεδώσουν τον τρόπο επίλυσης πολυωνυµικών εξισώ-

σεων βαθµού 2ν ≥  µε παραγοντοποίηση, που ήδη έχουν δι-
δαχθεί  

ii)  Να κατανοήσουν το θεώρηµα των ακέραιων ριζών και τη 
σχετική απόδειξη. 

iii)  Να εφαρµόζουν το προηγούµενο θεώρηµα στην επίλυση πο-
λυωνυµικών εξισώσεων (ανισώσεων) µε ακεραίους συντελε-
στές. 
 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 
Η υποπαράγραφος «Προσδιορισµός ρίζας µε προσέγγιση» 

δε θα διδαχτεί 
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2.4: Οι µαθητές πρέπει να µπορούν να επιλύουν εξισώσεις και 
ανισώσεις, των οποίων η επίλυση ανάγεται στη επίλυση πολυω-
νυµικών εξισώσεων γνωστής µορφής. 
 
Κεφάλαιο 3. Προτείνεται να διατεθούν µέχρι 10 διδακτικές ώρες. 

 
Στο κεφάλαιο αυτό εισάγεται µε παραδείγµατα η έννοια της 

ακολουθίας ως συνάρτησης µε πεδίο ορισµού το σύνολο των 
θετικών ακεραίων και εξετάζονται κυρίως δύο ειδικές µορφές 
ακολουθιών, που ορίζονται αναδροµικά, η αριθµητική και η γεω-
µετρική πρόοδος. 

∆ε δίνεται ο αυστηρός «εψιλοντικός» ορισµός του ορίου 
µιας ακολουθίας αλλά επιχειρείται µια πρώτη προσέγγιση στην 
έννοια του ορίου κατά την αναζήτηση του αθροίσµατος των ά-
πειρων όρων γεωµετρικής προόδου µε λόγο απολύτως µικρότε-
ρο της µονάδας. 

Επίσης γίνεται αναφορά σε θέµατα οικονοµικής φύσης, ό-
πως ο ανατοκισµός, οι ίσες καταθέσεις και η χρεολυσία, που α-
ντιµετωπίζονται µε την βοήθεια των γεωµετρικών προόδων. 

Ειδικότερα, οι στόχοι που επιδιώκονται κατά παράγραφο είναι: 
 

3.1: Οι µαθητές πρέπει:  
i)  Να κατανοήσουν την έννοια της ακολουθίας και τη σχετική µε 
αυτή ορολογία. 

ii)  Να µπορούν να βρίσκουν τους όρους ακολουθίας από το γε-
νικό της όρο ή από τον αναδροµικό της τύπο και να τους πα-
ριστάνουν γραφικά. 
 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 
Από την §3.1 να µη διδαχτούν οι ασκήσεις της Β΄ οµάδας 

της σελίδας 93. 
 

3.2 και 3.3: Οι µαθητές πρέπει: 
i)  Να µπορούν να διακρίνουν αν µια ακολουθία είναι αριθµητική 
ή γεωµετρική πρόοδος µε τον υπολογισµό της διαφοράς 

1v va a+ − και του λογού 1v

v

a
a

+ αντιστοίχως. 

ii)  Να µπορούν να βρίσκουν το νιοστό όρο µιας προόδου όταν 
δίνονται επαρκή στοιχεία και να επιλύουν σχετικές ασκήσεις. 

iii)  Να κατανοήσουν τις έννοιες αριθµητικός µέσος - γεωµετρικός 
µέσος και να επιλύουν, σχετικές µε αυτά, απλές ασκήσεις. 
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iv)  να µπορούν να αποδείξουν τους τύπους που δίνουν το ά-
θροισµα ν διαδοχικών όρων, µιας αριθµητικής και µιας γεω-
µετρικής προόδου και να επιλύουν προβλήµατα και ασκή-
σεις µε την βοήθεια αυτών των τύπων. 
 

3.4: Η παράγραφος αυτή δε θα διδαχτεί. 
 
3.5: Οι µαθητές πρέπει:  
i) Να κατανοήσουν τις έννοιες: 

 α) Άθροισµα των απείρων όρων γεωµετρικής προόδου,  
 β) Όριο του Sv, όταν το ν τείνει στο +∞  

ii) Να κατανοήσουν τη διαδικασία µε την οποία προκύπτει ο τύ-

πος 1 ,
1
aS λ

λ
= <

−
   1   και να τον εφαρµόζουν σε προβλήµατα και 

ασκήσεις. 
iii) Να προσεγγίσουν την έννοια του ορίου µέσα από προβλήµα-
τα και παραδείγµατα που θα παρουσιάσει ο διδάσκων στην τά-
ξη. 
 

 
Κεφάλαιο 4. Προτείνεται να διατεθούν µέχρι 12 διδακτικές ώρες. 

 
Στην αρχή του κεφαλαίου συµπληρώνεται ο ορισµός της δύ-

ναµης πραγµατικού αριθµού µε την εισαγωγή της έννοιας της 
δύναµης µε εκθέτη ρητό και άρρητο αριθµό. 

Στη συνέχεια ορίζεται η εκθετική συνάρτηση µε βάση το 
α>0, διατυπώνονται οι βασικές της ιδιότητες και τονίζεται η ση-
µασία της εκθετικής συνάρτησης xy e=  ως µοντέλου για την 
περιγραφή φαινοµένων σε διάφορους επιστηµονικούς κλάδους. 
Για παράδειγµα, στη Φυσική η εκθετική συνάρτηση περιγράφει 
διαδικασίες διάσπασης και απόσβεσης, στην Οικονοµία και 
Βιολογία αυξητικές διαδικασίες κτλ. 

Τέλος, ορίζεται η έννοια του λογάριθµου και της λογαριθµι-
κής συνάρτησης. 

Οι λογάριθµοι έχουν χάσει βέβαια την εξέχουσα θέση που 
είχαν άλλοτε στους υπολογισµούς. Παραµένει όµως τεράστια η 
σηµασία των δεκαδικών και νεπέριων λογαρίθµων για εφαρµο-
γές στις διάφορες επιστήµες όπως είναι η Φυσική, η Χηµεία, η 
Σεισµολογία, η Αστρονοµία κτλ. Επιβάλλεται λοιπόν και εδώ, 
όπως και στην εκθετική συνάρτηση, η διδασκαλία να έχει σαφή 
προσανατολισµό προς τις εφαρµογές. Αν οι µαθητές δε διαθέ-
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τουν «επιστηµονικό υπολογιστή τσέπης» να δίνονται οι τιµές των 
λογαρίθµων που ενδεχοµένως θα χρειαστούν στις διάφορες ε-
φαρµογές. 

Ειδικότερα, οι στόχοι που επιδιώκονται κατά παράγραφο είναι: 
 

4.1: Οι µαθητές πρέπει:  
i)  Να κατανοήσουν τη διαδικασία µε την οποία ορίζονται δυνά-

µεις µε άρρητο εκθέτη και να µπορούν να υπολογίζουν τέ-
τοιες δυνάµεις µε την βοήθεια υπολογιστή τσέπης.  

ii)  Να γνωρίζουν την εκθετική συνάρτηση και τις βασικές της 
ιδιότητες και να µπορούν να τη σχεδιάζουν.  

iii)  Να µπορούν να επιλύουν απλές εκθετικές εξισώσεις-ανι-
ώσεις και απλά εκθετικά συστήµατα.  

iν)  Να µπορούν να περιγράφουν τη διαδικασία ορισµού του 
αριθµού e και να εξοικειωθούν στην επίλυση προβληµάτων 
εκθετικής µεταβολής.  

 
4.2: Οι µαθητές πρέπει:  
i)  Να καταλάβουν ότι ο , 0,θ θ >alog  είναι η λύση της εξίσωσης 

,θ=xa  δηλαδή ότι ισχύει η ισοδυναµία: 

logx
aa xθ θ= =⇔  

και ειδικότερα ότι: 
10 logθ θ= =x x⇔  ή lnxe xθ θ= =⇔  

ii)  Να γνωρίζουν ότι: 
log10 ,θ θ=   10 ,=xlog x   ln ,e θ θ=   ln ,xe x=  και  x xlnaa e=  

i)  Να γνωρίζουν τις ιδιότητες των λογαρίθµων, να µπορούν να 
τις αποδεικνύουν και να τις εφαρµόζουν.  

iν) Να γνωρίζουν ότι ο υπολογισµός του λογάριθµου ενός α-
ριθµού θ, ως προς οποιαδήποτε βάση α, ανάγεται· στον υ-
πολογισµό του δεκαδικού ή του νεπέριου λογάριθµου του 
αριθµού αυτού σύµφωνα µε τους τύπους 

θθ =a
loglog
loga

  και  
θθ =a
lnlog
lna

 

 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 
Από την §4.2 να µη διδαχτούν: 
• Η απόδειξη του τύπου αλλαγής βάσης λογαρίθµων και 
•  Οι ασκήσεις που αναφέρονται σε λογάριθµους µε βάση δια-

φορετική του 10 και του e. 
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4.3. Οι µαθητές πρέπει: 
i)  Να γνωρίζουν ότι η λογαριθµική συνάρτηση µε βάση 10 είναι 

η συνάρτηση µε την οποία κάθε θετικός αριθµός x αντιστοι-
χίζεται στον δεκαδικό του λογάριθµο, ενώ η λογαριθµική συ-
νάρτηση µε βάση e είναι η συνάρτηση µε την οποία κάθε θε-
τικός αριθµός x αντιστοιχίζεται στο φυσικό του λογάριθµο. 

ii)  Να γνωρίζουν τις ιδιότητες των λογαριθµικών συναρτήσεων 
µε βάσεις 10 και e και να µπορούν να τις σχεδιάζουν. 

iii)  Να µπορούν να επιλύουν απλές λογαριθµικές εξισώσεις και 
λογαριθµικά συστήµατα µε βάσεις 10 και e. 
 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 
 
Η διδασκαλία της §4.3 να περιοριστεί στις λογαριθµικές συ-

ναρτήσεις µε βάσεις 10 και e. 
 
 

ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ 
 
 
Κατά το σχολικό έτος 2007-2008 θα διδαχτεί το βιβλίο Ευ-

κλείδεια Γεωµετρία των Αργυροπούλου Η., Βλάµου Π., Κατσού-
λη Γ., Μαρκάτη Σ. και Σίδερη Π. Το βιβλίο αυτό συνοδεύεται και 
από βιβλίο του καθηγητή, στο οποίο υπάρχουν αναλυτικές οδη-
γίες για την διδασκαλία. Από το βιβλίο θα διδαχθούν στη Β' τάξη 
του Γενικού Λυκείου τα κεφάλαια 9-13. 

 
Πριν τη διδασκαλία των κεφαλαίων 9-13 και το αργότερο µέ-

χρι 15 Οκτωβρίου θα πρέπει να έχει ολοκληρωθεί η διδασκαλία 
των εννοιών που είναι απαραίτητες για τη διδασκαλία της διδα-
κτέας ύλης της Β΄ Λυκείου. 

 
Στη συνέχεια προτείνεται µια ενδεικτική κατανοµή των ωρών 

διδασκαλίας ανά κεφάλαιο. 
 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 9: (Προτείνεται να διατεθούν 10 διδακτικές ώρες). 
∆ε θα διδαχτούν η §9.6 και οι αποδείξεις του Θεωρήµατος II της 
§9.4, της εφαρµογής 2 της §9.4. 
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 Cabri II, Το Πυθαγόρειο θεώρηµα σελ. 49 (αφορά τη §9.2 
σχολ. βιβλίου), 
Γενίκευση Πυθαγόρειου θεωρήµατος σελ. 49 (αφορά τη §9.4 
σχολ. βιβλίου), 
∆ύναµη σηµείου ως προς κύκλο σελ. 57 (αφορά τη §9.7 
σχολ. βιβλίου) 

 
 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 10: (Προτείνεται να διατεθούν 7 διδακτικές ώρες). 
∆ε θα διδαχτεί η §10.6 και η απόδειξη του τύπου 3 της §10.4. 

 
 

 Cabri II, Εµβαδόν ορθογωνίου σελ. 63 (αφορά τη §10.3 
σχολ. βιβλίου), 
Εµβαδόν τριγώνου σελ. 69 (αφορά τη §10.3 σχολ. βιβλίου), 
Εµβαδόν τραπεζίου σελ.73 (αφορά τη §10.3 σχολ. βιβλίου). 

 
 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 11: (Προτείνεται να διατεθούν 8 διδακτικές ώρες). 
∆ε θα διδαχτεί η απόδειξη των Θεωρηµάτων της §11.2 και οι 
εφαρµογές II και ΙΙΙ της §11.3. 

 
 

 Cabri II, Κανονικά πολύγωνα-Οµοιότητα σελ. 79 (αφορά τη 
§11.1 σχολ. βιβλίου), 
Κανονικά πολύγωνα σελ. 75 (αφορά τις §11.1-11.3 σχολ. βιβλίου) 
Μήκος τόξου και κύκλου σελ. 81 (αφορά τη §11.5 σχολ. βι-
βλίου),  
Εµβαδόν τόξου και κύκλου σελ. 83 (αφορά τη §11.7 σχολ. βι-
βλίου) 

 
 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 12: (Προτείνεται να διατεθούν 11 διδακτικές ώρες). 
∆ε θα διδαχτούν οι αποδείξεις των θεωρηµάτων Ι, II και III της 
§12.5 και των θεωρηµάτων II και III της § 12.7. Στη §12.6 να δο-
θούν µόνο οι ορισµοί και οι εφαρµογές χωρίς αποδείξεις. 

 
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 13: (Προτείνεται να διατεθούν 10 διδακτικές ώρες). 
Στις § 13.4-13.18 να δοθούν µόνο οι τύποι των εµβαδών και ό-
γκων. Η § 13.19 να µη διδαχθεί. 
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Να µη διδαχθούν οι ασκήσεις: 
Σύνθετα θέµατα: 
 
 
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 9: σελ. 186 ασκήσεις 4, 6 

σελ. 194 ασκήσεις 1, 2, 3 
σελ. 199 ασκήσεις 4, 5 
σελ. 204 ασκήσεις 3, 4 

 
 
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 10: σελ. 218 ασκήσεις 1, 5  

σελ. 221 ασκήσεις 1, 2  
σελ. 225 ασκήσεις 1, 2, 3, 4 

 
 
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 11: σελ. 237 άσκηση 1 

σελ. 238 ασκήσεις 2, 3 
σελ. 242 ασκήσεις 1, 2, 3 
σελ. 245 άσκηση 2 
σελ. 251 άσκηση 4  

 
 
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 12: Να µη διδαχθούν τα σύνθετα θέµατα 
 
 
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 13: Να µη διδαχθούν τα σύνθετα θέµατα. Από τις 
υπόλοιπες οµάδες ασκήσεων να διδαχθούν εκείνες µόνο τις ο-
ποίες ο διδάσκων θεωρεί απαραίτητες για την κατανόηση της 
ύλης, των όγκων και εµβαδών. 
 
 
ΓΕΝΙΚΗ Ο∆ΗΓΙΑ: 
Ο διδάσκων αν θεωρεί αναγκαίο για διδακτικούς σκοπούς µπο-
ρεί να διδάξει και κάποιες από τις ασκήσεις που έχουν εξαιρεθεί 
από τη διδακτέα ύλη (4-5 το πολύ σε όλη την έκταση της ύλης). 
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II. ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΘΕΤΙΚΗΣ &  
ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΗΣ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ 

Ώρες: 3 εβδοµαδιαίως 
 

Θα χρησιµοποιηθεί το βιβλίο «Μαθηµατικά Θετικής και Τεχνο-
λογικής Κατεύθυνσης» Β΄ τάξης Γενικού Λυκείου, των Αδαµόπου-
λου Λ., Βισκαδουράκη Β., Γαβαλά ∆., Πολύζου Γ. και Σβέρκου Α. Η 
ύλη του µαθήµατος, η οποία περιέχεται στο αντίστοιχο διδακτικό 
βιβλίο, είναι εκείνη που εκπόνησε το Παιδαγωγικό Ινστιτούτο για 
τις κατευθύνσεις αυτές. 

Για την πληρέστερη ενηµέρωση των διδασκόντων δίνονται 
ειδικότερες οδηγίες για κάθε κεφάλαιο. 

 
Κεφάλαιο 1. Προτείνεται να διατεθούν µέχρι 22 διδακτικές ώρες. 

 
Τα διανύσµατα έχουν ιδιαίτερη σηµασία όχι µόνο για τα Μα-

θηµατικά, αλλά και για πολλές άλλες επιστήµες, αφού προσφέ-
ρουν τη δυνατότητα µαθηµατικοποίησης µεγεθών τα οποία δεν 
ορίζονται µόνο µε την αριθµητική τιµή τους. Εξάλλου, η αµφιµο-
νοσήµαντη αντιστοιχία ενός σηµείου του επιπέδου µε ένα διατε-
ταγµένο ζεύγος πραγµατικών αριθµών οδηγεί στην «αλγεβρο-
ποίηση» της Γεωµετρίας, δηλαδή στη µελέτη των γεωµετρικών 
σχηµάτων µε αλγεβρικές µεθόδους. Ειδικότερα: 

Το διάνυσµα εισάγεται ως ένα προσανατολισµένο ευθύ-
γραµµο τµήµα, δηλαδή ως ένα ευθύγραµµο τµήµα του οποίου 
τα άκρα θεωρούνται διατεταγµένα, και δεν γίνεται καµιά αναφο-
ρά στα ελεύθερα ή στα εφαρµοστά διανύσµατα. Όµως, µε την 
εισαγωγή της έννοιας της ισότητας των διανυσµάτων, κάθε διά-
νυσµα παραµένει «αναλλοίωτο» αν µετακινηθεί παράλληλα προς 
την αρχική του θέση. Έτσι, κάθε διάνυσµα του χώρου είναι ίσο 
µε ένα µοναδικό διάνυσµα που έχει αρχή ένα σταθερό σηµείο Ο 
(σηµείο αναφοράς). 

Ως γωνία δύο διανυσµάτων =OA a  και β=OB  ορίζεται η 

κυρτή γωνία .AOB  Εποµένως, αν θ = ,AOB τότε 0 θ≤ ≤π.  Η επιλο-
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γή αυτή διευκολύνει το διανυσµατικό λογισµό και δεν επιβαρύνει 
τους µαθητές µε νέο συµβολισµό. 

Οι πράξεις της πρόσθεσης διανυσµάτων και του πολλαπλα-
σιασµού διανύσµατος µε αριθµό, καθώς και οι βασικές τους ι-
διότητες, παρουσιάζονται µε τη βοήθεια της γεωµετρικής επο-
πτείας και τονίζεται ιδιαίτερα ότι ένα οποιοδήποτε διάνυσµα AB  
µπορεί να γραφτεί ως διαφορά −OB OA  όπου Ο είναι ένα ο-
ποιοδήποτε σηµείο του χώρου. Στην τριγωνική ανισότητα 

 

β α β α β− + +a  ≤  ≤  

 
να τονιστεί ότι η αριστερή ισότητα ισχύει όταν τα διανύσµατα 
είναι αντίρροπα, ενώ η δεξιά ισότητα όταν τα διανύσµατα είναι 
οµόρροπα. Η ικανή και αναγκαία συνθήκη παραλληλίας δυο 
διανυσµάτων: 
 

β λβ=α// ⇔α   (όταν 0β ≠ ) 
 

χρησιµοποιείται για την απόδειξη της συγγραµµικότητας τριών 
σηµείων (π.χ. άσκηση 6Α΄ οµάδας §1.3). Τέλος, δεν γίνεται ανα-
φορά στον απλό λόγο στον οποίο διαιρείται ένα διάνυσµα από 
ένα σηµείο. Ο απλός λόγος δεν περιλαµβάνεται στη διδακτέα 
ύλη, αλλά είναι αντικείµενο διαπραγµάτευσης στην άσκηση14 Β΄ 
οµάδας §1.3. 

Στη συνέχεια, µε τη βοήθεια ενός ορθοκανονικού συστήµα-
τος ένα διάνυσµα συµβολίζεται ως ένα διατεταγµένο ζεύγος µε 
στοιχεία τις συντεταγµένες του και έτσι διευκολύνεται ο λογι-
σµός των διανυσµάτων. Με αφορµή την απόδειξη της ικανής και 
αναγκαίας συνθήκης παραλληλίας δυο διανυσµάτων 1 1( , )a x y=  

και 2 2( , ) :β = x y  1 1

2 2

0
x y

a
x y

β =
 

// ⇔
 

  

εισάγεται ο συµβολισµός det 1 1

2 2

( , )β =
x y

a
x y

 ο οποίος θα χρησι-

µοποιηθεί και για την έκφραση του εµβαδού τριγώνου. 
Τέλος, ορίζεται το εσωτερικό γινόµενο δυο διανυσµάτων και 

αποδεικνύονται οι βασικές του ιδιότητες. Το εσωτερικό γινόµενο 
αποτελεί τη σηµαντικότερη ενότητα του κεφαλαίου των διανυ-
σµάτων και αυτό φαίνεται από την ποικιλία των εφαρµογών του. 
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Οι διάφορες εκφράσεις του εσωτερικού γινοµένου, επιτρέπουν 
τον υπολογισµό του µέτρου ενός διανύσµατος και της γωνίας 
διανυσµάτων, καθώς και την ευκολότερη απόδειξη πολλών προ-
τάσεων της Ευκλείδειας Γεωµετρίας. 

Με τη διδασκαλία του κεφαλαίου αυτού επιδιώκεται:  
• Να εξοικειωθούν οι µαθητές µε το λογισµό των διανυσµά-

των, ώστε να ανταποκρίνονται επιτυχώς στις απαιτήσεις άλ-
λων κλάδων που χρησιµοποιούν διανύσµατα (Κινηµατική, 
Ηλεκτρισµός κτλ.) 

• Να προσεγγίζουν οι µαθητές γεωµετρικά θέµατα µέσω των 
διανυσµάτων, µια προσέγγιση που σε πολλές περιπτώσεις 
διευκολύνει τη µελέτη και την εξαγωγή των συµπερασµάτων. 

• Να µπορούν οι µαθητές να χρησιµοποιούν τα διανύσµατα 
στη µελέτη θεµάτων της Αναλυτικής Γεωµετρίας και των µι-
γαδικών αριθµών. 
Τέλος, πρέπει να τονιστεί ότι, όπως έχει αποδείξει η διδακτι-

κή πράξη, το κεφάλαιο των διανυσµάτων είναι µια ενότητα το 
περιεχόµενο της οποίας δύσκολα αφοµοιώνουν οι µαθητές. Γι’ 
αυτό απαιτείται εποπτική παρουσίαση των εννοιών και προσπά-
θεια ενεργού συµµετοχής των µαθητών. 

 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 

Από το κεφάλαιο 1 δε θα διδαχτούν οι εφαρµογές 1 και 2 
της §1.3 και οι αντίστοιχες ασκήσεις. 

 
 

Κεφάλαιο 2. Προτείνεται να διατεθούν µέχρι 10 διδακτικές ώρες. 
 
Ένα µεγάλο µέρος του κεφαλαίου αυτού το έχουν διδαχτεί 

οι µαθητές σε προηγούµενες τάξεις, αλλά εδώ τα θέµατα που 
σχετίζονται µε την ευθεία παρουσιάζονται συστηµατικότερα και 
µε µεγαλύτερη πληρότητα και ακρίβεια. Ειδικότερα: 

Τονίζεται η σηµασία του συντελεστή διεύθυνσης µιας ευθεί-
ας µε τη βοήθεια του οποίου διατυπώνονται οι συνθήκες παραλ-
ληλίας και καθετότητας δυο ευθειών, και προσδιορίζονται οι 
διάφορες µορφές της εξίσωσης ευθείας. 

Το σύνολο των ευθειών που διέρχονται από το σηµείο 

0 0( , )A x y  αποτελείται από την κατακόρυφη ευθεία 0x x=  και τις 

µη κατακόρυφες ευθείες 0 0( ), .y y x xλ λ− = − ∈  Η εξίσωση της 
ευθείας που διέρχεται από δυο σηµεία 1 1( , )A x y  και 2 2( , ),B x y  µε 
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1 2 ,x x≠ δίνεται µόνο µε τον τύπο 2 1
0 0

2 1

( ),y yy y x x
x x

−
− = −

−
 ο οποίος  

προκύπτει από την εξίσωση της ευθείας η οποία διέρχεται από 
ένα σηµείο και έχει γνωστό συντελεστή διεύθυνσης. ∆εν αναφέ-
ρεται ο αντίστοιχος τύπος µε την ορίζουσα 3x3, αφού οι µαθη-
τές δεν έχουν διδαχθεί τις ορίζουσες και τις ιδιότητες τους. Το 
πρόβληµα της συγγραµµικότητας τριών σηµείων αντιµετωπίζεται 
διανυσµατικά ή εξετάζεται αν η εξίσωση της ευθείας που ορίζε-
ται από τα δυο σηµεία διέρχεται και από το τρίτο σηµείο. 

∆εν περιλαµβάνεται στη διδακτέα ύλη η σχέση της γωνίας 
δυο ευθειών και των συντελεστών διεύθυνσής τους. Ο προσδιο-
ρισµός της γωνίας δυο ευθειών γίνεται µε τον προσδιορισµό της 
γωνίας αντίστοιχων παράλληλων διανυσµάτων. 

Για το εµβαδόν τριγώνου ΑΒΓ του οποίου δίνονται οι κορυ-
φές 1 1( , )A x y , 2 2( , )B x y  και 3 3( , )x yΓ  δεν χρησιµοποιείται ο τύπος 
της ορίζουσας 3x3, αλλά ο τύπος: 

2 1 2 1

3 1 3 1

1 1( ) det( , )
2 2

x x
x x

ψ ψ
ψ ψ

−    −
ΑΒΓ = ΑΒ ΑΓ =   

−    −  

Με τη διδασκαλία του κεφαλαίου αυτού επιδιώκεται οι µαθητές: 
• Να γνωρίσουν την εξίσωση της ευθείας και να µελετήσουν 

µε αλγεβρικές µεθόδους τις ιδιότητες της στο επίπεδο. 
• Να εξοικειωθούν µε τις µεθόδους της Αναλυτικής Γεωµετρίας. 
•  Να κατανοήσουν τις δυνατότητες και τις µεθόδους της Αναλυτι-

κής Γεωµετρίας για την αντιµετώπιση σύνθετων προβληµάτων. 
 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 
Από το κεφάλαιο 2 δε θα διδαχτούν οι αποδείξεις των τύπων 

της απόστασης σηµείου από ευθεία και του εµβαδού τριγώνου. 
 
 

Κεφάλαιο 3. Προτείνεται να διατεθούν µέχρι 30 διδακτικές ώρες. 
 
Οι κωνικές τοµές είχαν µελετηθεί από τους αρχαίους Έλλη-

νες, οι οποίοι είχαν ανακαλύψει τις γεωµετρικές τους ιδιότητες, 
πολύ πριν από την εισαγωγή των µεθόδων της Αναλυτικής Γεω-
µετρίας. Σήµερα το ενδιαφέρον για τη µελέτη των κωνικών το-
µών είναι αυξηµένο, λόγω του µεγάλου αριθµού των θεωρητικών 
και πρακτικών εφαρµογών τους (τροχιές πλανητών, κοµητών, 
βληµάτων, ηλεκτρονίων κτλ.). Ειδικότερα: 
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Προσδιορίζεται η εξίσωση του κύκλου µε κέντρο την αρή 
των αξόνων, καθώς και οι παραµετρικές εξισώσεις του. Με τη 
µέθοδο της συµπλήρωσης τετραγώνου υπολογίζονται οι συντε-
ταγµένες του κέντρου και η ακτίνα του κύκλου που παριστάνει η 
εξίσωση 2 2 0.x y Ax By+ + + + Γ = Η εξίσωση της εφαπτοµένης ενός 
κύκλου σε ένα σηµείο του προσδιορίζεται από την ιδιότητά της να 
είναι κάθετη στην ακτίνα που αντιστοιχεί στο σηµείο επαφής. 

∆ίνεται ο ορισµός της παραβολής και βρίσκεται η εξίσωση της 
µε άξονα των τετµηµένων τον άξονα συµµετρίας της και άξονα των 
τεταγµένων τη µεσοκάθετη της απόστασης της εστίας της από τη 
διευθετούσα. Η εξίσωση της εφαπτοµένης της παραβολής σε ένα 
σηµείο της Μ1, ορίζεται ως η εξίσωση της ευθείας που αποτελεί 
την οριακή θέση µιας τέµνουσας Μ1Μ2 της παραβολής, καθώς το 
Μ2 κινούµενο επί της παραβολής τείνει να συµπέσει µε το Μ1, (αρ-
γότερα στη Γ΄ τάξη η αναλυτική εξίσωση της εφαπτοµένης των κω-
νικών τοµών θα προσδιοριστεί και µε τις µεθόδους της Ανάλυσης). 

Αποδεικνύεται τέλος η ανακλαστική ιδιότητα της παραβολής 
η οποία έχει πολλές πρακτικές εφαρµογές. 

Ακολουθεί η έλλειψη, για την εξίσωση της οποίας δεν αποδει-
κνύεται το αντίστροφο. ∆ίνονται και οι παραµετρικές εξισώσεις της 
έλλειψης, οι οποίες βοηθούν στο γεωµετρικό προσδιορισµό των 
σηµείων της. ∆εν αποδεικνύεται ο τύπος της εξίσωσης της εφα-
πτοµένης της έλλειψης αλλά ορίζεται κατ' αναλογία προς την εφα-
πτοµένη της παραβολής. Τονίζεται ιδιαίτερα η έννοια της εκκε-
ντρότητας και η σηµασία της για τη µορφή της έλλειψης. Τέλος 
(χωρίς απόδειξη) αναφέρεται η ανακλαστική ιδιότητα της έλλειψης 
και οι εφαρµογές της στις ακουστικές στοές και στη λιθοθρυψία. 

Με ανάλογο τρόπο παρουσιάζονται και τα σχετικά µε την υ-
περβολή. Για τον προσδιορισµό των ασύµπτωτων της υπερβολής 
δεν γίνεται χρήση της αυστηρής έννοιας του ορίου και του συµ-
βολισµού του, άλλο χρησιµοποιείται διαισθητικά η έννοια αυτή. 

Το κεφάλαιο ολοκληρώνεται µε τη µελέτη της εξίσωσης 
2 2 0.Ax By y Eχ+ + Γ + ∆ + =  Με τη βοήθεια κατάλληλης µεταφο-

ράς των αξόνων προσδιορίζεται η µορφή της κωνικής που παρι-
στάνει η εξίσωση. Επίσης, µε την επίλυση του συστήµατος 

2 2 0
y

y x y E
λχ β

χ

= + 
 

Α + Β + Γ + ∆ + = 
 

εξετάζεται η σχετική θέση ευθείας και κωνικής.  
 
Με τη διδασκαλία του κεφαλαίου αυτού επιδιώκεται: 
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• Να διευρύνουν οι µαθητές το πεδίο των γεωµετρικών τους 
γνώσεων και µε άλλη κατηγορία γραµµών εκτός της ευθείας 
και του κύκλου. 

• Να γνωρίσουν οι µαθητές τις βασικές ιδιότητες των κωνικών 
τοµών. Να έρθουν οι µαθητές σε επαφή µε την ποικιλία των 
εφαρµογών των κωνικών τοµών 

 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 
 
Από το κεφάλαιο 3 δε θα διδαχτούν: 
 
• Οι αποδείξεις των εξισώσεων της παραβολής, της έλλειψης 

και της υπερβολής. 
• Η απόδειξη του τύπου της εφαπτόµενης της παραβολής και 

των ασύµπτωτων της υπερβολής. 
• Οι παραµετρικές εξισώσεις του κύκλου και της έλλειψης και 

οι αντίστοιχες εφαρµογές και ασκήσεις. 
• Η εφαρµογή 1 της σελίδας 96, η εφαρµογή της σελίδας 107 

και η εφαρµογή 2 της σελίδας 110. 
 
 
 

Κεφάλαιο 4. Προτείνεται να διατεθούν µέχρι 13 διδακτικές ώρες. 
 
Το κεφάλαιο αυτό αποτελεί µια εισαγωγή στη Θεωρία Αριθ-

µών, στην ανάπτυξη της οποίας µεγάλη είναι η συµβολή των Αρ-
χαίων Ελλήνων. 

Παρά το γεγονός ότι το περιεχόµενο του κεφαλαίου αυτού 
κατά το µεγαλύτερο µέρος του είναι θεωρητικό και αφηρηµένο, 
ωστόσο δεν αναµένεται η διδασκαλία του να παρουσιάσει ιδιαί-
τερες δυσκολίες, αφού: 
i) Για την παρουσίαση του δεν απαιτούνται, αλλά και δεν προ-

στίθενται, νέες έννοιες πέραν των όσων περίπου γνωρίζουν 
οι µαθητές από το ∆ηµοτικό και το Γυµνάσιο.  

ii) Όλα τα προβλήµατα που τίθενται είναι πλήρως κατανοητά 
από το σύνολο των µαθητών.  

iii) Αποτελεί ίσως τον πιο ελκυστικό κλάδο της µαθηµατικής ε-
πιστήµης και αναµένεται να προκαλέσει το ενδιαφέρον των 
µαθητών και να διεγείρει την πνευµατική περιέργεια και την 
ερευνητική τους διάθεση.  

Ειδικότερα: 
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Εισάγεται η αποδεικτική µέθοδος της µαθηµατικής επαγω-
γής για την οποία πρέπει να γίνει κατανοητό ότι η αλήθεια ενός 
ισχυρισµού Ρ(ν) για ν=1 και η µετάβαση από την αλήθεια του 
Ρ(ν) στην αλήθεια του Ρ(ν+1) διασφαλίζουν την αλήθεια του ι-
σχυρισµού για κάθε θετικό ακέραιο ν. 

Αποδεικνύεται η γνωστή ταυτότητα της ευκλείδειας διαίρε-
σης µόνο στην περίπτωση των θετικών ακεραίων, ενώ για τις άλ-
λες περιπτώσεις παρατίθενται κατάλληλα παραδείγµατα. Η ευ-
κλείδεια διαίρεση µας επιτρέπει να διαµερίσουµε το σύνολο των 
ακεραίων σε υποσύνολα, σύµφωνα µε το υπόλοιπο που αφή-
νουν όταν διαιρεθούν µε έναν ορισµένο ακέραιο. Στο γεγονός 
αυτό στηρίζεται η § 4. 7 για τους ισοϋπόλοιπους αριθµούς. 

Η έννοια της διαιρετότητας παρουσιάζεται ως η ειδική περί-
πτωση της ευκλείδειας διαίρεσης που έχει υπόλοιπο 0. 

Ορίζεται ο Μ.Κ.∆. δυο φυσικών αριθµών και αποδεικνύεται η ι-
διότητα (α, β) = (β, υ), όπου υ το υπόλοιπο της διαίρεσης του α µε 
τον β. Η ιδιότητα αυτή είναι η βάση για τον αλγόριθµο του Ευκλεί-
δη και για τη γραµµική έκφραση του Μ.Κ.∆. Επίσης, ορίζεται το 
Ε.Κ.Π. δυο φυσικών αριθµών και αποδεικνύεται η σχέση (α, β) · [α, 
β] = αβ. Ο προσδιορισµός του Ε.Κ.Π. δυο φυσικών αριθµών διευ-
κολύνεται από τη σχέση [κα, κβ] = κ[α, β] (εφαρµογή σελ. 159). 

Η µελέτη των πρώτων αριθµών παρουσιάζει ιδιαίτερο ενδια-
φέρον, αφού κάθε ακέραιος αναλύεται κατά µοναδικό τρόπο σε 
γινόµενο πρώτων παραγόντων. Αποτελούν δηλαδή οι πρώτοι α-
ριθµοί τα «δοµικά υλικά µε τα οποία κατασκευάζονται οι άλλοι 
φυσικοί αριθµοί. Ο προσδιορισµός των πρώτων αριθµών που 
δεν υπερβαίνουν έναν ορισµένο φυσικό, γίνεται µε το «κόσκινο 
του Ερατοσθένη. Η απόδειξη της ύπαρξης άπειρου πλήθους 
πρώτων αριθµών, που οφείλεται στον Ευκλείδη, αποτελεί µέχρι 
σήµερα υπόδειγµα µαθηµατικής κοµψότητας. 

Η ειδική λύση της διοφαντικής εξίσωσης ax yβ γ+ =  βρίσκε-
ται από τη γραµµική έκφραση του Μ.Κ.∆. των α και β. Οι τύποι 
που εκφράζουν τις λύσεις της εξίσωσης αυτής παίρνουν την α-
πλούστερη µορφή 0x x tβ= +  και 0y y at= −  όταν (α, β) = 1. Γι’ 
αυτό αν ( , )a β γ  και ( , ) 1,α β ≠  είναι σκόπιµο να διαιρέσουµε τα 
µέλη της ax yβ γ+ =  µε (α,β), οπότε αυτή ανάγεται σε µια ισοδύ-
ναµη της  οποίας οι συντελεστές των x και y είναι πρώτοι προς 
αλλήλους.  

Το κεφάλαιο ολοκληρώνεται µε το λογισµό των ισοϋπόλοι-
πων αριθµών ο οποίος διευκολύνει σηµαντικά τη µελέτη της 
διαιρετότητας των ακεραίων. 
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Με τη διδασκαλία του κεφαλαίου αυτού επιδιώκεται η άσκη-
ση των µαθητών στην αποδεικτική διαδικασία και η κατανόηση 
της έννοιας του αλγόριθµου. 

Με την επίλυση των ασκήσεων και των προβληµάτων, αυτού 
ιδιαίτερα του κεφαλαίου, θα δοθεί η ευκαιρία εξάσκησης των 
µαθητών: 

• Στη µέθοδο της µαθηµατικής επαγωγής. 
• Στην ευθεία απόδειξη. 
• Στη µέθοδο της «εις άτοπον απαγωγής» 

αλλά και σε ευρετικές διαδικασίες οι οποίες απαιτούνται για την 
επίλυση προβλήµατος, που σύµφωνα µε τις επικρατούσες από-
ψεις στη διδακτική των Μαθηµατικών αποτελεί το πλαίσιο µέσα 
στο οποίο συντελείται η διδασκαλία και η µάθηση. 
 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 
Από το κεφάλαιο 4 δεν θα διδαχθούν: 
• οι ασκήσεις της Β΄ Οµάδας της §4.1 
• οι ασκήσεις 5 και 7 της Β΄ Οµάδας της §4.3. 

Από τις υπόλοιπες ασκήσεις των Α΄ και Β΄ Οµάδων προτείνε-
ται να διδαχθούν µε επιλογή του διδάσκοντος όσες κρίνει ότι 
είναι απαραίτητες για την εµπέδωση της ύλης.  

Επίσης δεν θα διδαχθούν οι παράγραφοι: 
• 4.4 Μέγιστος κοινός διαιρέτης – Ελάχιστο κοινό πολλαπλά-

σιο 
• 4.5 Πρώτοι αριθµοί 
• 4.6 Γραµµική διοφαντική εξίσωση 
• 4.7 Ισοϋπόλοιποι αριθµοί. 
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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ ΣΤΙΣ «ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ» 
 
 

Κεφάλαιο 1 
 
1. (i)Σ (ii)Λ (iii)Λ (iv)Σ (v)Λ (vi)Σ 
2. (i) ,ΑΓ  (ii) ,Α∆  (iii) ,Α∆  (iv) ,ΒΓ  (v) ,ΑΓ  (vi) ,ΑΒ  

     (vii) ,ΓΑ  (viii) 0,  (ix) 0   
 
3.  i) ,ΑΓ  (ii) ,ΑΒ  (iii) 2 ,ΑΒ  (iv) ,ΒΓ  (v) 2 ,ΑΓ  
4. (ii) 
5. (i)(–3,2),   (ii)(3,–2),  (iii)(3,2)    (iv) (–2,–3) 
6. (3,4),ΑΒ = ( 7 3),ΑΓ = − − ( 6,4),ΑΕ = − (0, 4),Α∆ = − ( 9,0)ΒΕ = −  

7.  
1 7, ,
2 2

 ΑΒ → − 
 

 
7 3, ,
2 2

 ΒΓ → − 
 

 (0, 3),Γ∆ → −  (0,0)ΑΓ →  

8.   (i)4,         (ii)4 

9.   (i)0          (ii)α2, (iii)0,   (iv)
2

,
2
a

     (v) α2, (vi) –α2 

10. (i)6,   (ii) 3 3,    (iii)3,   (iv)0,   (v)–3   (vi) 3 3,−   (vii)–6 
11. Γ 
12. 1. Οξεία, 2. Αµβλεία, 3. Οξεία, 4. Aµβλεία, 5. Oρθή, 6. Oρθή 
13. (iii) 
 
 
Κεφάλαιο 2 
 
1.  • Ψ     •Α     •Ψ     •Α      •Ψ 
2. 2→ =A x  3,B y→ = 3 2 0x y− =   2 5 8Γ → − = −x y   3∆ → =y  

3 2 0→ − =E x y   2Z x→ =  
3. • Γ(3,2)   • 0B ≠    • x+y=8 

4. • y=3x+1, y=3x–2   • 
1 8,
3

y x= − +
1 10
3

y x= − +    • 3y x=   

    •
1
3

y x= −  

5. 3ε  
6. Γ 
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Κεφάλαιο 3 
 
1. Γ   2. A   3. Γ  4. Γ   5. Γ   6. Γ   7. Α   8. Γ   9. Β   10. Γ   11. Β 
12. • 2 2 2a β ρ+ =   • β=0   •α=0   •ρ=β   •ρ=α   •α=β=ρ 
13. • Ζεύγος ευθειών  • Κύκλος  • Παραβολή  • Έλλειψη  
      • Υπερβολή 
14. • Έλλειψη • Κύκλος • Έλλειψη • Υπερβολή  
      • Ισοσκελής Υπερβολή 
 
 
Κεφάλαιο 4 
 
1. (i)Α  (ii)Ψ   (iii) Α 
2.  (i) Α  (ii) Ψ (iii) Ψ (iν) Ψ (ν) Ψ 
3.  (i) Ψ (ii) Α  (iii) Α  (iν) Ψ 
4.  (i) Α  (ii) Ψ 
5.  (i)Ψ  (ii)Α 
6.  (i) Ψ (ii) Α 
7.  (i) Ψ (ii) Α 
8.  (i) Ψ (ii) Ψ 
9.  (i) Ψ (ii) Α  (iii) Α 
1.∆  2.Γ  3. Γ  4. Β    5. Β     6. Γ 
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Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 
 
 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΓΕΝΙΚΗΣ ΠΑΙ∆ΕΙΑΣ 
Ώρες: 2 εβδοµαδιαίως 

 
Θα χρησιµοποιηθεί το βιβλίο "Μαθηµατικά και Στοιχεία Στα-

τιστικής" των Αδαµόπουλου Α., ∆αµιανού Χ., και Σβέρκου Α. Κα-
τά τη συγγραφή του καταβλήθηκε ιδιαίτερη προσπάθεια, ώστε 
το περιεχόµενό του να ανταποκρίνεται στις δυνατότητες των 
µαθητών για τους οποίους προορίζεται και να είναι δυνατή η ο-
λοκλήρωση της διδασκαλίας του στο χρόνο που προβλέπεται 
από το αντίστοιχο ωρολόγιο πρόγραµµα. 

Η ύλη του βιβλίου περιλαµβάνει τα κεφάλαια: 
1ο: ∆ιαφορικός Λογισµός 

    2 ο: Στατιστική 
    3 ο: Πιθανότητες. 
Το κάθε κεφάλαιο αρχίζει µε µια σύντοµη εισαγωγή, η οποία 

αναφέρεται στην ιστορική εξέλιξη και στη χρησιµότητα του α-
ντίστοιχου κλάδου. Το γεγονός ότι το βιβλίο απευθύνεται σε ό-
λους τους µαθητές της Γ΄ Λυκείου, ανεξάρτητα από την κατεύ-
θυνση που θα ακολουθήσουν, έχει επηρεάσει σηµαντικά τη διά-
ταξη της ύλης, τον τρόπο µε τον οποίο αυτή παρουσιάζεται, κα-
θώς και την επιλογή των ασκήσεων. Έτσι: 
•  Στην ανάπτυξη των κεφαλαίων ακολουθείται η ιστορική εξέ-

λιξη των εννοιών και η εποπτική παρουσίαση τους. 
•  Αποφεύγονται οι αυστηρές αποδείξεις, αλλά µέσα από κα-

τάλληλα παραδείγµατα και εφαρµογές γίνεται προσπάθεια 
να εξηγηθούν οι διάφορες έννοιες και να γίνει κατανοητός ο 
τρόπος µε τον οποίο αυτές χρησιµοποιούνται. 

•  ∆ε συµπεριλαµβάνονται ασκήσεις των οποίων η λύση πα-
ρουσιάζει ιδιαίτερη δυσκολία ούτε ασκήσεις που λύνονται µε 
τεχνάσµατα. Αντιθέτως, έγινε προσπάθεια να επιλεγούν α-
σκήσεις και προβλήµατα µε τα οποία οι µαθητές εµπεδώ-
νουν τη θεωρία, καλλιεργούν τη λογική και την κριτική σκέ-
ψη τους και ασκούνται στην οργάνωση των δεδοµένων. 
Στο τέλος κάθε κεφαλαίου έχουν προστεθεί "ερωτήσεις κατα-

νόησης", οι οποίες επιδέχονται σύντοµη απάντηση και στοχεύουν 
στην κατανόηση της θεωρίας και στη διευκρίνιση ορισµένων εν-
νοιών. Οι ερωτήσεις αυτές σκόπιµο είναι να δίνονται στους µαθη-
τές µαζί µε την επεξεργασία της αντίστοιχης παραγράφου. 
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Θα πρέπει να τονιστεί ιδιαίτερα ότι το διδακτικό βιβλίο είναι 
ένα µέσο διδασκαλίας και δεν µπορεί να υποκαταστήσει τον δι-
δάσκοντα. Ένας καθηγητής που προετοιµάζεται µε επιµέλεια και 
προβληµατίζεται συνεχώς για τον προσφορότερο τρόπο µετά-
δοσης της γνώσης στους µαθητές του είναι βέβαιο ότι θα επιτύ-
χει σε µεγάλο βαθµό τους γενικούς και ειδικούς στόχους της 
διδασκαλίας των Μαθηµατικών. 

Στις ειδικές οδηγίες κατά κεφάλαιο που ακολουθούν, δίνο-
νται πρόσθετα θεωρητικά στοιχεία, τα οποία πρέπει να έχει υ-
πόψη του ο διδάσκων χωρίς να απαιτείται η διδασκαλία τους 
στους µαθητές, καθώς και ένα ενδεικτικό χρονοδιάγραµµα, που 
θα βοηθήσει τον διδάσκοντα στον προγραµµατισµό της διδα-
σκαλίας του. 

 
 

Κεφάλαιο 1. Προτείνεται να διατεθούν µέχρι 15 διδακτικές ώρες. 
 
Σε όλο το κεφάλαιο γίνεται ευρεία χρήση της εποπτείας και 

των παραδειγµάτων για την ερµηνεία και για την κατανόηση των 
διάφορων εννοιών και προτάσεων. 

Στην αρχή της §1.1 γίνεται µια σύντοµη αναφορά στην έν-
νοια της συνάρτησης και των ιδιοτήτων της. Πολλές από τις έν-
νοιες και τους συµβολισµούς αυτού του κεφαλαίου είναι ήδη 
γνωστά στους µαθητές από προηγούµενες τάξεις γι' αυτό και η 
διδασκαλία τους δεν πρέπει να στοχεύει στην αναλυτική παρου-
σίαση τους, αλλά στο να τα επαναφέρουν οι µαθητές στη µνήµη 
τους, επειδή θα τους χρειαστούν στα επόµενα κεφάλαια. 

Στην ίδια παράγραφο παρουσιάζεται µέσω παραδειγµάτων και 
χωρίς µαθηµατική αυστηρότητα η έννοια του ορίου και γίνεται µια 
σύντοµη αναφορά στην έννοια της συνεχούς συνάρτησης. Επιση-
µαίνεται ότι η διδασκαλία των εννοιών αυτών δεν αποτελεί αυτο-
σκοπό, αλλά στοχεύει στην προετοιµασία για την εισαγωγή της 
έννοιας της παραγώγου. ∆εν πρέπει εποµένως να καθυστερήσει η 
διδασκαλία µε άσκοπη "ασκησιολογία". Κατά τη διδασκαλία των 
εννοιών της παραγράφου αυτής, για εξοικονόµηση χρόνου, συνι-
στάται οι πίνακες, τα σχήµατα και η ερµηνεία τους να προσφέρο-
νται σε διαφάνειες ή σε φωτοτυπίες ή, στην περίπτωση που αυτό 
είναι αδύνατον, οι µαθητές να χρησιµοποιούν τα βιβλία τους. 

Σχετικά µε την έννοια της συνεχούς συνάρτησης αξίζει να 
παρατηρήσουµε ότι η πρόταση 

0
0lim ( ) ( )

x x
f x f x

→
=  µας πληροφορεί 
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ότι οι τιµές του ( )f x  είναι πολύ κοντά στο 0( ),f x  όταν το x είναι 

πολύ κοντά στο 0.x  Αυτό σηµαίνει ότι µικρές µεταβολές στο x 
έχουν ως αποτέλεσµα µόνο µικρές µεταβολές στις τιµές µιας 
συνεχούς συνάρτησης. 

Στην §1.2 εισάγεται η έννοια της παραγώγου µιας συνάρτη-
σης σε ένα σηµείο της. Η παράγωγος είναι ένα από τα θεµελιώ-
δη εργαλεία των Μαθηµατικών και χρησιµοποιείται σε ένα ευρύ 
φάσµα επιστηµών. 

Για τον ορισµό της παραγώγου ακολουθείται η ιστορική πο-
ρεία της εξέλιξης της έννοιας. Παρατηρούµε κατ' αρχάς ότι ως 
εφαπτοµένη ενός κύκλου (Ο, R) σε ένα σηµείο του Α θα µπο-
ρούσαµε να ορίσουµε την οριακή θέση µιας τέµνουσας AM, κα-
θώς το Μ κινούµενο πάνω στον κύκλο τείνει να συµπέσει µε το 
Α. Με βάση την παρατήρηση αυτή ορίζουµε ως εφαπτοµένη της 
καµπύλης µιας συνάρτησης f  σε ένα σηµείο της ( )0 0, ( )A x f x  

την ευθεία η οποία διέρχεται από το Α και έχει ως συντελεστή 

διεύθυνσης τον αριθµό λ= 0 0
0

( ) ( )lim .
h

f x h f x
h→

+ −
 ∆ε δίνεται ο τύ-

πος της εξίσωσης της εφαπτοµένης της καµπύλης µιας συνάρ-
τησης f σε ένα σηµείο της ( )0 0, ( ) .x f x Όµως, µέσα από εφαρµο-

γές, εξηγείται ο τρόπος µε τον οποίο προσδιορίζεται κάθε φορά 
η εφαπτοµένη αυτή, αφού γνωρίζουµε ένα σηµείο της και µπο-
ρούµε να βρούµε το συντελεστή διεύθυνσης της. ∆ε γίνεται επί-
σης αναφορά στην έννοια της κατακόρυφης εφαπτοµένης. Μα-
θητές µε αυξηµένη µαθηµατική περιέργεια θα ικανοποιήσουν τις 
αναζητήσεις τους αυτές στα Μαθηµατικά της Θετικής και της 
Τεχνολογικής κατεύθυνσης της Γ΄ Λυκείου. 

Στη συνέχεια, διαπιστώνεται ότι και άλλα παραδείγµατα, 
όπως ο προσδιορισµός της στιγµιαίας ταχύτητας ενός κινητού, 
του οριακού κόστους στην Οικονοµία, της ταχύτητας µιας αντί-
δρασης στη Χηµεία κτλ., οδηγούν στον υπολογισµό ενός ορίου 

της µορφής 0 0
0

( ) ( )lim .
h

f t h f t
h→

+ −
 Το όριο αυτό, όταν υπάρχει, ο-

νοµάζεται παράγωγος της f  στο 0.t  Φυσικά το πρόβληµα της 
εφαπτοµένης και το πρόβληµα της στιγµιαίας ταχύτητας έχουν 
προετοιµάσει το έδαφος, ώστε να γίνει αποδεκτός και κατανοη-
τός ο ορισµός της παραγώγου µιας συνάρτησης σε ένα σηµείο 
της και η ερµηνεία της ως ρυθµού µεταβολής. 
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Στην §1.3 ορίζεται η (πρώτη) παράγωγος µιας συνάρτησης 
.f  Με τον όρο παράγωγος της ƒ  εννοείται η συνάρτηση ,f΄  η 
οποία σε κάθε σηµείο x του πεδίου ορισµού της ,f  όπου αυτή 
είναι παραγωγίσιµη, αντιστοιχίζει την παράγωγο της στο σηµείο 
αυτό. Με ανάλογο τρόπο ορίζεται και η δεύτερη παράγωγος 
της f  και ως παραδείγµατα αναφέρονται η ταχύτητα υ(t)=x΄(t) 
και η επιτάχυνση α(t)=x΄΄(t)  στην ευθύγραµµη κίνηση ενός σώ-
µατος. Ακολουθεί η παραγώγιση βασικών συναρτήσεων και οι 
κανόνες παραγώγισης αθροίσµατος, γινοµένου, πηλίκου και σύν-
θετης συνάρτησης. Αναφέρονται µόνο οι αποδείξεις όσων τύπων 
και κανόνων είναι απλές. 

Επισηµαίνεται ότι στις τριγωνοµετρικές συναρτήσεις ηµx, 
συνx και εφx το x εκφράζει το µέτρο µιας γωνίας σε ακτίνια (rad). 
Αν θ είναι το µέτρο της ίδιας γωνίας σε µοίρες, τότε 

ηµx=ηµθο  και .
180

x π θ=  Εποµένως, 

0 0( ) ( ) ( ) .
180 180

΄΄ ΄ ΄θ θ χ θ
π πηµθ ηµχ ηµχ χ συνχ συνθ= = = =⋅ ⋅  

Ανάλογα συµπεράσµατα ισχύουν και για τις άλλες τριγωνο-
µετρικές συναρτήσεις. 

Στην §1.3 υλοποιείται ο κύριος στόχος της διδασκαλίας του 
κεφαλαίου, που είναι η χρησιµοποίηση των παραγώγων στον 
προσδιορισµό των ακρότατων. Όπως και στις προηγούµενες 
παραγράφους, έτσι και εδώ για την κατανόηση των ιδιοτήτων 
κυριαρχεί η γεωµετρική εποπτεία. Για να συνδεθεί καλύτερα η 
σχέση του πρόσηµου της πρώτης παραγώγου µε τα ακρότατα, 
µπορεί ο διδάσκων να αναφέρει παραδείγµατα και από τη Φυσι-
κή. Έτσι, στο παράδειγµα της σελίδας 39 του βιβλίου µπορούµε 
να παρατηρήσουµε ότι όταν το σώµα φτάσει στο υψηλότερο 
σηµείο, η ταχύτητα του πρέπει να µηδενιστεί, διότι διαφορετικά 
το σώµα θα εξακολουθούσε να ανεβαίνει. Εποµένως, βρίσκουµε 
ότι η χρονική στιγµή t  που θα έχουµε το µέγιστο ύψος, δηλαδή 
το µέγιστο της συνάρτησης h(t)=20t–5t2, είναι όταν υ(t)=h΄(t)= 
20–10t=0. Άρα για t=2 έχουµε το µέγιστο ύψος, που είναι ίσο µε 
h(2)=40–20=20. 

Στο βιβλίο, για τον προσδιορισµό των ακρότατων, αναφέρε-
ται και το κριτήριο της δεύτερης παραγώγου. Σε πολλές περι-
πτώσεις το κριτήριο αυτό µπορεί να χρησιµοποιηθεί ευκολότερα 
από τους µαθητές, αφού συνήθως τους απαλλάσσει από την ε-
πίλυση πολύπλοκων ανισώσεων για τον προσδιορισµό του πρo-
σήµου της πρώτης παραγώγου. 
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Οι µέθοδοι του ∆ιαφορικού Λογισµού για τον προσδιορισµό 
των ακρότατων τιµών ενός µεταβαλλόµενου µεγέθους έχουν 
πρακτική εφαρµογή σε πολλές περιοχές των επιστηµών αλλά και 
της καθηµερινής ζωής. Για την επίλυση τέτοιων προβληµάτων 
αυτό που κυρίως προέχει είναι η µετατροπή του προβλήµατος 
που είναι διατυπωµένο στην καθηµερινή γλώσσα σε πρόβληµα 
µεγίστου ή ελαχίστου µε τον ορισµό µιας συνάρτησης, της ο-
ποίας πρέπει να βρεθούν τα ακρότατα. Είναι σκόπιµο εποµένως 
να τονιστούν µε τη βοήθεια κατάλληλου προβλήµατος οι αρχές 
"επίλυσης προβλήµατος", τις οποίες έχουν γνωρίσει οι µαθητές 
σε προηγούµενες τάξεις, και να προσαρµοστούν στη συγκεκρι-
µένη κατάσταση. Επισηµαίνεται ότι η διαδικασία επίλυσης προ-
βλήµατος δεν είναι τίποτα άλλο παρά µια συλλογή στρατηγικών, 
τις οποίες κάθε λογικά σκεπτόµενος άνθρωπος πρέπει να χρη-
σιµοποιήσει προκειµένου να αντιµετωπίσει ένα πρόβληµα. 

Σχετικά µε την επίλυση προβληµάτων µε τη βοήθεια του 
∆ιαφορικού Λογισµού πρέπει να αναφερθεί ότι πολλά προβλή-
µατα µεγίστου ή ελαχίστου περιέχουν διακριτές µεταβλητές. Για 
παράδειγµα, ο αριθµός των παραγόµενων µονάδων ενός προϊό-
ντος, καθώς και ο αριθµός των εργαζοµένων σε ένα εργοστάσιο 
πρέπει να είναι µη αρνητικοί ακέραιοι αριθµοί. Ο ∆ιαφορικός 
Λογισµός όµως δεν εφαρµόζεται απευθείας σε προβλήµατα που 
περιέχουν διακριτές µεταβλητές. Ωστόσο, µπορούµε µερικές 
φορές να οδηγηθούµε στη λύση ενός τέτοιου προβλήµατος υ-
ποθέτοντας ότι κάθε µεταβλητή παίρνει τιµές σε όλο το σύνολο 
των πραγµατικών αριθµών ή σε κάποιο διάστηµα του, ακόµα και 
αν η φυσική ερµηνεία της µεταβλητής έχει νόηµα µόνο για δια-
κριτές τιµές. Έτσι, χρησιµοποιώντας το ∆ιαφορικό Λογισµό βρί-
σκουµε µια λύση για το µαθηµατικό µοντέλο, η οποία ελπίζουµε 
ότι προσεγγίζει τη λύση του πραγµατικού προβλήµατος. 

 
Γενικά, µε τη διδασκαλία του κεφαλαίου αυτού επιδιώκεται 

οι µαθητές: 
•  Να κατανοήσουν την έννοια της παραγώγου και να µπορούν 

να την ερµηνεύουν ως ρυθµό µεταβολής. 
•  Να µπορούν να βρίσκουν τις παραγώγους συναρτήσεων. 
•  Να κατανοήσουν ότι η γνώση του ρυθµού µεταβολής ενός 

µεταβαλλόµενου µεγέθους µας δίνει χρήσιµες πληροφορίες 
για το ίδιο το µέγεθος. 

•  Να µπορούν µε τη βοήθεια των παραγώγων να επιλύουν 
προβλήµατα ακροτάτων. 
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Κεφάλαιο 2  Προτείνεται να διατεθούν µέχρι 16 διδακτικές ώρες. 
 
Στην εποχή µας οι στατιστικές µέθοδοι χρησιµοποιούνται 

ολοένα και περισσότερο για τη µελέτη σύνθετων επιστηµονικών 
και κοινωνικών προβληµάτων, όπως είναι, για παράδειγµα, η µό-
λυνση του περιβάλλοντος, τα ατυχήµατα, η ανεργία, ο πληθωρι-
σµός, η υγεία, η οικονοµία, η συµπεριφορά του εκλογικού σώ-
µατος κτλ. Οι µαθητές εφαρµόζοντας τη στατιστική µεθοδολο-
γία σε διάφορες πρακτικές εφαρµογές εξοικειώνονται στο να 
επιχειρηµατολογούν χρησιµοποιώντας αντικειµενικά επιχειρήµα-
τα, ενώ συγχρόνως ασκούνται στη δηµιουργική και µεθοδολογι-
κή εργασία. Επίσης, η εξοικείωση µε τη γλώσσα της Στατιστικής 
και η γνώση των δυνατοτήτων και των περιορισµών της στατι-
στικής µεθοδολογίας θα τους καταστήσει ικανούς, ώστε αργό-
τερα, ως υπεύθυνοι πολίτες, να µπορούν να τηρούν κριτική στά-
ση στον καταιγισµό των πληροφοριών που δέχονται είτε ως α-
ναγνώστες είτε ως ακροατές από τα µέσα µαζικής ενηµέρωσης, 
από τα γραφεία στατιστικών ερευνών, από τις διαφηµίσεις κτλ. 

Μεγάλο µέρος του κεφαλαίου της Στατιστικής έχει διδαχθεί 
στο Γυµνάσιο. Εδώ γίνεται συστηµατικότερη παρουσίαση των 
σχετικών εννοιών, οι οποίες και συµπληρώνονται µε την γραµµι-
κή παλινδρόµηση και τη συσχέτιση δύο µεταβλητών. 

Για να µην καθυστερεί η διδασκαλία, οι στατιστικοί πίνακες 
και τα διαγράµµατα, ο αριθµός των οποίων στο κεφάλαιο της 
Στατιστικής είναι µεγάλος, κρίνεται σκόπιµο να ετοιµάζονται σε 
φωτοτυπίες ή διαφάνειες πριν από το µάθηµα. Αν αυτό δεν είναι 
εφικτό, συνιστάται να γίνεται η επεξεργασία τους µέσα από το 
βιβλίο. 

Στην §2.1 πρέπει να καταβληθεί προσπάθεια, ώστε µε κα-
τάλληλα παραδείγµατα να κατανοήσουν οι µαθητές τις έννοιες 
πληθυσµός, µεταβλητή (ποσοτική, ποιοτική), απογραφή και 
δείγµα. Να διευκρινιστεί ότι δε συµπίπτει το σύνολο των τιµών 
µιας µεταβλητής µε τις παρατηρήσεις από την εξέταση ενός 
πληθυσµού ως προς τη µεταβλητή αυτή. Για παράδειγµα, οι τι-
µές της µεταβλητής "οµάδα αίµατος" είναι Α, Β, ΑΒ και Ο, ενώ οι 
παρατηρήσεις από την εξέταση δέκα ατόµων µπορεί να είναι Α, 
Α, Β, Β, Β, ΑΒ, Α, ΑΒ,Ο, Β. 

Όταν είναι πρακτικά αδύνατο ή οικονοµικά ασύµφορο να ε-
ξετάσουµε κάθε µέλος ενός πληθυσµού, οδηγούµαστε στην εξέ-
ταση ενός αντιπροσωπευτικού δείγµατος. Είναι σηµαντικό να 
αναγνωρίσουν οι µαθητές τη χρησιµότητα του δείγµατος, από 
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το οποίο µπορούν να προκύψουν αξιόπιστες πληροφορίες για 
ολόκληρο τον πληθυσµό. 

Στην §2.2 παρουσιάζονται οι κατανοµές συχνοτήτων και οι 
γραφικές παραστάσεις τους. Μια από τις απλούστερες διαδικα-
σίες για την οργάνωση και τη συνοπτική παρουσίαση των δεδο-
µένων είναι η κατανοµή συχνοτήτων. Η κατανοµή συχνοτήτων 
θεωρείται ως το πρώτο βήµα σε κάθε ανάλυση δεδοµένων. Ανά-
λογα ορίζονται η κατανοµή σχετικών συχνοτήτων, η κατανοµή 
αθροιστικών συχνοτήτων και η κατανοµή αθροιστικών σχετικών 
συχνοτήτων. 

Οι µαθητές πρέπει να κατανοήσουν ότι:  
• Η (απόλυτη) συχνότητα νi, µιας τιµής xi, δηλώνει πόσες φο-

ρές εµφανίζεται η τιµή xi στο δείγµα. 
•  Η σχετική συχνότητα fi εκφράζει το ποσοστό (επί τοις %) 

µιας τιµής xi, η οποία εµφανίζεται στο δείγµα των ν παρατη-
ρήσεων. 

  Γι’ αυτό η σχετική συχνότητα προσφέρεται για τη σύγκριση 
πληθυσµών, όταν εξετάζονται ως προς την ίδια µεταβλητή. 
Βέβαια µε τις σχετικές συχνότητες χάνουµε τις απόλυτες 
συχνότητες. Αν όµως ν είναι το µέγεθος του δείγµατος, τότε 

,=i iv f v⋅  
•  Η αθροιστική συχνότητα Ni και η αθροιστική σχετική συ-

χνότητα Fi, οι οποίες έχουν νόηµα µόνο για ποσοτικές µετα-
βλητές, εκφράζουν το πλήθος και το ποσοστό αντιστοίχως 
των παρατηρήσεων που είναι µικρότερες ή ίσες µε xi. 

•  Οι µαθητές πρέπει να µπορούν να παραστήσουν γραφικά τα 
δεδοµένα που έχουν συλλέξει, χρησιµοποιώντας κάθε φορά 
το κατάλληλο διάγραµµα. Ακόµη πρέπει να είναι σε θέση να 
«διαβάζουν» τα διάφορα διαγράµµατα τα οποία παρουσιά-
ζουν µε άµεσο και οργανωµένο τρόπο τα στατιστικά δεδο-
µένα και επιτρέπουν ορισµένες φορές να φανούν αµέσως οι 
σχέσεις που ενδεχοµένως υπάρχουν. Πρέπει όµως να επι-
στήσουµε την προσοχή των µαθητών, δίνοντας κατάλληλα 
παραδείγµατα, για τον κίνδυνο παραπλάνησης που υπάρχει 
από την ανάγνωση ενός στατιστικού διαγράµµατος. Για πα-
ράδειγµα, στο σχήµα 1 τα δυο διαγράµµατα (α) και (β) ανα-
φέρονται στο ποσοστό των εργαζοµένων γυναικών στο σύ-
νολο του γυναικείου πληθυσµού µιας χώρας άνω των 16 ε-
τών. ∆ίνουν όµως εντελώς διαφορετική εικόνα για το πως 
µεταβάλλεται το ποσοστό αυτό. 
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Σχήµα  1 

 
Το διάγραµµα (β) προκύπτει από το (α), αν απλώς µεγεθύ-

νουµε την κλίµακα στον άξονα των y, σµικρύνουµε την κλίµακα 
στον άξονα των x και θεωρήσουµε ως αρχή µετρήσεων στον ά-
ξονα των y την ένδειξη 30. Ανάλογες παραποιήσεις µπορούν να 
πραγµατοποιηθούν µε το ραβδόγραµµα κατασκευάζοντας τα 
ορθογώνια µε διαφορετικό πλάτος. Με τον τρόπο αυτό η οποια-
δήποτε διαφορά στις συχνότητες εµφανίζεται πολλαπλάσια από 
ό,τι πραγµατικά είναι. Για παράδειγµα, αν για την άσκηση 9 σελ. 
80 παραστήσουµε το ιστόγραµµα συχνοτήτων όπως παρακάτω, 

 

 
 
τότε η απεικόνιση της κατάστασης είναι παραπλανητική, σε βά-
ρος του Παναθηναϊκού και υπέρ του Ολυµπιακού. Όταν το µέ-
γεθος του δείγµατος είναι µεγάλο, επιβάλλεται να γίνεται οµα-
δοποίηση. Στην οµαδοποίηση το πλήθος των κλάσεων ορίζεται 
αυθαίρετα από τον ερευνητή σύµφωνα µε την  πείρα του. Μπο-
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ρεί όµως να χρησιµοποιηθεί και ο εµπειρικός τύπος του Sturges: 
κ=1+3,32·logv, όπου κ είναι ο αριθµός των κλάσεων και ν είναι 
το µέγεθος του δείγµατος. 

Με την οµαδοποίηση έχουµε απώλεια πληροφοριών, η οποία 
είναι τόσο µεγαλύτερη όσο µικρότερος είναι ο αριθµός των κλά-
σεων. Όµως, µε την οµαδοποίηση διευκολύνεται η επεξεργασία 
των δεδοµένων και η παρουσίαση τους είναι εποπτικότερη. 

Όταν έχουµε µια οµαδοποιηµένη κατανοµή µε άνισα πλάτη, 
τότε στο αντίστοιχο ιστόγραµµα τα εµβαδά και όχι τα ύψη των 
ορθογωνίων είναι ίσα µε τις αντίστοιχες συχνότητες των κλάσε-
ων. Αν δεν κατασκευαστεί σύµφωνα µε αυτή την αρχή το ιστό-
γραµµα, τότε µπορεί να παραπλανηθεί ο αναγνώστης. Για πα-
ράδειγµα, στον παρακάτω πίνακα έχουµε την κατανοµή των οι-
κογενειών στις Η.Π.Α. ως προς το ετήσιο εισόδηµα τους του έ-
τους 1973 και στο σχήµα 2 δύο διαφορετικά ιστογράµµατα για 
την κατανοµή αυτή. Στο ιστόγραµµα (α) τα ύψη των ορθογωνίων 
είναι ίσα µε τις σχετικές συχνότητες, ενώ στο ιστόγραµµα (β) τα 
εµβαδά των ορθογωνίων είναι ίσα µε τις αντίστοιχες συχνότητες 
των κλάσεων (δηλαδή το ύψος του κάθε ορθογωνίου είναι ίσο µε 
το λόγο της σχετικής συχνότητας προς το πλάτος της αντίστοι-
χης κλάσης). Η εντύπωση που αποκοµίζει ο αναγνώστης από το 
ιστόγραµµα (α) είναι ότι η οικονοµική κατάσταση των οικογε-
νειών στις Η.Π.Α. είναι πιο "ανθηρή" από ό,τι είναι στην πραγµα-
τικότητα. Σύµφωνα µε το ιστόγραµµα αυτό υπάρχουν πολύ πε-
ρισσότερες οικογένειες µε εισόδηµα άνω των 25.000$ από ό,τι 
κάτω των 7.000$. Οι Η.Π.Α. είναι βέβαια µια πλούσια χώρα. αλλά 
όχι τόσο πλούσια όσο δείχνει το ιστόγραµµα (α). 
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Ετήσιο εισόδηµα 
σε χιλιάδες $ 

Ποσοστό ( )if %  
Οικογενειών 

Ύψος 

* i
i

i

fv
c

=
%

 

0 –1 
1 – 2 
3 – 2 
3 – 4 
4 – 5 
5 – 6 
6 – 7 
7 – 10 
10 – 15 
15 – 25 
25 – 50 

1 
2 
3 
4 
5 
5 
5 
15 
26 
26 
8 

1 
2 
3 
4 
5 
5 
5 
5 

5,2 
2,6 
0,32 
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Σχήµα  2 

 
Στην § 2.3 εξετάζονται τα µέτρα θέσης και διασποράς µιας 

κατανοµής. 
Ένας µεγάλος αριθµός δεδοµένων µπορεί σε πολλές περι-

πτώσεις να περιγραφεί µε ένα µέτρο κεντρικής τάσης και µε ένα 
µέτρο διασποράς. Οι µαθητές πρέπει να ενηµερωθούν για τους 
περιορισµούς και τις επιπτώσεις από τη χρήση καθενός από τα 
µέτρα θέσης και διασποράς. Είναι επίσης σηµαντικό να κατανο-
ήσουν ότι µε την αντικατάσταση των δεδοµένων από ένα µέτρο 
θέσης έχουµε µεν µια σύντοµη πληροφόρηση, αλλά συγχρόνως 
έχουµε και µια σηµαντική απώλεια πληροφοριών. Αν, για παρά-
δειγµα, θέλουµε να πληροφορήσουµε κάποιον για τη θερµο-
κρασία µιας πόλης θα ήταν κατάχρηση να του δώσουµε πλήρη 
κατάλογο των καθηµερινών θερµοκρασιών. ∆ίνοντας του όµως 
για συντοµία µόνο τη µέση ετήσια θερµοκρασία οπωσδήποτε 
δεν του δίνουµε πλήρη εικόνα της µεταβολής της θερµοκρασίας 
στη διάρκεια του έτους. 

Η µέση τιµή είναι ο µέσος όρος των παρατηρήσεων µιας κα-
τανοµής. Η µέση τιµή ενός πληθυσµού συµβολίζεται µε µ, ενώ 
ενός δείγµατος µε x . Στη στατιστική συµπερασµατολογία γίνε-
ται διάκριση µεταξύ της µέσης τιµής πληθυσµού και της µέσης 
τιµής δείγµατος. Όµως στο βιβλίο χρησιµοποιείται µόνο η µέση 
τιµή δείγµατος και συµβολίζεται µε .x  Η µέση τιµή είναι το µέ-
τρο της κεντρικής τάσης, το οποίο χρησιµοποιείται συχνότερα 
από τα άλλα, κυρίως επειδή έχει τις δύο ακόλουθες ιδιότητες: 
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α.  Το άθροισµα των αποκλίσεων όλων των τιµών από τη µέ-

ση τιµή είναι ίσο µε µηδέν, δηλαδή 
1

( ) 0.
=

− =∑
v

i
i
x x  Η ιδιότητα αυτή 

είναι σηµαντική για την παραγωγή και την απλοποίηση πολλών 
τύπων της Στατιστικής. Την ερµηνεία αυτή της µέσης τιµής µπο-
ρούµε να τη δούµε και µε το παρακάτω παράδειγµα: 
Για καθένα από τα παρακάτω σύνολα δεδοµένων υπολογίζουµε 
τη µέση τιµή τους και κατασκευάζουµε το ιστόγραµµα συχνοτή-
των. Στον άξονα 0x σηµειώνουµε µε " " τη µέση τιµή. 

 
 

 
 
 
Το ίδιο αποτέλεσµα ισχύει προφανώς και στην περίπτωση 

που έχουµε συχνότητες, όταν η παρατήρηση xi. εµφανίζεται vi. 
φορές. Τότε ισχύει η σχέση 

1
1

( ) 0,
k

i
i
x x v

=

− =∑  

η οποία σύµφωνα µε όσα ξέρουµε από τη Φυσική δείχνει ότι το 
x  είναι η θέση του κέντρου βάρους κ σωµατιδίων µε βάρη v1, 
v2,...,νκ τοποθετηµένα στις θέσεις x1,x2,...,xκ. Αυτό ακριβώς φαί-
νεται και στα παραπάνω ιστογράµµατα συχνοτήτων, όπου η µέ-
ση τιµή παριστάνεται µε " ". Αν θεωρήσουµε δηλαδή τον άξονα 
0x να µην έχει βάρος και τοποθετήσουµε τα βάρη νi, στις θέσεις 
xi και το υποστήριγµα  στη θέση x , τότε θα έχουµε ισορροπία, 
όπως π.χ. σε µία "τραµπάλα". 
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β. Το άθροισµα των τετραγώνων των αποκλίσεων από τη 
µέση τιµή είναι µικρότερο από το άθροισµα των τετραγώνων των 
αποκλίσεων από οποιαδήποτε άλλη τιµή στην κατανοµή (εφαρ-
µογή 2, σελίδα 98). Η ιδιότητα αυτή χρησιµοποιείται για τον 
προσδιορισµό της διασποράς και της τυπικής απόκλισης. 

 
Στο βιβλίο αναφέρεται και ο σταθµικός µέσος, ο οποίος 

χρησιµοποιείται στην περίπτωση που οι τιµές έχουν διαφορετική 
αξία. Μπορεί όµως να χρησιµοποιηθεί και για τον προσδιορισµό 
της µέσης τιµής περισσότερων οµάδων δεδοµένων µε διαφορε-
τικό µέγεθος των οποίων γνωρίζουµε τις µέσες τιµές. Για παρά-
δειγµα, αν η µέση τιµή της βαθµολογίας 80 κοριτσιών είναι 17 
και η µέση τιµή της βαθµολογίας 50 αγοριών είναι 15, τότε η µέ-
ση τιµή της βαθµολογίας των 80+50=130 παιδιών είναι 

17 2110 16.23.
130

x = =
⋅80+15⋅50

≈
80+15

 

 
Η διάµεσος είναι το σηµείο του άξονα των δεδοµένων κάτω 

από το οποίο βρίσκεται το πολύ το 50% των παρατηρήσεων και 
συγχρόνως πάνω από αυτό το πολύ το 50% των παρατηρήσεων. 
Όταν ο αριθµός των παρατηρήσεων είναι µεγάλος, τότε γίνεται 
οµαδοποίηση των δεδοµένων και η διάµεσος προσδιορίζεται µε 
τη βοήθεια του ιστογράµµατος των αθροιστικών συχνοτήτων. 

Υποθέτοντας ότι οι παρατηρήσεις σε κάθε κλάση κατανέµο-
νται οµοιόµορφα, αποδεικνύεται (µε απλή µέθοδο των τριών) ότι 
ο τύπος που δίνει τη διάµεσο σε οµαδοποιηµένα δεδοµένα είναι: 

 

12 i

i i
i

v N
L c

v
δ

−−
= + ⋅  

 
i Κλάσεις vi Ni Fi% 
1 
2 
3 
3 
5 
6 

156-162 
162-168 
168-174 
174-180 
180-186 
186-192 

  2 
  8 
12 
11 
  5 
  2 

 2 
10 
22 
33 
38 
40 

5,0 
25,0 
55,0 
82,5 
95,0 
100,0 

 
Όπου 
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Li     το κατώτερο όριο της κλάσης που περιέχει τη διάµεσο 
νi      η συχνότητα της κλάσης 
ci     το πλάτος της κλάσης 

     1iN −  η αθροιστική συχνότητα της προηγούµενης κλάσης, και 
ν     το πλήθος των παρατηρήσεων. 
Εφαρµόζοντας, για παράδειγµα, τον τύπο της διαµέσου για 

τα δεδοµένα του πίνακα 9 της σελίδας 73 του βιβλίου, βρίσκου-
µε ότι η διάµεσος βρίσκεται στην τρίτη κλάση, επειδή εδώ αντι-
στοιχούν αθροιστικά οι v/2=20 παρατηρήσεις. Συνεπώς, 

 

1
40 10

2 2168 6 173 ,
12

i

i i
i

v N
L c cm

v
δ

−− −
= + = + =⋅ ⋅  

όπως (περίπου) και στη γραφική µέθοδο. 
Η επικρατούσα τιµή παρέχει σχετικά λίγες πληροφορίες για 

τα δεδοµένα. Αν και η επικρατούσα τιµή προσδιορίζει την τιµή ή 
την κλάση µε τη µεγαλύτερη συχνότητα, δεν προσφέρεται εύκο-
λα για µαθηµατική επεξεργασία και έτσι έχει περιορισµένη ση-
µασία ως στατιστικό εργαλείο. Με τη βοήθεια του σχήµατος 14 
της σελίδας 91 του βιβλίου µπορούµε να βρούµε και ένα µαθη-
µατικό τύπο για τον υπολογισµό της επικρατούσας τιµής µιας 
οµαδοποιηµένης κατανοµής µε ισοπλατείς κλάσεις. Πιο συγκε-
κριµένα, αν Li, είναι το αριστερό άκρο της επικρατούσας κλά-
σης, ∆1 και ∆2 είναι οι διαφορές των συχνοτήτων των γειτονικών 
κλάσεων από τη συχνότητα της επικρατούσας κλάσης, και c εί-
ναι το πλάτος των κλάσεων, τότε από τα όµοια τρίγωνα ΖΑΒ και 

ΖΓ∆ έχουµε 0 1

0 2( )
+ ∆

=
− − ∆

i

i

M L
c M L

και επιλύνοντας ως προς Μ0 βρί-

σκουµε: 1
0

1 2

.i
cM L ∆

= +
∆ + ∆

 

 
Τα διαγράµµατα, τα µέτρα θέσης και τα µέτρα διασποράς 

µας παρέχουν πληροφορίες για ένα σύνολο δεδοµένων. Χρεια-
ζόµαστε όµως πολλές φορές και τρόπους για την περιγραφή 
ατοµικών παρατηρήσεων. Για παράδειγµα, έστω ότι σε ένα τεστ 
ένας εξεταζόµενος πήρε βαθµό 70. Ποια είναι η σηµασία του 
βαθµού αυτού; Αν και από µόνος του ο βαθµός έχει κάποια αξία, 
θα γινόταν περισσότερο χρήσιµος αν προσδιορίζαµε τη θέση 
του σε σχέση µε τους άλλους βαθµούς. Αν δηλαδή µπορούσαµε 
να απαντήσουµε σε ερωτήµατα, όπως: ο συγκεκριµένος βαθµός 
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είναι κοντά στα άκρα της κατανοµής ή κοντά στο κέντρο της κα-
τανοµής; Πόσοι βαθµοί της κατανοµής είναι χαµηλότεροι από 
αυτόν; Ποιο ποσοστό αποτελούν στην κατανοµή οι βαθµοί αυτοί; 

Απάντηση σε τέτοια ερωτήµατα δίνονται µε τη βοήθεια των 
εκατοστηµορίων. 

Ένα εκατοστηµόριο Pκ είναι µια τιµή στην κατανοµή για την 
οποία το πολύ το k% των παρατηρήσεων είναι µικρότερες από 
αυτήν και το πολύ (100- k)% των παρατηρήσεων είναι µεγαλύτε-
ρες από αυτήν. Ειδική περίπτωση των εκατοστηµορίων είναι η 
διάµεσος (δ = Ρ50), τα τεταρτηµόρια 1 25(Q P=  και 3 75)Q P=  και τα 
δεκατηµόρια 1 10 2 20 9 90, ,..., .D P D P D P= = =  

Εκτός από τα παραπάνω µέτρα θέσης σε ορισµένες περιπτώ-
σεις, όπως π.χ. στα οικονοµικά, χρησιµοποιούνται για τη στατιστική 
ανάλυση ως µέτρα θέσης ο γεωµετρικός και ο αρµονικός µέσος. 

Ως γεωµετρικός µέσος (geometric mean) ν θετικών τιµών 
1 2, ,..., vt t t  ορίζεται η νιοστή ρίζα του γινοµένου των τιµών αυτών, 
δηλαδή 

1 2 ...v
vG t t t= ⋅ ⋅ ⋅   ή  1 2

1 2 ...= kvv vv
kG x x x  

όταν έχουµε οµαδοποιηµένα δεδοµένα. 
Σε ακόµα πιο σπάνιες περιπτώσεις, κυρίως όταν µελετάµε 

ρυθµούς µεταβολής ή αναλογίες, χρησιµοποιείται ο αρµονικός 
µέσος (harmonic mean). 

Ο αρµονικός µέσος ν θετικών τιµών 1 2, ,..., vt t t  ορίζεται από τη 
σχέση 

1 2

1 1 1...
v

vH

t t t

=
+ + +

  ή  
1 2

1 2

,
...

=
+ + + k

k

vH v v v
x x x

 

όταν έχουµε οµαδοποιηµένα δεδοµένα. 
Αν, για παράδειγµα, ένας µαθητής διαβάζει 5 σελίδες Μα-

θηµατικών την ώρα, 10 σελίδες Ιστορίας την ώρα και 6 σελίδες 
Θρησκευτικών την ώρα τότε, ο µέσος ρυθµός διαβάσµατος του 
µαθητή (για τα µαθήµατα αυτά) είναι ο αρµονικός µέσος 

3
1 1 1
5 10 6

+ +
≈  6,4 σελίδες την ώρα. 

Ποιο είναι όµως το καλύτερο µέτρο θέσης µιας κατανοµής; 
Σύµφωνα µε ένα πρώτο κριτήριο, η απάντηση εξαρτάται από το αν η 
µεταβλητή είναι ποιοτική ή ποσοτική. Αν η µεταβλητή είναι ποιοτική, 
τότε προσφέρεται µόνο η επικρατούσα τιµή, αν όµως η µεταβλητή 
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είναι ποσοτική, τότε µπορούν να χρησιµοποιηθούν και τα τρία µέτρα 
θέσης. Σύµφωνα µε ένα δεύτερο κριτήριο, η επιλογή του καταλλη-
λότερου µέτρου θέσης εξαρτάται από το σκοπό για τον οποίο θα 
χρησιµοποιηθεί. Αν επιθυµούµε περαιτέρω στατιστική επεξεργασία, 
τότε η µέση τιµή προσφέρεται περισσότερο. Αν όµως ο σκοπός εί-
ναι βασικά περιγραφικός, τότε πρέπει να χρησιµοποιείται το µέτρο 
που περιγράφει καλύτερα τα δεδοµένα. Η παρουσία ακραίων παρα-
τηρήσεων (πολύ µικρών ή πολύ µεγάλων αναφορικά µε τις άλλες 
παρατηρήσεις) είναι συχνά ένα από τα βασικότερα κριτήρια για την 
επιλογή κατάλληλου µέτρου θέσης. Η επικρατούσα τιµή και η διά-
µεσος µένουν γενικά ανεπηρέαστες από τις ακραίες τιµές του δείγ-
µατος. Η µέση τιµή όµως επηρεάζεται σηµαντικά από τις τιµές αυ-
τές, εποµένως δεν ενδείκνυται σε τέτοιες περιπτώσεις. Έτσι, για 
παράδειγµα, στη διαπραγµάτευση για τους µισθούς των εργαζοµέ-
νων σε µια εταιρεία, οι εργαζόµενοι θα επικαλούνται ως αντιπροσω-
πευτικό µισθό τη διάµεσο ή την επικρατούσα τιµή, ενώ οι εκπρόσω-
ποι της εταιρείας τη µέση τιµή που επηρεάζεται σηµαντικά από τους 
µισθούς των υψηλόβαθµων στελεχών της. 

Για να απαντήσουµε στο ερώτηµα πόσο διασπαρµένες είναι 
οι τιµές µιας κατανοµής, χρησιµοποιούµε τα µέτρα διασποράς. 
Από τα µέτρα αυτά αναφέρονται στο βιβλίο το εύρος, το ενδο-
τεταρτηµοριακό εύρος, η διακύµανση και η τυπική απόκλιση.  

Από τα µέτρα διασποράς το εύρος χρησιµοποιείται αρκετά 
συχνά σε περιπτώσεις ελέγχου ποιότητας βιοµηχανικών προϊό-
ντων, όταν εργαζόµαστε µε πολλά ισοµεγέθη δείγµατα. Αυτό οφεί-
λεται στον εύκολο υπολογισµό του και στην εύκολη ερµηνεία του. 
Το εύρος όµως έχει το µειονέκτηµα να εξαρτάται µόνο από τις δύο 
ακραίες τιµές και έχει την τάση να αυξάνεται, καθώς το µέγεθος 
του δείγµατος µεγαλώνει. Αυτό έχει ως συνέπεια να µην είναι συ-
γκρίσιµα ως προς το εύρος δύο δείγµατα διαφορετικού µεγέθους. 

Η διακύµανση ενός πληθυσµού µεγέθους Ν συµβολίζεται µε 
σ2 και ο τύπος της είναι  

( )

N

µt
σ

N

i
i∑ −

1=

2

2 =        (1), 

όπου ∑
=

=
N

i
itN

µ
1

1
 η µέση τιµή του πληθυσµού, ενώ η διακύµανση 

ενός δείγµατος µεγέθους ν συµβολίζεται µε ( )2*s και ο τύπος 

της είναι 
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( )
( )2

2* 1

1
=

∑
ν

i
i=
t - x

s
ν -

        (2). 

Στατιστικές διαδικασίες που χρησιµοποιούνται στις διάφορες 

επιστήµες συνήθως προσδιορίζουν τη διακύµανση ( )2*s  ενός 

δείγµατος, η οποία στη συνέχεια χρησιµοποιείται για την εκτίµηση 
της διακύµανσης σ2 του πληθυσµού. Η δειγµατική διακύµανση που 
προσδιορίζεται µε τον τύπο (2) αποδεικνύεται ότι είναι µια αµερό-
ληπτη εκτιµήτρια. Αν πάρουµε δηλαδή όλα τα δυνατά δείγµατα µε-

γέθους ν και υπολογίσουµε τις διασπορές ( )2*s  από τη σχέση (2), 

τότε η µέση τιµή τους θα ισούται µε την πληθυσµιακή διασπορά 
2σ . 

Αντίθετα, η δειγµατική διακύµανση, όπως ορίζεται από τη σχέση 

( )

ν

x-t
s

ν

i=
i∑

= 1

2

2 , τείνει να υποεκτιµά τη πληθυσµιακή διακύµανση 

2σ . Ωστόσο, στο βιβλίο για διδακτικούς λόγους χρησιµοποιούµε 

για τη δειγµατική διακύµανση τον τύπο 
( )

ν

x-t
s

ν

i=
i∑

= 1

2

2 , αφού δεν 

πρόκειται να ασχοληθούµε µε στατιστική συµπερασµατολογία. 
Η τυπική απόκλιση είναι η τετραγωνική ρίζα της διακύµαν-

σης. Το µέτρο αυτό διασποράς ικανοποιεί την απαίτηση να εκ-
φράζεται στην ίδια µονάδα µέτρησης µε τις παρατηρήσεις. 

Στην περίπτωση που οι παρατηρήσεις είναι µεγάλοι αριθµοί, 
µπορούµε να απλοποιήσουµε τους υπολογισµούς χρησιµοποιώ-
ντας την εφαρµογή 3 (σελίδα 99 του βιβλίου), σύµφωνα µε την 
οποία αν βaxy += , τότε βxαy +=  και xy sαs ⋅= . 

 Για την ερµηνεία της τυπικής απόκλισης ως µέτρου διασπο-
ράς, ας υποθέσουµε ότι ο µέσος µισθός των υπαλλήλων µιας 
εταιρείας Α είναι 900€=Ax  µε τυπική απόκλιση 150€=As . Μια 

ερµηνεία της µεταβλητότητας των απολαβών των εργαζοµένων 
έγκειται στον καθορισµό του ποσοστού των εργαζοµένων που 
αναµένεται να βρίσκονται στο διάστηµα ),( sxsx +− , ή µε δύο 

τυπικές αποκλίσεις στο διάστηµα )2,2( sxsx +−  κτλ.  Αν υποθέ-
σουµε ότι έχουµε περίπου κανονική κατανοµή, τότε έχουµε την ερ-
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µηνεία του σχήµατος 15 της σελίδας 95.  Αντίθετα, για οποιοδήποτε 
σύνολο παρατηρήσεων, ανεξάρτητα από την κατανοµή που έχουµε, 
εφαρµόζεται το θεώρηµα του Chebyshev, το οποίο λέει ότι “το πο-
σοστό των παρατηρήσεων που περιλαµβάνονται στο διάστηµα 

( , )− +x s x sκ κ , 1≥κ , είναι τουλάχιστον 2
11
κ

− ”. Συνεπώς, στο 

διάστηµα )2,2( sxsx +−  έχουµε τουλάχιστον το 75% των παρα-

τηρήσεων, ενώ στο διάστηµα )3,3( sxsx +−  έχουµε τουλάχι-
στον το 89% των παρατηρήσεων. Εποµένως, για το παραπάνω 
παράδειγµα, αν υποθέσουµε ότι ο µισθός των υπαλλήλων ακο-
λουθεί κανονική κατανοµή, τότε αναµένεται το: 
• 68% των υπαλλήλων να έχουν µισθό στο διάστηµα (750,1050) 
 
• 95% των υπαλλήλων να έχουν µισθό στο διάστηµα (600,1200) 
 
• 99,7% των υπαλλήλων να έχουν µισθό στο διάστηµα (450,1350), 

 
ενώ τα αντίστοιχα ποσοστά, όταν δεν υποθέτουµε κανονική 

κατανοµή, γίνονται τουλάχιστον 0%, 75% και 89%. 
Μερικές φορές σε στατιστικούς υπολογισµούς είναι ανα-

γκαίο όχι µόνο να υπολογίσουµε απλώς τις τυπικές αποκλίσεις, 
αλλά να συγκρίνουµε µεταξύ τους τα µεγέθη των τυπικών απο-
κλίσεων σε διαφορετικές στατιστικές συλλογές. ∆ε φτάνουµε 
όµως στο σκοπό µας µε το να παραλληλίσουµε µεταξύ τους τις 
τυπικές αποκλίσεις. Αυτό θα µας έδινε στην πλειοψηφία των πε-
ριπτώσεων µια εσφαλµένη εικόνα. 

Ας υποθέσουµε ότι ο µέσος µισθός x  και η τυπική απόκλιση 
s των υπαλλήλων δύο εταιρειών Α και Β δίνονται στον παρακάτω 
πίνακα για 3 διαφορετικές περιπτώσεις:  

 

 Εταιρεία Α Εταιρεία Β 
Περίπτωση 1 900 €=Ax  

Αs 150€=  

900 €=Bx  

Bs 200€=  

Περίπτωση 2 900 €=Ax  

Αs 150€=  

3000 €=Bx    

Bs 250€=  

Περίπτωση 3 900 €=Ax  

Αs 150€=  

2000$=Bx  

Bs 420$=  
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Στην περίπτωση 1 έχουµε την ίδια µέση τιµή, οπότε η σύγκριση 
της µεταβλητότητας µπορεί να γίνει αµέσως, συνεπώς µπορούµε να 
πούµε ότι η µεταβλητότητα των µισθών στην εταιρεία Β είναι µεγα-
λύτερη από την µεταβλητότητα των µισθών στην εταιρεία Α. ∆ηλαδή 
οι εργαζόµενοι στην εταιρεία Α παρουσιάζουν µεγαλύτερη οµοιογέ-
νεια στις µηνιαίες αποδοχές τους από ό,τι στην εταιρεία Β. Αντίθετα, 
στη δεύτερη περίπτωση δεν µπορούµε να πούµε ότι έχουµε µεγα-
λύτερη µεταβλητότητα στην εταιρεία Β από ό,τι στην Α. Η τυπική 
απόκλιση Αs 150€=  έχει υπολογιστεί θεωρώντας τις αποκλίσεις 
των παρατηρήσεων από τη µέση τιµή 900 €=Ax , ενώ η 

250€=Bs  υπολογίστηκε θεωρώντας τις αποκλίσεις των παρα-
τηρήσεων από τη µέση τιµή 3000 €=Bx . Ανάλογη είναι και η τρί-
τη περίπτωση, όπου έχουµε διαφορετικές µονάδες µέτρησης. 

Στις δύο αυτές περιπτώσεις η µεταβλητότητα των δεδοµέ-
νων µπορεί να συγκριθεί, αφού πρώτα εκφράσουµε τις σχετικές 
ποσότητες σε µια κοινή βάση. Γι ’αυτό υπάρχει ανάγκη ορισµού 
µέτρων σχετικής µεταβλητότητας, τα οποία να συνδυάζουν µέ-
τρα θέσης µε µέτρα διασποράς. Το πιο γνωστό µέτρο σχετικής 
µεταβλητότητας είναι ο συντελεστής µεταβολής ή συντελεστής 

µεταβλητότητας, ο οποίος ορίζεται από τον τύπο =
sCV
x

 και 

συνήθως εκφράζεται ως ποσοστό. 
 
Σύγκριση µέσης τιµής, διαµέσου και επικρατούσας τιµής 

Πλεονεκτήµατα Μειονεκτήµατα 
Μέση τιµή 

• Για τον υπολογισµό της χρη-
σιµοποιούνται όλες οι τιµές. 

• Είναι µοναδική για κάθε σύ-
νολο δεδοµένων. 

• Είναι εύκολα κατανοητή. 
• Ο υπολογισµός της είναι σχε-
τικά εύκολος. 

• Έχει µεγάλη εφαρµογή για 
περαιτέρω στατιστική ανά-
λυση. 

• Επηρεάζεται πολύ από α-
κραίες τιµές. 

• Μπορεί να µην αντιστοιχεί σε 
δυνατή τιµή της µεταβλητής. 
Όταν η Χ είναι διακριτή, µε α-
κέραιες τιµές, τότε η µέση τιµή 
µπορεί να µην είναι ακέραιος. 

• ∆εν υπολογίζεται για ποιοτι-
κά δεδοµένα. 

• Είναι δύσκολος ο υπολογι-
σµός της σε οµαδοποιηµένα 
δεδοµένα µε ανοικτές τις 
ακραίες κλάσεις. 

∆ιάµεσος 
• Είναι εύκολα κατανοητή. • ∆ε χρησιµοποιούνται όλες οι 
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• ∆εν επηρεάζονται από 
ακραίες τιµές. 

• Υπολογίζεται και στην πε-
ρίπτωση που οι ακραίες 
κλάσεις είναι ανοικτές. 

• Ο υπολογισµός της είναι 
απλός. 

• Είναι µοναδική σε κάθε 
σύνολο δεδοµένων. 

     τιµές για τον υπολογισµό της. 
• Είναι δύσκολη η εφαρµογή 
της για περαιτέρω στατιστική 
ανάλυση. 

• ∆εν υπολογίζεται για ποιοτικά 
δεδοµένα. 

• Για τον υπολογισµό της µπο-
ρεί να χρειαστεί παρεµβολή. 

 
Επικρατούσα τιµή 

• Υπολογίζεται εύκολα, ό-
ταν δεν έχουµε οµαδο-
ποιηµένα δεδοµένα. 

• Είναι εύκολα κατανοητή.  
• Υπολογίζεται και από ελ-
λιπή δεδοµένα. 

• ∆εν επηρεάζεται από α-
κραίες τιµές 

• Εφαρµόζεται και σε ποιο-
τικά δεδοµένα. 

• ∆εν χρησιµοποιούνται όλες οι 
τιµές 

• ∆εν χρησιµοποιείται εύκολα 
για περαιτέρω στατιστική α-
νάλυση. 

• ∆εν ορίζεται πάντα µονοσή-
µαντα. Μπορούµε να έχουµε 
πολλές κορυφές ή και καθό-
λου. 

Σύγκριση µέτρων διασποράς 
            Πλεονεκτήµατα      Μειονεκτήµατα 

Εύρος 
• Είναι πολύ απλό στον υ-
πολογισµό. 

• Χρησιµοποιείται αρκετά 
στον έλεγχο ποιότητας. 

 • Μπορεί να χρησιµοποιη-
θεί για την εκτίµηση της 
τυπικής απόκλισης. 

• ∆εν θεωρείται αξιόπιστο µέ-
τρο διασποράς, επειδή βασί-
ζεται µόνο στις δυο ακραίες 
παρατηρήσεις. 

• ∆εν χρησιµοποιείται για πε-
ραιτέρω στατιστική ανάλυση. 

∆ιασπορά και τυπική απόκλιση 
• Λαµβάνονται υπόψη για 
τον υπολογισµό τους ό-
λες οι παρατηρήσεις. 

• Έχουν µεγάλη εφαρµογή 
στη στατιστική συµπερα-
σµατολογία. 

• Σε κανονικούς πληθυσµούς 
το 68%, 95%, 99,7% των 
παρατηρήσεων βρίσκονται  

• Το κυριότερο µειονέκτηµα της 
διασποράς είναι ότι δεν εκ-
φράζεται στις ίδιες µονάδες µε 
το χαρακτηριστικό. Το µειο-
νέκτηµα αυτό παύει να υπάρ-
χει µε τη χρησιµοποίηση της 
τυπικής απόκλισης. 

• Απαιτούνται περισσότερες αλ-
γεβρικές πράξεις για τον υπο- 
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στα διαστήµατα ,±x s  

2±x s  και  3x s±  αντί-
στοιχα. 

λογισµό τους παρά στα άλλα µέ-
τρα. 

Συντελεστής µεταβολής 
• Είναι καθαρός αριθµός. 
• Χρησιµοποιείται ως µέτρο 
σύγκρισης της µεταβλητό-
τητας, όταν έχουµε ίδιες ή 
και διαφορετικές µονάδες 
µέτρησης.  

• Χρησιµοποιείται ως µέτρο 
οµοιογένειας ενός πλη-
θυσµού. 

• ∆εν ενδείκνυται στην περίπτω-
ση που η µέση τιµή είναι κο-
ντά στο µηδέν. 
 
 
 

 
Στην §2.4 εξετάζεται η απλή γραµµική παλινδρόµηση. Αν 

εξετάζουµε έναν πληθυσµό συγχρόνως ως προς δύο µεταβλη-
τές Χ και Υ και 1 1 2 2 3 3( , ), ( , ), ( , ),..., ( , )v vx y x y x y x y  είναι τα ζεύγη των 
αντίστοιχων τιµών, τότε µπορούµε να εξετάσουµε το είδος της 
εξάρτησης των δύο µεταβλητών µε την ακόλουθη µέθοδο. 

Παριστάνουµε µε σηµεία του επιπέδου τα ζεύγη 1( , ),ix y    
1,2,3,...i v=  και έτσι έχουµε το διάγραµµα διασποράς (νέφος 

σηµείων). Στη συνέχεια αναζητούµε µια συνάρτηση, της οποίας 
η καµπύλη διέρχεται «όσο γίνεται πιο κοντά» από τα σηµεία  

1( , ), 1,2,3... .=ix y i v  Στην περίπτωση που το διάγραµµα διασποράς 
µας οδηγεί στην υπόθεση ότι υπάρχει µια γραµµική εξάρτηση 
(γραµµική παλινδρόµηση), προσδιορίζουµε την ευθεία παλιν-

δρόµησης ,y a βχ= +  από τα σηµεία ( , ),i ix y  1,2,3...i v=  απαιτώ-

ντας το άθροισµα 2

1
( )

v

i i
i
y a βχ

=

− −∑  να είναι ελάχιστο (αρχή των 

ελαχίστων τετραγώνων). 
Οι τύποι (5) και (6) της σελίδας 110 του βιβλίου, µε τους ο-

ποίους προσδιορίζουµε τις εκτιµήτριες a  και β  των συντελε-
στών α και β αντιστοίχως, βρίσκονται ως εξής: 

Το άθροισµα των τετραγώνων 2

1
( )

v

i i
i

S y a βχ
=

= − −∑  γίνεται ελά- 

χιστο, όταν οι µερικές παράγωγοι 
S
a
∂
∂

 και 
S
β
∂
∂

 είναι και οι δυο µηδέν. 
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Έχουµε  
1

2 ( )
v

i i
i

S y a
a

βχ
=

∂
= − − −

∂ ∑    (1) 

Και  
1

2 ( )
v

i i i
i

S y aχ βχ
β =

∂
= − − −

∂ ∑        (2). 

Εξισώνοντας τις (1) και (2) µε το µηδέν, βρίσκουµε τις ακό-
λουθες εξισώσεις, οι οποίες λέγονται κανονικές εξισώσεις: 

i ia v yβ χ + =∑ ∑⋅  

2
i i i ia x x yβ χ + =∑ ∑ ∑  

Λύνοντας το σύστηµα των δύο αυτών εξισώσεων βρίσκουµε 
τους ζητούµενους τύπους. 

 
Με τη βοήθεια των εφαρµογών της §2.4 να επισηµανθεί 

στους µαθητές ότι: 
• Οι προβλέψεις που µπορούµε να κάνουµε για την εξαρτηµέ-

νη µεταβλητή Υ από τις τιµές της ανεξάρτητης µεταβλητής Χ 

µέσω της ευθείας παλινδρόµησης y a βχ= +  είναι δυνατές 
µόνο για τις τιµές της ανεξάρτητης µεταβλητής, οι οποίες 
βρίσκονται στο διάστηµα που έχει γίνει η µελέτη ή πολύ κο-
ντά στα άκρα του διαστήµατος αυτού. 

• Η εξίσωση της ευθείας παλινδρόµησης y a βχ= +  της εξαρτη-
µένης µεταβλητής Υ πάνω στην ανεξάρτητη µεταβλητή Χ, δε 
µας επιτρέπει να κάνουµε προβλέψεις για τις τιµές της Χ, όταν 
δίνονται οι τιµές της Υ. Για να είναι αυτό δυνατόν, πρέπει να 
προσδιορίσουµε εξαρχής την ευθεία παλινδρόµησης της Χ πά-

νω στην Υ, γ δ= +x y  η οποία γενικά είναι διαφορετική από την 

y a βχ= +  Και στις δύο όµως περιπτώσεις οι ευθείες διέρ-

χονται από το σηµείο ( , ).x y  
Το διάγραµµα διασποράς µας δίνει µια ένδειξη του κατά πόσον 

υπάρχει µια γραµµική σχέση µεταξύ της εξαρτηµένης µεταβλητής Υ 
και µιας άλλης Χ που λαµβάνεται ως ανεξάρτητη µεταβλητή. Εάν τα 
σηµεία ( , )i ix y  τείνουν να βρίσκονται πάνω σε µια ευθεία, τότε η 
σχέση µεταξύ των Χ και Υ είναι γραµµική και περιγράφεται από την 
εξίσωση της ευθείας .α βχ= +y  Αν το β = 0, τότε δεν υπάρχει 
γραµµική σχέση µεταξύ των µεταβλητών. Αυτό όµως δε σηµαίνει 
απαραίτητα ότι δεν υπάρχει κάποια άλλη σχέση µεταξύ των Χ και Υ. 
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Αν έχουµε, για παράδειγµα, τα δεδοµένα του παρακάτω πίνακα, πα-
ρατηρούµε ότι τα σηµεία δε βρίσκονται γύρω από ευθεία γραµµή. 
Αυτό διαπιστώνεται από το ότι και η παράµετρος β εκτιµώµενη µε τη 
µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων βρίσκεται ίση µε µηδέν. Παρ’ 
όλα αυτά όµως η εξίσωση 2( 4) 1y x= − +  (που παριστάνει µια παρα-
βολή) περιγράφει τέλεια τη σχέση µεταξύ των Χ και Υ. 

 
Χ Υ 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 

10 
5 
2 
1 
2 
5 
10 

 
Όταν διαπιστώνεται από το διάγραµµα διασποράς ή µας δί-

νεται ότι η σχέση µεταξύ των Χ και Υ δεν είναι γραµµική, µπο-
ρούµε σε αρκετές περιπτώσεις µε κατάλληλο µετασχηµατισµό 
να την κάνουµε γραµµική και να εφαρµόσουµε τα ήδη γνωστά. 
Για παράδειγµα, όταν η σχέση είναι της µορφής: 

y aeβχ=  
παίρνοντας λογαρίθµους βρίσκουµε 

βχ= +lny lna  
και θέτοντας * , * , *β β= = =y lny a lna  η αρχική σχέση µετασχη-
µατίζεται στη γραµµική * * * .β= +y a x  

Το κεφάλαιο τελειώνει µε την §2.5, η οποία αναφέρεται στο 
συντελεστή r της γραµµικής συσχέτισης. Ο συντελεστής γραµ-
µικής συσχέτισης µας πληροφορεί για το είδος της γραµµικής 
συσχέτισης (θετική, αρνητική ή µηδέν), αλλά και για το πόσο ι-
σχυρή είναι η συσχέτιση αυτή. Με άλλα λόγια µας πληροφορεί 
για το αν αύξηση της µιας µεταβλητής αντιστοιχεί σε αύξηση ή 
µείωση της άλλης µεταβλητής, αλλά και για το πόσο διασπαρµέ-
να είναι τα σηµεία ενός ‘‘νέφους” ως προς την αντίστοιχη ευθεία 
παλινδρόµησης. 

Έτσι, ο συντελεστής γραµµικής συσχέτισης έχει το ίδιο 

πρόσηµο µε το συντελεστή β  της ευθείας παλινδρόµησης 

,βχ= +y a  ενώ η απόλυτη τιµή του εξαρτάται από το πλάτος της 
‘‘έλλειψης” που περικλείει το νέφος των σηµείων. 
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Το γεγονός ότι για το συντελεστή συσχέτισης 

2 2

( )( )

( ) ( )

− −
=

− −

∑

∑ ∑

i i

i i

x x y y
r

x x y y

 

ισχύει 1 r− ≤ ≤ 1,    αποδεικνύεται ως εξής: 
Για κάθε πραγµατική παράµετρο λ έχουµε διαδοχικά 

( )

2

2 2 2

2 2 2

2 2 2
1

(( ) ( )) 0

( ) ( ) 2 ( )( ) 0

( ) ( ) 2 ( )( ) 0

( ) 2 ( )( ) ( ) 0.

λ

λ λ

λ λ

λ λ

− + −

− + − + − −

− + − + − −

− + − − + −

∑

∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

i i

i i i i

i i i i

i i i

x x y y

x x y y x x y y

x x y y x x y y

y y x x y y x x

≥

≥

≥

⋅ ⋅ ≥

 

Επειδή η τελευταία ανισότητα ισχύει για κάθε ,Rλ∈ πρέπει η 

διακρίνουσα 2 4 0β αγ− ≤ :  
2 2 24 ( ( )( )) 4 ( ) ( )− − − −∑ ∑ ∑i i i ix x y y y y x x⋅ ≤ ⋅ ⋅ ⇔  

2

2 2

( )( )

( ) ( )

 
− − 

 
 − − 

∑
∑ ∑

i i

i i

x x y y

y y x x
≤1⇔  
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2 1r
r

r

≤⇔

≤1⇔

−1≤ ≤1.

 

 
Συσχέτιση δε σηµαίνει αιτιότητα 

Επειδή το r παριστά µια εκτιµήτρια της αντίστοιχης παραµέτρου 
του πληθυσµού, θα πρέπει να ερµηνεύεται µε τον τρόπο που ανα-
φέρθηκε µόνο όταν στηρίζεται σε ένα τυχαίο δείγµα του πληθυ-
σµού. Εποµένως, ένας συντελεστής συσχέτισης δεν έχει µεγάλη 
χρησιµότητα σε πειραµατικά δεδοµένα, όπου οι τιµές της ανεξάρτη-
της µεταβλητής είναι σταθερές και επιλέγονται από τον ερευνητή. 

Αιτιολογικά συµπεράσµατα δεν µπορούν να ληφθούν (εκτός ε-
λάχιστων εξαιρέσεων) χωρίς πειραµατισµό. Συνεπώς, όταν δύο µε-
ταβλητές Χ και Y βρίσκονται συσχετισµένες στη φύση, αυτό σηµαίνει 
µόνο ότι οι µεταβλητές αυτές συνδέονται µε κάποια σχέση. ∆ε συ-
νεπάγεται µια αιτιολογική σχέση. Υπάρχει περίπτωση η αλλαγή της 
µεταβλητής Χ να προκαλεί άµεσα αλλαγή της Y. Αλλά πολύ συχνά οι 
αλλαγές των δύο µεταβλητών Χ και Y οφείλονται σε κάποιες άλλες 
µεταβλητές ή σε κάποιους αστάθµητους παράγοντες. 

Για παράδειγµα στην Αµερική, πριν εισαχθεί το εµβόλιο Salk 
κατά της πολιοµυελίτιδας, οι ερευνητές εξέταζαν αν υπάρχει σχέ-
ση ανάµεσα στην εµφάνιση της πολιοµυελίτιδας και του αριθµού 
των πωληθέντων αναψυκτικών. Για κάθε εβδοµάδα του έτους κα-
τέγραφαν σ' ένα πίνακα τον αριθµό των αναψυκτικών που κατανα-
λώθηκαν τη συγκεκριµένη εβδοµάδα και τον αριθµό των νέων πε-
ριστατικών πολιοµυελίτιδας που είχαν αναφερθεί. Τα δεδοµένα αυ-
τά εµφάνιζαν ισχυρή θετική συσχέτιση ανάµεσα στον αριθµό των 
περιστατικών της πολιοµυελίτιδας (µεταβλητή Υ) και τον αριθµό 
των πωληθέντων αναψυκτικών (µεταβλητή Χ). Τις εβδοµάδες που 
είχαν καταναλωθεί περισσότερα αναψυκτικά, είχαν εκδηλωθεί πε-
ρισσότερα νέα περιστατικά πολιοµυελίτιδας. Όταν η κατανάλωση 
των αναψυκτικών ήταν µειωµένη, υπήρχαν λιγότερα νέα περιστατι-
κά. Προκαλούν λοιπόν τα αναψυκτικά εµφάνιση πολιοµυελίτιδας; 
Αν ήταν έτσι, µε την απαγόρευση της πώλησής τους θα έπρεπε να 
µειώνεται και η εµφάνιση της νόσου. Ολοφάνερα η απάντηση είναι 
αρνητική. Η επιδηµία της πολιοµυελίτιδας παρουσιάζει έξαρση το 
καλοκαίρι, που συµβαίνει να έχουµε και αύξηση της κατανάλωσης 
των αναψυκτικών. Έτσι εντοπίστηκε ένας τρίτος παράγοντας, η 
εποχή του έτους που είναι καθοριστικός και για τις δύο µεταβλητές 
Υ και Χ. Ο συντελεστής συσχέτισης των Υ και Χ απλώς επηρεαζόταν 
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από αυτόν τον παράγοντα ο οποίος επηρέαζε ταυτόχρονα τόσο τη 
µεταβλητή Υ (αριθµός περιστατικών της νόσου) όσο και τη µετα-
βλητή Χ (αριθµός των καταναλωθέντων αναψυκτικών). 

Γενικά, µε τη διδασκαλία αυτού του κεφαλαίου επιδιώκεται 
οι µαθητές: 
•  Να κατακτήσουν το βασικό λεξιλόγιο της Στατιστικής, µε το ο-

ποίο θα είναι ικανοί να κατανοούν βασικά θέµατα της Στατιστι-
κής, αλλά και να διατυπώνουν τις απόψεις τους για τα θέµατα 
αυτά. 

•  Να µπορούν να διαβάζουν µε ορθό τρόπο, αλλά και να κα-
τασκευάζουν οι ίδιοι στατιστικά διαγράµµατα. 

•  Να µπορούν να βρίσκουν τα µέτρα θέσης και διασποράς 
µιας κατανοµής, αλλά και να γνωρίζουν την αξία και τα όρια 
των µέτρων αυτών. 

•  Να µπορούν να διαπιστώνουν το βαθµό συσχέτισης δύο µετα-
βλητών και να προβλέπουν τις τιµές της µιας από τις τιµές της 
άλλης, προσδιορίζοντας την ευθεία γραµµικής παλινδρόµησης. 

 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ 
• Από το κεφάλαιο 2 δε θα διδαχτούν: 
  α) Οι κλάσεις άνισου πλάτους (σελ. 74) 

β) Τα εκατοστηµόρια (σελ. 89) και το ενδοτεταρτηµοριακό  
     εύρος (σελ. 92) 
γ) Η επικρατούσα τιµή (σελ. 90, 91) 
δ) Η γραµµική παλινδρόµηση, §2.4  
ε) Η γραµµική συσχέτιση, §2.5. 
στ) Η άσκηση 4 της σελ. 81. 

•  Κατά την εξέταση ασκήσεων που αναφέρονται σε οµαδο-
ποίηση παρατηρήσεων, οι κλάσεις θα δίδονται υποχρεωτικά. 

•  Κατά τη διδασκαλία του ιστογράµµατος συχνοτήτων να το-
νιστεί ιδιαιτέρως ότι οι παρατηρήσεις στις κλάσεις κατανέ-
µονται οµοιόµορφα. Εποµένως, αν σε µια κλάση πλάτους c 
αντιστοιχούν vi, παρατηρήσεις, τότε σε ένα υποδιάστηµα 

αυτής πλάτους d αντιστοιχούν i
dv
c

 παρατηρήσεις. Έτσι, για 

παράδειγµα, στην άσκηση 5 της σελ. 103 οι πωλητές που 
έκαναν πωλήσεις από 5 χιλιάδες ευρώ µέχρι 6 χιλιάδες ευρώ 

είναι 
114 7.
2
=⋅  

•  Κατά τη διδασκαλία της διακύµανσης να δίνονται οι τύποι 2 
και 4 των σελίδων 93 & 94 αντιστοίχως.  
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Κεφάλαιο 3. Προτείνεται να διατεθούν µέχρι 19 διδακτικές ώρες. 
 
Η Θεωρία των Πιθανοτήτων προσφέρει τις µεθόδους µε τις 

οποίες προσδιορίζουµε ένα µέτρο της βεβαιότητας, µε την ο-
ποία αναµένεται να πραγµατοποιηθεί ή να µην πραγµατοποιηθεί 
ένα ενδεχόµενο. Η κατοχή εποµένως των βασικών στοιχείων της 
Θεωρίας των Πιθανοτήτων θα καταστήσει τους αυριανούς πολί-
τες ικανούς να συλλογίζονται µε ψυχραιµία, να κρίνουν και να 
εκτιµούν µε αντικειµενικότητα τα γεγονότα, αφού θα έχουν κα-
τανοήσει ότι υπάρχουν τρόποι για να βρούµε αν κάποια από αυ-
τά είναι περισσότερο πιθανά από κάποια άλλα. 

Στην §3.1 εξηγούνται οι έννοιες του πειράµατος τύχης, του 
δειγµατικού χώρου και του ενδεχοµένου. Για τα ενδεχόµενα, 
αφού είναι υποσύνολα του δειγµατικού χώρου Ω, ισχύει η γνω-
στή από την Α΄ Λυκείου άλγεβρα των συνόλων. Πρέπει εποµένως 
οι µαθητές να εξοικειωθούν µε τις πράξεις µεταξύ των συνόλων, 
τις οποίες και να ερµηνεύουν ως αντίστοιχες πράξεις µε ενδε-
χόµενα. Πρέπει επίσης οι µαθητές να κατανοήσουν την αντιστοι-
χία ανάµεσα στις διάφορες σχέσεις των ενδεχοµένων που είναι 
διατυπωµένες στην κοινή γλώσσα και στη διατύπωση των ίδιων 
σχέσεων στη γλώσσα των συνόλων. Για το ξεπέρασµα των δυ-
σκολιών που παρουσιάζονται στον προσδιορισµό του δειγµατι-
κού χώρου και των ενδεχοµένων πρέπει οι διδάσκοντες για την 
εποπτική παρουσίασή τους να χρησιµοποιούν τα δεντροδια-
γράµµατα, τους πίνακες διπλής εισόδου, τα διαγράµµατα Venn 
κτλ., ώστε να οδηγούν τους µαθητές στο να οργανώνουν τη 
σκέψη τους µε συστηµατικό και παραστατικό τρόπο. 

Για να κατανοήσουν οι µαθητές ότι στη ρίψη δύο νοµισµά-
των τα αποτελέσµατα ΚΓ και ΓΚ είναι διαφορετικά, να εξεταστεί 
για παράδειγµα το πείραµα στην περίπτωση της ρίψης ενός νο-
µίσµατος του ενός ευρώ και ενός των δύο ευρώ. 

Τέλος, επειδή σηµαντικό ρόλο στον υπολογισµό των πιθανοτή-
των παίζει ο διαµερισµός ενός συνόλου σε ανά δύο ξένα µεταξύ 
τους ενδεχόµενα, πρέπει να κατανοήσουν οι µαθητές τις σχέσεις:  

( ) ( ) ( )
)

) ) ).

΄
΄

΄ ΄

Α = Α − Β Α Β = Α Β Α Β

Β Β Α Β Α Β Α Β Α

Α Β Α Β Α Β Β Α

∪ ∩ ∩ ∪( ∩ ),

=( − )∪( ∩ )=( ∩ ∪( ∩ )

∪ =( ∩ ∪( ∩ ∪( ∩

και 
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Στην §3.2 εισάγεται η έννοια της πιθανότητας, η οποία είναι 
και η βασικότερη έννοια του κεφαλαίου. Επειδή η έννοια αυτή 
διαµορφώνεται µε βάση την έννοια της σχετικής συχνότητας, 
κρίνεται σκόπιµο να γίνει αναφορά και στην αντίστοιχη έννοια 
στο κεφάλαιο της Στατιστικής (σελ. 65 του βιβλίου). 

Ένα από τα κύρια χαρακτηριστικά του πειράµατος τύχης είναι 
η αβεβαιότητα για το ποιο αποτέλεσµα του πειράµατος θα εµφανι-
στεί σε µια συγκεκριµένη εκτέλεσή του. Εποµένως, αν Α είναι ένα 
ενδεχόµενο, δεν µπορούµε µε βεβαιότητα να προβλέψουµε αν το Α 
θα πραγµατοποιηθεί ή όχι. Γι' αυτό είναι χρήσιµο να συνδυάσουµε 
µε κάθε ενδεχόµενο Α έναν αριθµό, που θα είναι ένα µέτρο της 
"προσδοκίας" µε την οποία αναµένουµε την πραγµατοποίηση του 
Α. Τον αριθµό αυτό τον ονοµάζουµε πιθανότητα του Α. Πώς θα γί-
νει όµως η "εκχώρηση" των πιθανοτήτων στα διάφορα ενδεχόµενα 
του πειράµατος τύχης; Πώς δηλαδή θα κατασκευάσουµε µια κλί-
µακα πιθανότητας, µε τη βοήθεια της οποίας σε κάθε ενδεχόµενο 
θα εκχωρούµε την αντίστοιχη πιθανότητα, όπως ακριβώς κάνουµε 
για τη µέτρηση της θερµοκρασίας κατασκευάζοντας, για παρά-
δειγµα, τη θερµοµετρική κλίµακα Κελσίου; 

Συµφωνούµε ότι στην κλίµακα της πιθανότητας στο αδύνατο 
ενδεχόµενο θα αντιστοιχεί ο αριθµός 0, ενώ στο βέβαιο ενδεχόµε-
νο ο αριθµός 1 (όπως και στην κοινή γλώσσα λέµε για το αδύνατο 
ενδεχόµενο ότι έχει πιθανότητα 0%, ενώ το βέβαιο 100%). Είναι 
λογικό να δεχτούµε ότι η πιθανότητα κάθε άλλου ενδεχοµένου θα 
βρίσκεται ανάµεσα στο 0 και στο 1. Πώς θα γίνει όµως η εκχώρηση 
της πιθανότητας σε ένα οποιοδήποτε ενδεχόµενο; Σε ένα πείραµα 
που υπάρχει το στοιχείο της "συµµετρίας" είναι λογικό να υποθέ-
σουµε ότι τα απλά ενδεχόµενα του πειράµατος είναι ισοπίθανα, 
οπότε η σχετική συχνότητα ενός ενδεχοµένου Α µε κ στοιχεία θα 

τείνει στον αριθµό 
κ
ν

 και το όριο αυτό το ορίζουµε και ως πιθανό-

τητα του Α, δηλαδή ( ) ,P A κ
ν

=  που αποτελεί και τον κλασικό ορι-

σµό της πιθανότητας. Η Ρ(Α) που ορίζεται µε αυτό τον τρόπο ικα-
νοποιεί τις απαιτήσεις µιας κλίµακας πιθανότητας, αφού ισχύουν: 
• 0 ( ) 1P A≤ ≤  
• ( ) 1P Ω =  
• ( ) 0P ∅ =  

Πώς όµως γίνεται η εκχώρηση των πιθανοτήτων, όταν ο 
δειγµατικός χώρος αποτελείται από µη ισοπίθανα αποτελέσµατα 
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ή έχει άπειρο πλήθος στοιχείων; Στις περιπτώσεις αυτές η Θεω-
ρία των Πιθανοτήτων χρησιµοποιεί τον ορισµό που αναφέρεται 
στην αξιωµατική θεµελίωση της Θεωρίας των Πιθανοτήτων, η 
οποία έγινε από τον Α.Ν. Kolmogoroff. Σύµφωνα µε τη θεµελίω-
ση αυτή, αν Ω είναι ένας δειγµατικός χώρος και D η αντίστοιχη 
κλάση των ενδεχοµένων, τότε µέτρο πιθανότητας ονοµάζεται 
κάθε συνάρτηση 

:P D R→  
για την οποία ισχύουν οι ιδιότητες: 
 
• 0 ( ) 1,P A≤ ≤  για κάθε A D∈  
• ( ) 1P Ω =  
• ( ) ( ) ( ),P A B P A P B= +∪ αν A B = ∅∩  

 
Η θεωρία του Kolmogoroff έχει το πλεονέκτηµα να είναι φυ-

σική, απλή και να ικανοποιεί τις σύγχρονες απαιτήσεις της αυ-
στηρότητας. Συνδέει τη Θεωρία των Πιθανοτήτων µε τη Θεωρία 
του Μέτρου και της Ολοκλήρωσης και έτσι εφοδιάζεται µε ισχυ-
ρά εργαλεία και τεχνικές από άλλους αναπτυγµένους κλάδους 
των Μαθηµατικών. Πέραν τούτου η αυστηρή θεµελίωση ήταν 
αυτή που επέτρεψε την αλµατώδη ανάπτυξη της Θεωρίας των 
Πιθανοτήτων. 

Όµως, στο διδακτικό βιβλίο υιοθετήθηκε για διδακτικούς λό-
γους ο απλούστερος αξιωµατικός ορισµός που αναφέρεται στη 
σελίδα 149, άµεση συνέπεια του οποίου είναι και οι παραπάνω 
ιδιότητες, οι οποίες αναφέρονται στον ορισµό κατά Kolmogoroff. 

 
Η παράγραφος 3.2 ολοκληρώνεται µε τους κανόνες λογι-

σµού των πιθανοτήτων, οι οποίοι αποδεικνύονται για δειγµατι-
κούς χώρους µε ισοπίθανα απλά ενδεχόµενα. Είναι σκόπιµο να 
δοθεί έµφαση στην εποπτική ερµηνεία των κανόνων αυτών. 

 
Η §3.3 αναφέρεται στη Συνδυαστική, όπου παρουσιάζονται 

οι βασικές έννοιες που είναι απαραίτητες για την επίλυση προ-
βληµάτων απαρίθµησης. Πρέπει να γίνει σαφές στους µαθητές 
ότι τα προβλήµατα αυτά λύνονται κυρίως µε τη βοήθεια της βα-
σικής αρχής απαρίθµησης, η οποία και αποτελεί το κυρίαρχο 
"εργαλείο" για την απαρίθµηση. Οι τύποι διατάξεων απλώς συ-
ντοµεύουν τη λύση ορισµένων προβληµάτων. 
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Οι βασικές σχέσεις των συνδυασµών 
ν ν
κ ν κ

   
=   −   

   
 (σελίδα 

164, άσκηση 5, Α΄ Οµάδας) και 
1 1

1
ν ν ν
κ κ κ

− −     
= +     −       

 (σελίδα 174 

άσκηση 3, Γενικές ασκήσεις) αποδεικνύονται στο τεύχος των 
λύσεων αλγεβρικά. Είναι χρήσιµο όµως να εξηγηθεί στους µα-
θητές ότι η πρώτη από αυτές προκύπτει, αν παρατηρήσουµε ότι 
σε κάθε συνδυασµό µε κ στοιχεία αντιστοιχεί ένας συνδυασµός 
µε ν – κ στοιχεία, ενώ η δεύτερη, αν παρατηρήσουµε ότι το σύ-
νολο των συνδυασµών µε κ στοιχεία αποτελείται από τους συν-
δυασµούς που περιλαµβάνουν ένα ορισµένο στοιχείο, οι οποίοι 

είναι σε πλήθος 
1

,
1

ν
κ

− 
 − 

 και από τους συνδυασµούς που δεν πε-

ριλαµβάνουν το στοιχείο αυτό, οι οποίοι είναι σε πλήθος 
1

.
ν

κ
− 

 
   

 

 
Στην §3.4 εισάγονται οι έννοιες της 

δεσµευµένης πιθανότητας και των ανεξάρ-
τητων ενδεχοµένων.  

Κατά τη διδασκαλία της ενότητας αυτής 
θα πρέπει να δειχτεί εποπτικά πώς µετα-
βάλλεται ο δειγµατικός χώρος ενός πειρά-
µατος, όταν είναι δεδοµένο ότι έχει πραγµατοποιηθεί ένα ενδεχόµε-
νο. Συγκεκριµένα, αν είναι γνωστό για παράδειγµα ότι έχει πραγµα-
τοποιηθεί το ενδεχόµενο B ≠ ∅  τότε ο δειγµατικός χώρος Ω πε-
ριορίζεται στο Β και εποµένως οι ευνοϊκές περιπτώσεις για το Α 
θα είναι τα στοιχεία του .A B∩  

Εποµένως, στην περίπτωση που ο δειγµατικός χώρος Ω α-
ποτελείται από ισοπίθανα απλά αποτελέσµατα έχουµε 

( ) ( ) / ( ) ( )( ) .
( ) ( ) / ( ) ( )

Ω
= = =

Ω
N A B N A B N P A BP A B
N B N B N P B

∩ ∩ ∩
   

Η δεσµευµένη πιθανότητα µε δεδοµένο το B ≠ ∅ , ικανοποιεί 
τα αξιώµατα του µέτρου πιθανότητας. Πράγµατι: 
•   Για κάθε ενδεχόµενο Α έχουµε A B B⊆∩  και εποµένως  

0 ( ) ( ),P A B P B≤ ∩ ≤  οπότε 
( )0

( )
P A B
P B

∩
≤ ≤1,  που σηµαίνει ότι  

0 ( ) 1P AB≤  ≤ .  
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•  Για το βέβαιο ενδεχόµενο Ω έχουµε ,Ω Β = Β∩  και εποµένως 

    
( ) ( )( ) 1,

( ) ( )
P B P BP B
P B P B
Ω

Ω = = =
∩

  δηλαδή ( ) 1P BΩ = . 

 
•  Αν 1 2A A = ∅∩  τότε  1 2( ) ( ) ,A B A B = ∅∩ ∩ ∩  

και επειδή 1 2 1 2( ) ( ) ( ),A A B A B A B=∪ ∩ ∩ ∪ ∩  

έχουµε      1 2
1 2

(( ) )( )
( )

P A A BP A A B
P B

=
∪ ∩

∪   

                                   1 2( ) ( )
( )

P A B P A B
P B

+
=

∩ ∩
 

                                   1 2( ) ( )
( ) ( )

P A B P A B
P B P B

+
= +

∩ ∩
 

                                    1 2( ) ( )P A B P A B= +   
 

δηλαδή, αν Α1 και Α2 ξένα µεταξύ τους, τότε ισχύει 
 

1 2 1 2( ) ( ) ( )P A A B P A B P A B= +∩    . 
 
Από την έννοια της δεσµευµένης πιθανότητας προκύπτει ο πολ-

λαπλασιαστικός νόµος των πιθανοτήτων  ( ) ( ) ( )P A B P A P B A= =∩ ⋅   

( ) ( )P B P AB⋅   και από τις ισότητες αυτές οδηγούµαστε στον ορι-
σµό των ανεξάρτητων ενδεχοµένων. ∆ύο ενδεχόµενα λέγονται 
ανεξάρτητα, όταν η πληροφορία για την πραγµατοποίηση του 
ενός δεν επηρεάζει την πιθανότητα πραγµατοποίησης του άλ-
λου. Αυτό σηµαίνει ότι ( ) ( )P AB P A=  και ( ) ( ),P B A P B=  οπότε ο 
πολλαπλασιαστικός νόµος των πιθανοτήτων γίνεται ( ) =P A B∩    

( ) ( ),P A P B⋅ εξίσωση µε την οποία µπορούν να οριστούν και τα ανε-
ξάρτητα ενδεχόµενα, χωρίς µάλιστα τους περιορισµούς ( ) 0P A >  
και ( ) 0.P B >  

Είναι σκόπιµο να εξηγηθεί µε κατάλληλα παραδείγµατα η 
µεγάλη χρησιµότητα του πολλαπλασιαστικού νόµου και των δε-
ντροδιαγραµµάτων στην επίλυση προβληµάτων πιθανοτήτων. 

Η εφαρµογή 2 της σελίδας 169 είναι ένα παράδειγµα εφαρ-
µογής του τύπου της ολικής πιθανότητας και του Θεωρήµατος 
του Bayes (Μπάγες) (1720-1761): 
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Αν 1 2, ,..., vA A A  είναι µια διαµέριση ενός δειγµατικού χώρου Ω 

(δηλαδή τα ενδεχόµενα ,iA  1,2,...,i v=  είναι ξένα ανά δύο µεταξύ 
τους και η ένωσή τους είναι ο Ω), τότε για οποιοδήποτε ενδεχό-
µενο Β ισχύει 

1 2( )vB B A A A B= Ω =∩ ∪ ∪...∪ ∩  
        1 2( ) ) ),vA B A B A B= ∩ ∪( ∩ ∪...∪( ∩  

όπου τα ,iA B∩  1,2,...,i v=   είναι ανά δύο ξένα µεταξύ τους. Επο-
µένως, 

1 2( ) ( ) ( ) ... ( ).vP B P A B P A B P A B= + + +∩ ∩ ∩  
και µε εφαρµογή του πολλαπλασιαστικού νόµου έχουµε 

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )= + + + v vP B P A P B A P A P B A P A P B A⋅  ⋅  ⋅   (1), 
που είναι ο νόµος της ολικής πιθανότητας. 

 

Επίσης, για κάθε i έχουµε 
( )( ) .

( )
= i

i
P A BP A B
P B

∩
  Αν στην ισότη-

τα αυτή αντικαταστήσουµε την Ρ(Β) µε τη βοήθεια της (1) και 
λάβουµε υπόψη ότι ( ) ( ) ( ),i i iP A B P A P B A+∩ ⋅   τότε προκύπτει ότι: 

1 1 2 2

( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )

=
+ + +

i i
i

v v

P A P B AP A B
P A P B A P A P B A P A P B A

⋅ 


⋅  ⋅ ⋅  ⋅ 
 

που είναι το θεώρηµα του Bayes. 
Επειδή οι µαθητές αναµένεται να συναντήσουν δυσκολίες σε 

προβλήµατα δεσµευµένης πιθανότητας, πρέπει ο διδάσκων να 
τους διευκολύνει να "δουν" τη λύση µε τη βοήθεια δεντροδια-
γραµµάτων. 

Γενικά, µε τη διδασκαλία του κεφαλαίου αυτού επιδιώκεται 
οι µαθητές: 
•  Να κατακτήσουν το βασικό λεξιλόγιο της Θεωρίας των Πιθα-

νοτήτων. 
•  Να κατανοήσουν την έννοια της πιθανότητας και να µπορούν 

να επιλύουν απλά προβλήµατα πιθανοτήτων. 
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•  Να µπορούν να χρησιµοποιούν τις βασικές τεχνικές της 
Συνδυαστικής για την απαρίθµηση των στοιχείων του δειγ-
µατικού χώρου και των στοιχείων των ενδεχοµένων. 

•  Να κατανοήσουν τις έννοιες της δεσµευµένης πιθανότητας 
και της ανεξαρτησίας των ενδεχοµένων και να τις χρησιµο-
ποιούν στην επίλυση προβληµάτων. 
 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 
Από το Κεφάλαιο 3 δε θα διδαχτεί η παράγραφος 3.4 µε τίτ-

λο: «∆εσµευµένη ττιθανότητα-Ανεξάρτητα ενδεχόµενα». 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ ΣΤΙΣ "ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ" 

 
 

Κεφάλαιο 1 
 

1. Β 9. (0,0), (1,-1), (3,3) 
2. Γ  10. (i) 0, (ii) 0, (iii) 2. 
3. ∆          (iv) ∆εν υπάρχει, (ν) 0,  
4. Β          (vi) 3, (νii) 1 
5. Γ  11.   (i) -2, (ii) 3,±  (iii) 2 / 6κπ π±  
6. ∆  12. (α)-1, (β)-11, (γ) 8, (δ)-8 
7. Γ  13. 28 
8. ∆  14. (1)(β) (2)(δ) (3)(α) (4)(γ) 
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Κεφάλαιο 2 
 
1. Λ  17. Α 
2. Σ  18. Γ 
3. Λ  19. Γ 
4. Λ  20. Γ 
5. Λ  21. Α 
6. Σ  22. Β 
7. Λ (πολ/ζεται  23. Γ 
           επί την c ) 24. Β 
8. Σ  25. (α) (i), (β) (iii), (γ) (ii) 
9. Λ  26. (α) (i), (β) (iν), (γ) (iii) 
10. Λ                        27. (α), (β), (στ)→(i), (γ), (δ), (ε) → (ii) 
11. Σ  28. (α) (ii), (β) (iii) (γ) (i),  

12. Λ (αν l 0β >  αύξηση  29. (α) (ii), (β) (iii), (γ) (i),(δ) (ii), (ε) (ii) 

            αν l 0β <  µείωση) 30. (i) (β), (ii) (γ), (iii) (δ), (iν) (α) 
13. Λ  31. (α) (iii), (β) (i), (γ) (ii) 
14. Σ  32. (α) (ii), (β)(i), (γ) (iii) 
15. Β  33. (α) (iν), (β) (i), (γ) (iii), (δ) (ii) 
16. ∆  34. (α) (i), (β) (iii), (γ) (ii) 
   35. (α) Σ, (β) Σ, (γ) Σ, (δ) Λ 
  

Κεφάλαιο 3 
 

1. Η έκφραση: µια "κεφαλή"   9. Λ 
     και µια "γράµµατα"   10. Λ 
 περιλαµβάνει δυο   11. Λ 
 περιπτώσεις, τις ΚΓ και ΓΚ.  12. Λ 
2. Είναι µικρός ο αριθµός   13. Σ 
 των δοκιµών, για να   14. ( ) 0,P A B →∩ ( ) 0,8,P A B →∪  
 βγάλουµε ένα τέτοιο        ( ) 0,P A B →/  ( / ) 0P B A →  
 συµπέρασµα. 15. ( ) 0,12,P A B →∩  
3. (α) Το κάθε ζάρι έχει την ίδια      ( ) 0,68,P A B →∪  
 πιθανότητα να επιλεγεί  
 (β) 3 · 6.            ( ) 0,6,P A B →/ ( / ) 0,2P B A →  
4. (γ)  16. Όχι, διότι θα ισχύει 
5. (β)       ( ) 1,3,=P A B∪   που είναι  
6. (δ)   άτοπο. 
7. (δ) 
8. Σ 
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ΙΙ. ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΘΕΤΙΚΗΣ  
&ΤΕΧΝΟΛΟΓIΚΗΣ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ 

 
Ώρες: 5 εβδοµαδιαίως 

 
Θα διδαχθεί το βιβλίο "ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ Γ' ΤΑΞΗΣ ΓΕΝΙΚΟΥ 

ΛΥΚΕΙΟΥ ΘΕΤΙΚΗΣ ΚΑΙ ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΗΣ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ" των: 
Ανδρεαδάκη Σ., Κατσαργύρη Β., Μέτη Σ., Μπρουχούτα Κ., Πα-
πασταυρίδη Σ. και Πολύζου Γ. 

Για την πληρέστερη ενηµέρωση των διδασκόντων δίνονται 
ειδικότερες οδηγίες για κάθε κεφάλαιο. 

 
Οι οδηγίες κατά κεφάλαιο έχουν ως εξής: 

 
ΜΕΡΟΣ Α΄ 

 
Κεφάλαιο 1. Το κεφάλαιο αυτό δε θα διδαχτεί. 
 
Κεφάλαιο 2. Προτείνεται να διατεθούν µέχρι 12 διδακτικές ώρες. 

 
Στην αρχή του κεφαλαίου διαπιστώνεται η ανάγκη διεύρυν-

σης του  σε ένα σύνολο  στο οποίο να έχουν λύση οι εξισώ-
σεις 2ου βαθµού µε αρνητική διακρίνουσα. Το νέο σύνολο  ε-
φοδιάζεται µε πράξεις αντίστοιχες µε αυτές του  οι οποίες έ-
χουν τις ίδιες ιδιότητες στα δύο σύνολα. Στη συνέχεια γίνεται 
γεωµετρική ερµηνεία των στοιχείων του  τα οποία ονοµάζο-
νται µιγαδικοί αριθµοί. Η γεωµετρική ερµηνεία είναι αυτή που θα 
βοηθήσει τους µαθητές να εµπεδώσουν την έννοια των µιγαδι-
κών αριθµών, αλλά και θα τους προσφέρει γόνιµες ιδέες και ε-
ρεθίσµατα που καλλιεργούν την ερευνητική τους διάθεση. 

Ακολουθούν οι πράξεις µε µιγαδικούς, οι δυνάµεις µιγαδι-
κών, οι συζυγείς µιγαδικοί και η επίλυση της εξίσωσης 2ου βαθ-
µού που αποτελούν µια ενότητα. ∆εν γίνεται αναφορά στην ύ-
παρξη του αντιστρόφου, ούτε στον υπολογισµό της τετραγωνι-
κής ρίζας µιγαδικού και γενικότερα δεν δίνεται ιδιαίτερη σηµα-
σία στις ιδιότητες των πράξεων που καθορίζουν τη δοµή ενός 
σώµατος, αλλά στην τεχνική της εκτέλεσής τους. 

Η επόµενη ενότητα αναφέρεται στο µέτρο των µιγαδικών. ∆ί-
νεται ιδιαίτερη σηµασία στις γεωµετρικές εφαρµογές του µέτρου 
και έτσι αναδεικνύεται η συνάφεια των µιγαδικών µε τις γεωµετρι-
κές έννοιες. Στην παράγραφο αυτή πρέπει να τονιστεί ότι το µέτρο 
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της διαφοράς δύο µιγαδικών παριστάνει την απόσταση των εικό-
νων τους στο µιγαδικό επίπεδο και συνεπώς η εξίσωση: 
• 0z z a− =  παριστάνει τον κύκλο µε κέντρο 0( )K z  και ακτίνα α 

• 1 2− = −z z z z  παριστάνει τη µεσοκάθετο του τµήµατος µε 

άκρα τα σηµεία 1( )A z  και 2( ).B z  
Το κεφάλαιο συνεχίζεται µε την τριγωνοµετρική µορφή των 

µιγαδικών αριθµών, η οποία είναι χρήσιµη στον υπολογισµό µε-
γάλων δυνάµεων στο ^, στη γεωµετρική ερµηνεία των πράξεων 
του πολλαπλασιασµού και της διαίρεσης µιγαδικών και στην επί-
λυση εξισώσεων. 

Η τελευταία ενότητα του κεφαλαίου είναι οι πολυωνυµικές 
εξισώσεις. Στις πολυωνυµικές εξισώσεις, να επιλυθεί πρώτα η 
εξίσωση 1,vz =  όπου ν θετικός ακέραιος, και ως εφαρµογή αυ-
τής να ακολουθήσει η επίλυση της εξίσωσης ,vz a=  όπου ν θετι-
κός ακέραιος και α πραγµατικός αριθµός διαφορετικός του µη-
δενός. Η επίλυση να γίνει ως εξής: 

Ο µη µηδενικός πραγµατικός αριθµός α έχει τριγωνοµετρική 
µορφή: 

( ),a a iσυνθ ηµθ= +                        µε  
0, 0

,
, 0
αν α

θ
π αν α

> 
=  < 

 
 

 

 
οπότε παίρνει τη µορφή: 

0 ,vva a i z
ν

θ θσυν ηµ
ν ν

  = + =    
   όπου 

,v
oz a iθ θσυν ηµ

ν ν
 = + 
 

                µε 
0, 0

,
, 0
αν α

θ
π αν α

> 
=  < 

 
 

 

Έτσι η εξίσωση vz a=  γράφεται διαδοχικά: 

0
v v vz a z z= =⇔  

            
0

1
v

z
z

 
= 

 
⇔  

                                           
0

z
z

⇔  νιοστή ρίζα της µονάδας 

                               
0

, 0,1,2,..., 1z
z

κω κ ν= −⇔  

                                         0 , 0,1,2,..., 1kz z z kκω ν= = = −⇔  
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Άρα οι νιοστές ρίζες του αριθµού α είναι οι νιοστές ρίζες της 
µονάδας πολλαπλασιασµένες µε το µιγαδικό z0. Έτσι, για παρά-
δειγµα: 

•   Η εξίσωση 4 16,z =  επειδή 4 0 016 2,
4 4oz iσυν ηµ = + = 

 
έχει 

τέσσερις ρίζες, τους αριθµούς: 

2 , 0,1,2,3kz kκω= =   όπου  
2 2
4 4

i iπ πω συν ηµ= + =   

•   Η εξίσωση 4 16,z = −  επειδή  2 ,
4 4oz iπ πσυν ηµ = + 

 
 έχει 

τέσσερις ρίζες, τους αριθµούς: 

2 , 0,1,2,3,
4 4

k
kz i kπ πσυν ηµ ω = + = 

 
 όπου 

2 2 .
4 4

i iπ πω συν ηµ= + =  

 
Τέλος, επιλύονται πολυωνυµικές εξισώσεις µε πραγµατικούς 

συντελεστές. 
 
Με τη διδασκαλία του κεφαλαίου αυτού επιδιώκεται οι µαθη-

τές: 
1. Να γνωρίζουν: 

α) την έννοια του µιγαδικού αριθµού και  
β) πότε δύο µιγαδικοί αριθµοί είναι ίσοι. 

2. Να µπορούν να βρίσκουν: 
α) το άθροισµα, το γινόµενο, τη διαφορά και το πηλίκο 
µιγαδικών αριθµών.  
β) το µέτρο ενός µιγαδικού αριθµού και να λύνουν προβλή-
µατα σε συνδυασµό µε τις κωνικές τοµές. 

3.  Να γνωρίζουν: 
α) την έννοια του συζυγούς ενός µιγαδικού αριθµού. 
β) ιδιότητες των συζυγών µιγαδικών αριθµών. 

4. Να µπορούν να γράφουν ένα µιγαδικό αριθµό σε τριγωνοµε-
τρική µορφή και να υπολογίζουν: 
α) το γινόµενο και το πηλίκο µιγαδικών αριθµών που είναι 
γραµµένοι σε τριγωνοµετρική µορφή. 
β) ακέραιες δυνάµεις µιγαδικών αριθµών που είναι γραµµέ-
νοι σε τριγωνοµετρική µορφή (Τύπος De Moivre). 
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5. Να µπορούν να επιλύουν εξισώσεις της µορφής vz a=  µε 
a∈\  και απλές πολυωνυµικές εξισώσεις µε πραγµατικούς 
συντελεστές. 
 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 
∆εν θα διδαχθούν οι παράγραφοι 2.4 «Τριγωνοµετρική µορ-

φή µιγαδικού» και 2.5 «Πολυωνυµικές εξισώσεις στο ^». 
 
 
 

ΜΕΡΟΣ Β΄ 
 
Κεφάλαιο 1. Προτείνεται να διατεθούν µέχρι 24 διδακτικές ώρες. 

 
Το κεφάλαιο αυτό αποτελείται από τρεις επιµέρους ενότητες:  
α) Τις βασικές έννοιες της ανάλυσης, 
β) Το όριο συνάρτησης σε ένα σηµείο { }0 ,x ∈ −∞ +∞\∪  και  

γ) Τη συνέχεια συνάρτησης. 
 
Α) Το περιεχόµενο της πρώτης ενότητας είναι σηµείο ανα-

φοράς για τα επόµενα. Οι περισσότερες από τις έννοιες που 
περιέχονται στην ενότητα αυτή είναι ήδη γνωστές στους µαθη-
τές. Γι’ αυτό η διδασκαλία δεν πρέπει να στοχεύει στην εξυπαρ-
χής αναλυτική παρουσίαση γνωστών εννοιών, αλλά στο να δίνει 
"αφορµές" στους µαθητές να ανατρέχουν στα βιβλία των προη-
γούµενων τάξεων και να επαναφέρουν στη µνήµη τους γνωστές 
έννοιες και προτάσεις που θα τις χρειαστούν στα επόµενα. 

Επισηµαίνεται ότι το πεδίο ορισµού κάθε συνάρτησης είναι 
διάστηµα ή ένωση διαστηµάτων. Οι εφαρµογές και οι ασκήσεις 
που αναφέρονται στην εύρεση του πεδίου ορισµού µιας συνάρ-
τησης, έχουν σκοπό την άσκηση των µαθητών στην επίλυση ανι-
σώσεων, των οποίων γίνεται χρήση και στα επόµενα κεφάλαια. 

Το σύνολο τιµών µιας συνάρτησης προσδιορίζεται, όταν 
χρειάζεται, µόνο µε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης. 
Αργότερα, βέβαια, για το σκοπό αυτό θα χρησιµοποιηθεί και η 
παράγωγος. 

Η µονοτονία και τα ακρότατα µιας συνάρτησης, που περι-
λαµβάνονται στην ενότητα αυτή, µελετώνται διεξοδικά στο κεφ. 
2 µε τη βοήθεια των παραγώγων. 

Β) Στη δεύτερη ενότητα του κεφαλαίου αυτού εισάγεται ε-
ποπτικά µε κατάλληλα παραδείγµατα η έννοια του ορίου συνάρ-



 

 

127 

τησης f  στο 0x ∈\ . Προϋπόθεση για την ύπαρξη του ορίου 

µιας συνάρτησης στο 0x  είναι να ορίζεται σ' ένα σύνολο της 

µορφής 0 0( , ) ( , )a x x β∪  ή 0( , )a x ή 0( , ).x β  
Κατά την εποπτική διδασκαλία του ορίου, για οικονοµία χρό-

νου, συνιστάται τα σχήµατα και η ερµηνεία τους να γίνονται µε 
διαφάνειες ή µε φωτοτυπίες, που θα µοιραστούν στους µαθη-
τές, ή ακόµα και µέσα από ανοικτά βιβλία. 

Επισηµαίνεται εδώ ότι η διδασκαλία του ορίου δεν αποτελεί 
αυτοσκοπό αλλά στοχεύει στην προετοιµασία για την εισαγωγή 
στις έννοιες της παραγώγου και του ολοκληρώµατος που απο-
τελούν και το κέντρο βάρους του Β΄ µέρους. Γι' αυτό πρέπει να 
αποφεύγεται η άσκοπη ασκησιολογία και η λύση ασκήσεων µε 
τη βοήθεια του ορισµού του ορίου συνάρτησης στο 0 .x ∈R  Ο 
προσδιορισµός του ορίου συνάρτησης πρέπει να γίνεται µε ε-
φαρµογή των ιδιοτήτων των ορίων. Όρια τα οποία υπολογίζονται 
ευκολότερα µε τον κανόνα De L' Hospital, να διδαχτούν αργότε-
ρα (κεφ. 2) µε τη βοήθεια του κανόνα αυτού. Ο ορισµός του ο-
ρίου συνάρτησης στο 0x  αναγράφεται µόνο για την πληρότητα 
του κεφαλαίου αυτού. 

Επίσης εποπτικά ορίζεται η έννοια του µη πεπερασµένου ο-
ρίου συνάρτησης στο 0 ,x ∈\  ενώ τα όρια προσδιορίζονται και 
στην περίπτωση αυτή µόνο µε τη βοήθεια των ιδιοτήτων τους. Ο 
ορισµός αναγράφεται µόνο για την πληρότητα του βιβλίου. 

 
ΣΧΟΛΙΟ 
Κατά τον υπολογισµό του 

0

lim ( ( )),
x x

f g x
→

 είναι αναγκαίο να ισχύει 

0( ) ,g x u≠  κοντά στο 0 ,x  
Πράγµατι, ας θεωρήσουµε τις συναρτήσεις ,f g  µε  

0, 0
( ) ( ) .

1, 0
αν
αν

≠ 
= =  = 

  
 
x

f x g x
x

 

Τότε 
1, 0

( ( )) ,
0, 0
αν
αν

≠ 
=  = 

 
 
x

f g x
x

 

Οπότε, για 0 0,x =  έχουµε 

0

lim
x x→

( ( ))f g x =
0

lim
x→

( ( ))f g x =
0

lim1 1
x→

=  
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Όµως 0u =
0

lim
x x→

( )g x =
0

lim
x→

( ) 0,g x =  οπότε 

               
0

lim
u u→

( )f u =
0

lim
u→

( )f u =
0

lim0 0.
u→

=  

Έτσι, έχουµε 
               

0

lim
x x→

( ( ))f g x ≠
0

lim
u→

( )f u  

Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι 
         0( ) 0,g x u= =  κοντά στο 0.x  
 
Γ) Στην τρίτη και τελευταία ενότητα του κεφαλαίου αυτού 

παρουσιάζεται εποπτικά η έννοια της συνέχειας µιας συνάρτη-
σης σε ένα σηµείο 0x  του πεδίου ορισµού της. Τα θεωρήµατα 
Bolzano και ενδιάµεσης τιµής χρησιµοποιούνται για τον προσ-
διορισµό του πρόσηµου µιας συνεχούς συνάρτησης f  στο πε-
δίο ορισµού της καθώς και για να διαπιστωθεί αν η εξίσωση 

[ ]( ) 0, ,f x x a β= ∈  έχει ρίζες στο ( , ).a β  Επισηµαίνεται, ότι ο 

υπολογισµός του συνόλου τιµών µιας συνάρτησης καθώς και 
της µέγιστης και ελάχιστης τιµής της θα γίνει µε τη βοήθεια 
των παραγώγων. 

Σε γενικές γραµµές, µε τη διδασκαλία του κεφαλαίου αυτού 
επιδιώκεται οι µαθητές:  
1. Να µπορούν να βρίσκουν από τη γραφική παράσταση µιας 

συνάρτησης: 
• το πεδίο ορισµού της 
• το σύνολο τιµών της 
• την τιµή της σ' ένα σηµείο 0.x  

2.  Να γνωρίζουν τις γραφικές παραστάσεις των βασικών συ-
ναρτήσεων. 

3.  Να µπορούν να βρίσκουν το άθροισµα, το γινόµενο, το πηλί-
κο και τη σύνθεση απλών συναρτήσεων. 

4.  Να γνωρίζουν την έννοια της συνάρτησης "1–1", τις βασικές 
ιδιότητες της και να κατανοήσουν τη διαδικασία εύρεσης 
της αντίστροφης µιας απλής συνάρτησης. Να γνωρίζουν, ε-
πιπλέον, ότι οι γραφικές παραστάσεις δύο αντίστροφων συ-
ναρτήσεων είναι συµµετρικές ως προς τη διχοτόµο της πρώ-
της και τρίτης γωνίας των αξόνων. 

5.  Να µπορούν να εκφράζουν, µε τη βοήθεια συνάρτησης, τον 
τρόπο µε τον οποίο συνδέονται οι τιµές δύο µεγεθών σε 
διάφορα προβλήµατα. 
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6.  Να µπορούν να βρίσκουν το όριο µιας συνάρτησης στο 

0 ,x ∈  όταν δίνεται η γραφική της παράσταση. 
7.  Να γνωρίζουν τις ιδιότητες του ορίου συνάρτησης και µε τη 

βοήθειά τους να υπολογίζουν τα όρια απλών συναρτήσεων. 
8.  Να µπορούν να διαπιστώνουν την ύπαρξη µη πεπερασµένων 

ορίων συναρτήσεων από τη γραφική τους παράσταση. 
9.  Να µπορούν να υπολογίζουν τα όρια πολυωνυµικών ή ρητών 

συναρτήσεων στο +∞  και στο .−∞  
10.  Να γνωρίζουν τις γραφικές παραστάσεις της εκθετικής και 

της λογαριθµικής συνάρτησης και τα όρια τα σχετικά µε τις 
συναρτήσεις αυτές. 

11.  Να γνωρίζουν την έννοια της ακολουθίας και την έννοια του 
ορίου ακολουθίας. 

12.  Να κατανοήσουν την έννοια της συνέχειας συνάρτησης σε 
σηµείο 0x  του πεδίου ορισµού της. 

13.  Να αναγνωρίζουν τη συνέχεια µιας συνάρτησης f σε σηµείο 
ή διάστηµα, από τη γραφική παράστασή της. 

14.  Να γνωρίζουν τις βασικές συνεχείς συναρτήσεις και ότι το 
άθροισµα, η διαφορά, το γινόµενο, το πηλίκο καθώς και η 
σύνθεση συνεχών συναρτήσεων είναι συνεχής συνάρτηση. 

15.  Να γνωρίζουν τα βασικά θεωρήµατα: Bolzano, ενδιάµεσης 
τιµής και µέγιστης - ελάχιστης τιµής, όταν η συνάρτηση ορί-
ζεται σε κλειστό διάστηµα και να µπορούν να τα εφαρµό-
ζουν, στην εύρεση του πρόσηµου µιας συνεχούς συνάρτη-
σης, στην εύρεση του συνόλου τιµών και του πλήθους των 
ριζών συναρτήσεων των οποίων είναι γνωστά τα διαστήµατα 
µονοτονίας και το είδος της µονοτονίας. 

 
 
Κεφάλαιο 2. Προτείνεται να διατεθούν µέχρι 35 διδακτικές ώρες. 

 
Στο κεφάλαιο αυτό, καθώς και στο επόµενο, καταβάλλεται 

κάθε προσπάθεια για την υλοποίηση του κύριου στόχου της δι-
δασκαλίας της Ανάλυσης που είναι: η χρήση της παραγώγισης 
και της ολοκλήρωσης στις εφαρµογές. Με αφορµή την προσπά-
θεια για τον ορισµό της εφαπτοµένης µιας καµπύλης ( )y f x=  
σε ένα σηµείο της και της στιγµιαίας ταχύτητας ενός κινητού 
εισάγεται η έννοια της παραγώγου µιας συνάρτησης σ' ένα ση-
µείο της. Έτσι καθορίζεται η γεωµετρική σηµασία της παραγώ-
γου της ( )y f x=  σ' ένα σηµείο της, που είναι ο συντελεστής δι-
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εύθυνσης της εφαπτοµένης της στο σηµείο αυτό, καθώς και η 
φυσική σηµασία της παραγώγου, που είναι ο ρυθµός µεταβολής 
ενός µεγέθους π.χ. στιγµιαία ταχύτητα, ένταση ρεύµατος κτλ. 

Σ' όλο το κεφάλαιο γίνεται ευρεία χρήση της εποπτικής πα-
ρουσίασης των διαφόρων προτάσεων, ενώ οι εξειδικευµένες 
αποδείξεις παραλείπονται. Ακόµη, το κεφάλαιο είναι εµπλουτι-
σµένο µε πολλές εφαρµογές του ∆ιαφορικού Λογισµού στη Γε-
ωµετρία και τις άλλες επιστήµες. 

Σε γενικές γραµµές, µε τη διδασκαλία του κεφαλαίου αυτού 
επιδιώκεται οι µαθητές:  
1.  Να γνωρίσουν τον ορισµό της παραγώγου συνάρτησης σ' 

ένα σηµείο 0x  και να την ερµηνεύουν ως ρυθµό µεταβολής. 
2.  Να γνωρίζουν τις έννοιες ταχύτητα και επιτάχυνση κινητού, 

οριακό κόστος, οριακή είσπραξη, οριακό κέρδος και τη σχέ-
ση τους µε την έννοια της παραγώγου. 

3.  Να γνωρίζουν σε ποια σηµεία της γραφικής παράστασης 
µιας συνάρτησης ορίζεται η εφαπτοµένη και να µπορούν κά-
θε φορά να σχηµατίζουν την εξίσωση της. 

4.  Να γνωρίζουν: 
• ότι κάθε παραγωγίσιµη συνάρτηση σε σηµείο 0x  είναι συ-
νεχής στο σηµείο αυτό 

• Τις παραγώγους βασικών συναρτήσεων 
• Τον κανόνα της αλυσίδας και 
• Να µπορούν µε τη βοήθειά τους να βρίσκουν παραγώ-
γους συναρτήσεων. 

5.  Να κατανοήσουν τα θεωρήµατα Rolle, Μέσης Τιµής και 
Fermat και να µπορούν να τα εφαρµόζουν σε απλές ασκή-
σεις. 

6.  Να µπορούν να προσδιορίζουν τα διαστήµατα στα οποία µια 
συνάρτηση είναι: 
• Σταθερή 
• Γνησίως αύξουσα ή γνησίως φθίνουσα 
• Κυρτή ή κοίλη 
• και να βρίσκουν: 
 α) Τα τοπικά ακρότατα και 
β) Τα σηµεία καµπής της. 

7.  Να µπορούν να βρίσκουν το σύνολο τιµών µιας συνάρτησης 
και το σύνολο λύσεων µιας εξίσωσης ( ) 0.f x =  

8.  Να µπορούν να εφαρµόζουν τους κανόνες de L' Hospital 
στον υπολογισµό ορίων. 
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9.  Να µπορούν να βρίσκουν τις ασύµπτωτες της γραφικής πα-
ράστασης µιας συνάρτησης. 

10.  Να µπορούν να χαράζουν τη γραφική παράσταση µιας συ-
νάρτησης µε τη βοήθεια των παραγώγων. 
 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 
 
Κατά τη διδασκαλία του 2ου κεφαλαίου 

• Να µη διδαχτούν: 
α) Η υποπαράγραφος µε τίτλο «Κατακόρυφη εφαπτοµένη». 
β) Η απόδειξη του θεωρήµατος της σελίδας 262 και 
γ) Το κριτήριο της δεύτερης παραγώγου (Θεώρηµα σελ. 264). 

• Η µελέτη των κυρτών, κοίλων και σηµείων καµπής να περιο-
ριστεί σε συνεχείς συναρτήσεις που είναι δυο, τουλάχιστον, 
φορές παραγωγίσιµες σε κάθε εσωτερικό σηµείο του πεδί-
ου ορισµού τους. 
 
 

Κεφάλαιο 3. Προτείνεται να διατεθούν µέχρι 32 διδακτικές ώρες. 
 
Στο κεφάλαιο αυτό ορίζεται πρώτα η παράγουσα και το αόριστο 

ολοκλήρωµα µιας συνάρτησης και στη συνέχεια η έννοια του ορι-
σµένου ολοκληρώµατος µε το πρόβληµα του υπολογισµού του εµ-
βαδού ενός παραβολικού χωρίου. Ο τρόπος αυτός εισαγωγής του 
ολοκληρώµατος, µολονότι δε συµφωνεί µε την ιστορική εξέλιξη της 
έννοιας του ολοκληρώµατος, εξυπηρετεί τη διδακτική πράξη. Γιατί, 
εφόσον προηγείται η παραγώγιση, είναι εύλογο να ακολουθήσει α-
µέσως το αόριστο ολοκλήρωµα ως αποτέλεσµα της αντίστροφης 
διαδικασίας της παραγώγισης. Επιπλέον, µε τη διάταξη αυτή της 
ύλης, είναι δυνατόν από πολύ νωρίς να γίνονται εφαρµογές του ο-
λοκληρωτικού λογισµού οι οποίες ανάγονται στη λύση απλών ''δια-
φορικών εξισώσεων". Οι διαφορικές εξισώσεις που µελετώνται στο 
κεφάλαιο αυτό είναι οι: α) διαφορικές εξισώσεις µε χωριζόµενες µε-
ταβλητές και β) οι γραµµικές διαφορικές εξισώσεις πρώτης τάξεως. 

Ειδικότερα µε τη διδασκαλία του κεφαλαίου αυτού επιδιώκε-
ται οι µαθητές: 
1.  Να κατανοήσουν τις έννοιες 

• Παράγουσα ή αρχική συνάρτηση 
• Αόριστο ολοκλήρωµα 
• και να µπορούν να υπολογίζουν απλά αόριστα ολοκληρώ-

µατα µε τη βοήθεια των µεθόδων ολοκλήρωσης. 
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2.  Να επιλύουν προβλήµατα στα οποία δίνεται ο ρυθµός µετα-
βολής ενός µεγέθους ως προς ένα άλλο και ζητείται η 
συνάρτηση που εκφράζει τη σχέση των δύο µεγεθών. 

3.  Να επιλύουν απλές διαφορικές εξισώσεις µε χωριζόµενες 
µεταβλητές και απλές γραµµικές διαφορικές εξισώσεις α΄ 
τάξεως καθώς και απλά προβλήµατα των οποίων η επίλυση 
ανάγεται στην επίλυση διαφορικών εξισώσεων των παραπά-
νω µορφών. 

4.  Να κατανοήσουν την έννοια του ορισµένου ολοκληρώµατος 
µε τη βοήθεια του παραβολικού χωρίου. 

5.  Να κατανοήσουν τις στοιχειώδεις ιδιότητες του ορισµένου 
ολοκληρώµατος και να µπορούν να τις εφαρµόζουν. 

6.  Να γνωρίζουν το θεµελιώδες θεώρηµα του ολοκληρωτικού 
λογισµού και να µπορούν να το εφαρµόζουν στον υπολογι-
σµό απλών ολοκληρωµάτων. 

7.  Να κατανοήσουν το Θεώρηµα Μέσης Τιµής του Ολοκληρω-
τικού Λογισµού και να µπορούν να το εφαρµόζουν σε ασκή-
σεις και προβλήµατα. 

8.  Να υπολογίζουν τα εµβαδά επίπεδων χωρίων που ορίζονται 
από τις γραφικές παραστάσεις συναρτήσεων. 
 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 
 

Κατά τη διδασκαλία του 3ου κεφαλαίου να µη διδαχτούν:  
α)  Η παράγραφος 3.3 µε τίτλο: «∆ιαφορικές Εξισώσεις» και 
β)  Η παράγραφος 3.6 µε τίτλο: «Θεώρηµα Μέσης Τιµής του 

Ολοκληρωτικού Λογισµού». 
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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ ΣΤΙΣ «ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ» 
 
 

ΜΕΡΟΣ Α΄ 
 

Κεφάλαιο 1 
I. 

  1. Α   2. Ψ   3. Α   4. Α   5. Α   6. Ψ 7. Ψ 8. Α 
  9. Ψ 10. Ψ 11. Ψ 12. Α 13. Α 14. Ψ  
15. Ψ 16. Α 17. Α      18.     i) Ψ    ii) Ψ 

ΙΙ. 
   1. Γ   2. Α   3. Γ   4. Β   5. ∆ 

ΙΙΙ. 
1 ,β→  2 ,a→    3 δ→  

 
Κεφάλαιο 2 
1. i) ∆, ii) Γ            2. Α, Β 
3. z i z i x΄x− = + →       1 1z z y΄y− = + →  

    1z z i y x− = − → =    1z z i y x+ = + → =  

4. 45 , 45 , 225 , 135k ki k ki k ki k ki+ → − → − − − → − + →D D D D  
5. A,  B,  ∆, 

6. 
2 2 2 2 2 2 2 2: , : , : , :

2 2 2 2 2 2 2 2
A i B i i i+ − + Γ − − ∆ −  

7. ,z→ ∆    
1 ,
2
z E→    

1 ,
z

→ Θ    ,z− → Γ    z B− →  

 
 

ΜΕΡΟΣ Β΄ 
 
Κεφάλαιο 1 

I. 
1. Ψ, Α 2. Α   3.Ψ   4. Ψ   5. Α, Ψ     6. Α  7. Ψ 
8. Ψ 9. Ψ 10. Α 11. Α 12. Α 

ΙΙ. 
1. Β 2. Ε 3. Ε 4. ∆ 

ΙΙΙ. 
1. Γ 2. Α, Γ, Ε 3. Ε 
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Κεφάλαιο 2 
I. 

1. Α    2. Α       3. Α         4. Ψ, Α         5. Α, Ψ           6. Α 
7. Ψ    8. Α       9. Ψ, Α     10. Ψ, Ψ, Ψ, Α     11. Ψ, Α, Ψ    12. Α 

ΙΙ. 
1. Β     2. Γ       3. Ε     4. Γ  5. Γ    6. Γ 7. Ε     8. Γ 

ΙΙΙ. 
1. a E→   ,β → Α   ,γ → Β   δ → ∆  
2. 1 ,→ ∆    2 ,→ Γ    3 → Α  

 
Κεφάλαιο 3 

Ι. 
1. Α 2. Ψ   3. Α  4. Ψ   5. Α  6. Ψ     7. Α 
8. Α 9. Α 10. Α 11. Α 12. Α 13. Α   14. Ψ 

ΙΙ. 
1. ∆ 2. ∆   3. ∆   4. Α   5. Γ   6. Β     7. ∆ 
8. Β 9. Γ 10. Γ 11. ∆ 

ΙΙΙ. 
1. ∆      2. Β, ∆ 

3. Αν F είναι µία παράγουσα της 
1( ) ,f x
x

=  τότε η σχέση     

1 11dx dx
x x

= +∫ ∫  γράφεται 1 2( ) 1 ( ) ,F x c F x c+ = + +  οπότε 1 2 1c c− =  

και όχι, 0=1. Εποµένως δεν ισχύει η ιδιότητα της διαγραφής για 
την πρόσθεση αόριστων ολοκληρωµάτων. 
4. Επειδή το x παίρνει και την τιµή 0, δεν µπορούµε να θέσουµε 

1 0.x
u

= ≠  

5. F (0) = 0,   F (2) = 2,   F (3) = 4,   F (4) = 6,   F (6) = 12 
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ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ ΚΑΙ ΣΧΟΛΙΑ 
ΕΠΙ ΑΣΚΗΣΕΩΝ ΤΟΥ ΒΙΒΛΙΟΥ 

 
 
Άσκηση 6 / Β΄ οµάδας / §1.2 

Κατά την επίλυση της άσκησης αυτής, να τονιστούν τα ακό-
λουθα: 
Ερώτηµα (ii): 

Επειδή ,f g gD D= =ο  θα ισχύει ( ) .fg D⊆  Όµως 

( ) ( ,0].g = −∞R  Άρα ισχύει: 
( ) ( ,0].fD g⊇ = −∞  

Αν ( ) ( ,0],y g∈ = −∞  τότε θα είναι 2( ) ,y g x x= = −  για κάποιο 
.gx D∈ =  Εποµένως θα ισχύει  

2( ) ( ( )) 1 1f y f g x x y= = + = −  

Άρα, στο ( ) ( ,0]g = −∞  η f  ορίζεται από τον τύ-

πο ( ) 1 .f x x= −  Στο ( )fD g−  η f  µπορεί να οριστεί µε οποιο-

δήποτε τρόπο. Εποµένως, υπάρχουν άπειρες συναρτήσεις f  
που ικανοποιούν τις υποθέσεις του ερωτήµατος αυτού. Αυτές 
περιγράφονται από τον τύπο: 

1 , ( ,0]( ) ,
( ), ( ,0]

 − ∈ −∞ =  
∈ − −∞  

x xf x
h x x A

 

όπου fA D=  είναι οποιοδήποτε υπερσύνολο του ( ,0]−∞  και h 

οποιαδήποτε συνάρτηση που µπορεί να οριστεί στο ( ,0].A− −∞  
 

Πράγµατι, η συνάρτηση fοg: 
 

 Ορίζεται εφόσον:
( )

g

f

x D

g x D
και

∈ 
 
 
 ∈ 

2 .
x

x
x A
∈ 

∈ 
− ∈ 

⇔ ⇔ Άρα .f gD =ο  

 

 Έχει τύπο: 2 2( )( ) ( ( )) 1 ( ) 1 ( ) 1 ,= = − = − − = +f g x f g x g x x xο  
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∆ιότι 2( ) 0,g x x= − ≤  για κάθε .gx D∈  Παρατηρούµε, λοιπόν, 

ότι δεν έχει σηµασία για τη σύνθεση f gο  ο τύπος της f στο 
( ,0].A− −∞  
 

Ερώτηµα (iii): 
Υπάρχουν άπειρες συναρτήσεις f  που ικανοποιούν τις υπο-

θέσεις του ερωτήµατος αυτού. Αυτές περιγράφονται από τον τύ-
πο: 

,
( ) ,

,
S

f x
S

ηµχ χ
ηµχ χ

∈ 
=  − ∉

 όπου S τυχαίο υποσύνολο του .  

 
και τούτο διότι η ισότητα: 

2 2( ) ,f x ηµ χ=  για κάθε x∈  
 
σηµαίνει ότι: ( )f x ηµχ=  για κάποια x∈  και ( )f x ηµχ= −  για τα 
υπόλοιπα x∈ . 
 

Εδώ, πρέπει να τονιστεί ιδιαίτερα ότι, όταν ισχύει: 
2 2( ) ( ),f x g x= για κάθε ,x A∈ ⊆  

 
δεν σηµαίνει ότι ισχύει: 

( ( ) ( ),f x g x=  για κάθε )x A∈  ή ( ( ) ( ),f x g x= −  για κάθε ),x A∈  
αλλά σηµαίνει ότι υπάρχει ,B A⊆  τέτοιο ώστε: 

( ),
( )

( ),
g x

f x
g x

 
=  − 

x B
x A B
∈
∈ −

 

 
Ως παράδειγµα αναφέρουµε τις συναρτήσεις 

  ( )f x x=  και  ( ) ,g x x=  

 
για τις οποίες ισχύει: 2 2( ) ( ),f x g x=  για κάθε x∈ . 

Όµως οι συναρτήσεις αυτές δεν είναι ούτε ίσες, ούτε αντί-
θετες, αλλά ισχύει: 
 

( ),
( )

( ),
g x

f x
g x

 
=  − 

 
[0, )
( ,0)

x
x
∈ +∞
∈ −∞
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Τα παραπάνω πρέπει να τονιστούν για άλλη µια φορά κατά 
την επίλυση της Άσκησης 7 / Β΄ Οµάδας / §1.8. 

Κατά την επίλυση των παραπάνω ασκήσεων πρέπει, επιπλέ-
ον, να τονιστεί ότι, όταν ισχύει: 

( ) ( ) 0,f x g x =⋅ για κάθε ,x A∈ ⊆  
 

δεν σηµαίνει ότι ισχύει: 
( ( ) 0,f x =  για κάθε )x A∈ ⊆  ή ( ( ) 0,g x = για κάθε ),x A∈ ⊆  

αλλά σηµαίνει ότι υπάρχει ,B A⊆  τέτοιο ώστε: 
( ( ) 0,f x =  για κάθε )x B∈ και ( ( ) 0,g x =  για κάθε ).x A B∈ −  
Ως παράδειγµα αναφέρουµε τις συναρτήσεις:  

0, 0
( )

, 0
x

f x
x x

< 
=  
 ≥

    και    
, 0

( )
0, 0
x x

g x
x
< 

=  
 ≥

 

 
Για τις οποίες ισχύει: ( ) ( ) 0,f x g x =⋅  για κάθε .x∈  Όµως, 

καµία από τις συναρτήσεις αυτές δεν είναι η µηδενική συνάρτη-
ση. 

 
Άσκηση 3 / A΄ οµάδας / §1.3 

Κατά την επίλυση της άσκησης αυτής, να τονιστούν τα ακό-
λουθα: 
• Τα κοινά σηµεία (αν υπάρχουν) της γραφικής παράστασης 

µιας αντιστρέψιµης συνάρτησης f  µε την ευθεία y x=  είναι 
τα ίδια µε τα κοινά σηµεία της γραφικής παράστασης της αντί-
στροφης της f µε την ευθεία y x=  (σχήµατα: 1ο ,3ο και 4ο ). 

• Ενδέχεται οι γραφικές παραστάσεις µιας αντιστρέψιµης συ-
άρτησης f και της αντίστροφής της να έχουν κοινά σηµεία 
και εκτός της ευθείας y x=  (σχήµα: 4ο). 

  
Άσκηση 3 / Β΄ οµάδας / §2.6   &   Άσκηση 5 / Α΄ οµάδας / §2.8 

2) Κατά την επίλυση των ασκήσεων αυτών να δοθεί ο ορι-
σµός της επιταχυνόµενης (αντιστοίχως επιβραδυνόµενης) κί-
νησης ως εξής: 

 
ΟΡΙΣΜΟΣ: Η ευθύγραµµη κίνηση ενός κινητού λέγεται επι-

ταχυνόµενη (αντιστοίχως επιβραδυνόµενη), όταν το µέτρο της 
ταχύτητας υ(t), δηλαδή η |υ(t)|, αυξάνεται (αντιστοίχως µειώνε-
ται). 
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Με βάση τον ορισµό αυτό: 
• Στην κατακόρυφη βολή σώµατος προς τα άνω η ταχύτητα 

υ(t) είναι γνησίως φθίνουσα, αφού υ΄(t)= α(t)= – g<0. Επο-
µένως: 

 Όταν το σώµα ανέρχεται, επειδή υ(t)>0 και υ(t) ↓ , θα ισχύει 
|υ(t)| ↓ , οπότε η κίνηση είναι επιβραδυνόµενη, ενώ 

 Όταν το σώµα κατέρχεται, επειδή υ(t)<0 και υ(t) ↓ , θα ισχύει 
|υ(t)| ↑ , οπότε η κίνηση είναι επιταχυνόµενη. 

 
• Στην άσκηση 3(iii) της σελίδας 257 έχουµε τον ακόλουθο πί-

νακα: 
 

t 0  1  3  4  5 

 
Πρόσηµο 
της 

α(t)=x΄΄(t) 

 +  0 −  0 +   +   

Μονοτονία 
της 

υ(t)=x΄(t) 

 
 
 
 
-16 
TE 

 

0 
TM

  
 
 
 
-16 
TE 

  
 
0 
 

 

64 
TM 

Πρόσηµο 
της 

υ(t)=x΄(t) 
 −  0 −   −  0 +   

Μονοτονία  
της 

υ(t) 

 
16 
TM 

  
 
 
 
0 
TE 

 

 
16 
TM

  
 
 
 
0 
TE

 

64 
TM 

 
Εποµένως η κίνηση είναι επιταχυνόµενη στα διαστήµατα 

[1,3] και [4,5] (εκεί που ισχύει υ(t)α(t)≥0), και επιβραδυνόµενη 
στα διαστήµατα [0,1] και [3,4] (εκεί που ισχύει υ(t)α(t)≤0). 
 
• Στην άσκηση 5(ii) της σελίδας 278 η κίνηση είναι επιταχυνό-

µενη στα διαστήµατα [0, t1] και [t2, t3], όπου υ(t)α(t)≥0, και ε-
πιβραδυνόµενη στα διαστήµατα  [t1,  t2] και  [t3,+∞), όπου 
υ(t)α(t)≤0. 
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III. ΛΟΓΙΚΗ: ΘΕΩΡΙΑ ΚΑΙ ΠΡΑΚΤΙΚΗ  
ΣΚΟΠΟΙ ΤΟΥ ΜΑΘΗΜΑΤΟΣ ΤΗΣ ΛΟΓΙΚΗΣ 

 
 
Το γενικό πρόβληµα της λογικής είναι «πότε η νόηση είναι 

σωστή», δηλαδή η λογική ασχολείται µε τους κανόνες που χρη-
σιµοποιούµε για να σκεπτόµαστε ορθά και να βγάζουµε σωστά 
συµπεράσµατα. Έτσι, µελετάει τον τρόπο που µια πρόταση συ-
νεπάγεται από άλλες προτάσεις. Πρώτος ο Αριστοτέλης µελέ-
τησε τη λογική συστηµατικά και έδειξε τρόπους µε τους οποί-
ους, από ορισµένες υποθέσεις, φτάνουµε σε σωστά συµπερά-
σµατα. Ακόµα, η λογική ενδιαφέρεται για τις αποδείξεις, όπως 
επιχειρήµατα και συλλογισµούς, αφού θέλει να θέσει τέτοιους 
όρους, ώστε η έρευνα της αλήθειας να είναι ασφαλής. Εποµέ-
νως, µε συντοµία, λέµε ότι «λογική είναι η επιστήµη που εξετάζει 
τους βασικούς νόµους της νόησης και τους όρους της ορθής 
σκέψης και έρευνας της αλήθειας». 

Στην εποχή µας είναι αρκετά διαδεδοµένη η αντίληψη ότι η 
λογική δεν έχει µεγάλη σπουδαιότητα και πρακτική σηµασία για 
τη ζωή και ότι, αντίθετα, είναι µόνο θεωρητικού χαρακτήρα. Αυ-
τή όµως δεν είναι σωστή αντίληψη, γιατί, αφού όλοι θέλουµε να 
έχουµε αληθείς απόψεις για τον εαυτό µας και τον κόσµο µέσα 
στον οποίο ζούµε, χρειαζόµαστε τη λογική. Είναι αυτή που µας 
βοηθάει να κατανοήσουµε αν οι απόψεις, οι πεποιθήσεις και οι 
εικασίες µας συγκροτούν ένα συνεπές σύνολο. 

Εκτός από αυτά, σήµερα η λογική, η οποία έχει γίνει συµβο-
λική, συνδέεται στενά µε τα µαθηµατικά και την πληροφορική. 
Γενικά, είναι χρήσιµο εργαλείο στις επιστήµες, αφού αφενός 
στηρίζει και αναλύει τη µαθηµατική σκέψη και αφετέρου συµ-
βάλλει στην τεχνητή νοηµοσύνη, τη λογική σχεδίαση κυκλωµά-
των, τον έλεγχο προγραµµάτων κ.ά. 

Τέλος, ένας από τους γενικούς σκοπούς της σύγχρονης εκ-
παίδευσης είναι να εφοδιάζει τους µαθητές, και µελλοντικούς 
ενεργούς πολίτες, µε ποιοτική παιδεία, στην οποία όλοι έχουν 
πρόσβαση. Να ενθαρρύνει, επίσης, τους µαθητές να κατασκευά-
ζουν µόνοι τους τη γνώση, µε την ενεργητική συµµετοχή στη 
µαθησιακή διαδικασία και τη διερευνητική µάθηση, και να επι-
διώκουν να συµµετέχουν σε παραπέρα συνεχή διά βίου εκπαί-
δευση.  
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Συνδυάζοντας την ουσία της επιστήµης της λογικής µε τους 
γενικούς σκοπούς της σύγχρονης εκπαίδευσης, το µάθηµα της 
λογικής θέτει τους δικούς του ειδικούς σκοπούς, οι οποίοι είναι: 
• Να διδάξει τη λογική ως σύνολο από έννοιες-κλειδιά και θε-

µελιώδεις δοµές της λογικής σκέψης. 
• Να προσεγγίσει τη λογική ως αφηρηµένη και αυτόνοµη πε-

ριοχή γνώσης, αλλά και ως χρήσιµο εργαλείο.  
• Να παρουσιάσει τη λογική ως διευρυνόµενο και ανοιχτό 

γνωστικό αντικείµενο.  
• Να δηµιουργήσει θετικές στάσεις των µαθητών απέναντι στη 

λογική. 
• Να καλλιεργήσει τη λογική σκέψη του µαθητή, και ενεργού 

αυριανού πολίτη, και να τον βοηθήσει να µορφοποιήσει ένα 
τρόπο σκέψης. 

• Να ξεκινήσει τη µάθηση από διάφορες καταστάσεις προ-
βληµατισµού. 

• Να βοηθήσει το µαθητή να διατυπώνει µε ακρίβεια και σα-
φήνεια τις απόψεις του και να είναι σε θέση να τις υποστηρί-
ξει µε επιχειρήµατα. 
Επίσης, πρέπει να τονιστεί ότι: 

• Η χρήση του σχολικού βιβλίου δεν αποσκοπεί µόνο στο να 
βοηθήσει το µαθητή να µάθει λογική, αλλά κυρίως να γίνει η 
αφετηρία για δηµιουργία ενδιαφέροντος και παραπέρα 
προσωπική εργασία. 

• Το σχολικό βιβλίο της λογικής δεν είναι µε κανένα τρόπο 
αντικείµενο αποµνηµόνευσης, αλλά κατανόησης, εµβά-
θυνσης και εφαρµογής. 

• Το µάθηµα, όµως, θα έχει πετύχει το βασικό του στόχο, αν ο 
µαθητής κατορθώσει να κατανοήσει και να εφαρµόζει τον 
τρόπο µετάφρασης προτάσεων της φυσικής γλώσσας σε 
συµβολική γλώσσα. 
 
 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΣΥΝΤΟΜΗ ΙΣΤΟΡΙΑ ΤΗΣ ΛΟΓΙΚΗΣ 
(Να διατεθούν µέχρι 8 διδακτικές ώρες) 

 
1.   Απαρχές της Λογικής 
 
• ΣΤΟΧΟΙ: Ο µαθητής να: 
– Γνωρίζει µε τι ασχολείται η Λογική, το θεµελιωτή της Λογικής, 

τα τρία πεδία των απαρχών της Λογικής. 
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– Κατανοεί αναλυτικά τη συµβολή καθενός από τα τρία πεδία 
(των Μαθηµατικών, της Φιλοσοφίας και της καθηµερινής ε-
πιχειρηµατολογίας) στη διαµόρφωση των πρώτων στοιχείων 
της Λογικής. 
 

• Ο∆ΗΓΙΕΣ ΚΑΙ ∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ 
– Να γίνει ενηµέρωση και συζήτηση για τα «Στοιχεία» του Ευ-

κλείδη. 
– Να γίνει συζήτηση για τη δίκη Πρωταγόρα και Εύαθλου. 
– Να βρουν οι µαθητές παραδείγµατα σοφισµάτων. 
 
2. Η Λογική του Αριστοτέλη 
 
•  ΣΤΟΧΟΙ: Ο µαθητής να: 
–  Γνωρίζει συνοπτικά το σύνολο των εργασιών του Αριστοτέλη 

που αφορούν στη Λογική. 
 
•  Ο∆ΗΓΙΕΣ ΚΑΙ ∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ 
– Να τονιστεί η συνεισφορά του Αριστοτέλη στη συστηµατο-

ποίηση της επιστήµης και ειδικότερα της Λογικής. 
 
3.  Περί Ερµηνείας 
 
• ΣΤΟΧΟΙ: Ο µαθητής να: 
– ∆ιακρίνει τις ατοµικές, καθολικές και µερικές προτάσεις. 
– Κατανοεί το «Τετράγωνο Αντίθεσης». 
 
• Ο∆ΗΓΙΕΣ ΚΑΙ ∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ 
–  Να βρουν οι µαθητές παραδείγµατα για τα διάφορα είδη 

προτάσεων που αναφέρονται στην ενότητα αυτή. 
–  Να δοθεί ως εργασία στους µαθητές το να βρουν γιατί ονο-

µάστηκαν τα είδη των προτάσεων µε τα γράµµατα Α, Ε, Ι, Ο. 
 
4.  Η Θεωρία Συλλογισµών 
 
•  ΣΤΟΧΟΙ: Ο µαθητής να: 
–  Κατανοεί την έννοια του συλλογισµού. 
–  Γνωρίζει τα συλλογιστικά σχήµατα και βρίσκει σχετικά πα-

ραδείγµατα.  
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•  Ο∆ΗΓΙΕΣ ΚΑΙ ∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ 
–  Να δοθεί έµφαση στη διαφορά των δύο ορισµών της έννοιας 

του συλλογισµού. 
–  Να δοθούν παραδείγµατα και να γίνουν εφαρµογές. 
– Να δοθεί ως εργασία στους µαθητές το να βρουν τα µνηµο-

νικά ονόµατα των διαφόρων τρόπων συλλογισµού. 
 
5.  Το Έργο του Θεόφραστου 
 
•  ΣΤΟΧΟΙ: Ο µαθητής να: 
–  Γνωρίζει συνοπτικά το έργο του Θεόφραστου. 
 
6.  Στωική Λογική 
 
•  ΣΤΟΧΟΙ: Ο µαθητής να: 
–  Κατανοεί το χαρακτήρα της Στωικής Λογικής. 
– Γνωρίζει και αναλύει τα παράδοξα του Ψευδόµενου και του 

Φαλακρού. 
–  Συνειδητοποιεί τη διαφορά Αριστοτελικής και Στωικής Λογικής. 
–  Γνωρίζει τα βασικά σηµεία που αφορούν στο έργο των Στωικών. 
 
•  Ο∆ΗΓΙΕΣ ΚΑΙ ∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ 
–  Να αναφερθούν και άλλα παράδοξα. 
–  Να δοθούν παραδείγµατα και άλλων εγκύρων επιχειρηµά-

των. 
 
7.  Η Λογική στην Ύστερη Αρχαιότητα, στους Άραβες και στο 

Μεσαίωνα 
 
•  ΣΤΟΧΟΙ: Ο µαθητής να: 
–  Συνειδητοποιεί τη συµπληρωµατικότητα Αριστοτελικής και 

Στωικής Λογικής. 
–  Γνωρίζει συνοπτικά περί της Λογικής στην ύστερη αρχαιότη-

τα και στους Άραβες. 
–  Γνωρίζει συνοπτικά περί της Μεσαιωνικής Λογικής. 
 
•  Ο∆ΗΓΙΕΣ ΚΑΙ ∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ 
–  Να δοθεί έµφαση στη συµπληρωµατικότητα των διαφόρων 

απόψεων της Λογικής. 
–  Να γίνει αναφορά στο έργο του Ψελλού. 
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8.   Η Νεότερη Λογική 
 
•  ΣΤΟΧΟΙ: Ο µαθητής να: 
–  Γνωρίζει τις προσπάθειες των Λάιµπνιτς και Μπολζάνο και 

πότε εισήχθη η χρήση συµβόλων στη Λογική. 
–  Γνωρίζει τις προσπάθειες της Αλγεβρικής, της Λογικιστικής 

και της Φορµαλιστικής σχολής. 
–  Γνωρίζει τη συµβολή της Μαθηµατικής Λογικής σε πολλούς 

κλάδους της σύγχρονης Επιστήµης και Φιλοσοφίας. 
 
•  Ο∆ΗΓΙΕΣ ΚΑΙ ∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ 
–  Να τονιστεί η σηµασία του προγράµµατος του Λάιµπνιτς. 
–  Να παρουσιαστεί η αναλογία αριθµητικών και λογικών πράξεων. 
–  Να γίνει αναφορά στο παράδοξο του Ράσελ. 
–  Να γίνει συζήτηση για τις µη-δίτιµες Λογικές. 
–  Να αναφερθεί το ζήτηµα συνέπειας και πληρότητας. 
 
 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ II: ΠΡΟΤΑΣΙΑΚΗ ΛΟΓΙΚΗ 
(Να διατεθούν µέχρι 18 διδακτικές ώρες) 

 
1.  Γλώσσα, Πρόταση, Αληθοτιµή Πρότασης 
 
• ΣΤΟΧΟΙ: Ο µαθητής να: 
–  ∆ιακρίνει διάφορα είδη προτάσεων. 
–  Κατανοεί την έννοια των ταυτόσηµων προτάσεων. 
–  Αναγνωρίζει τις αποφαντικές προτάσεις και πότε αυτές χα-

ρακτηρίζονται αληθείς ή ψευδείς. 
–  Κατανοεί την έννοια της αληθοτιµής µιας πρότασης. 
–  Συνειδητοποιεί την έννοια της δίτιµης Λογικής. 
–  Κατανοεί πως σε διάφορες εκφράσεις υπάρχει ένα πλαίσιο 

που καταργεί τη σηµασιολογική τους αβεβαιότητα. 
 
•  Ο∆ΗΓΙΕΣ ΚΑΙ ∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ 
–  Οι µαθητές να βρουν παραδείγµατα διαφόρων ειδών προτά-

σεων, ταυτόσηµων προτάσεων, αληθών ή ψευδών προτάσε-
ων και σηµασιολογικά αβέβαιων προτάσεων. 

 
2.  Σύνδεσµοι, Πίνακες Αληθοτιµών 
 
•  ΣΤΟΧΟΙ: Ο µαθητής να: 
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–  Γνωρίζει την έννοια του συνδέσµου. 
–  Συνειδητοποιεί την έννοια και τη χρήση του πίνακα αληθοτι-

µων και το γιατί υπάρχουν 16 τύποι συνδέσµων. 
 
•  Ο∆ΗΓΙΕΣ ΚΑΙ ∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ 
–  Να ασκηθεί ο µαθητής στο να διαχειρίζεται πίνακες αληθοτιµών. 
 
3.  Συµβολική Γλώσσα, Προτασιακές Μεταβλητές 
 
• ΣΤΟΧΟΙ: Ο µαθητής να: 
–  Κατανοεί την αναγκαιότητα εισαγωγής της συµβολικής 

γλώσσας. 
–  Γνωρίζει τη χρήση των προτασιακών µεταβλητών. 
–  Συνειδητοποιεί τη χρήση συµβόλων στη θέση των συνδέσµων. 
–  Κατανοεί τους τρεις βασικούς κανόνες στους οποίους 

υπακούει η σχέση φυσικής και συµβολικής γλώσσας. 
 
• Ο∆ΗΓΙΕΣ ΚΑΙ ∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ 
–  Να δοθεί έµφαση στην αναγνώριση προτάσεων και στη συµ-

βολική αναπαράστασή τους. 
 
4.  Σύζευξη 
 
• ΣΤΟΧΟΙ: Ο µαθητής να: 
–  Κατανοεί την έννοια της σύζευξης δυο προτάσεων, καθώς 

και το πότε αυτή είναι αληθής. 
–  Κατασκευάζει και διαχειρίζεται τον αντίστοιχο αληθοπίνακα 

και χρησιµοποιεί µε ευχέρεια το σύνδεσµο «και». 
–  Γνωρίζει πώς εκφράζεται στη φυσική γλώσσα ο σύνδεσµος 

«και». 
–  Γνωρίζει τον τρόπο επέκτασης του συνδέσµου αυτού σε πε-

ρισσότερες από δύο προτάσεις. 
 
•  Ο∆ΗΓΙΕΣ ΚΑΙ ∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ 
–  Οι µαθητές να βρίσκουν συζευκτικές προτάσεις. 
–  Οι µαθητές να βρίσκουν συζευκτικές προτάσεις που δη-

µιουργούνται όχι µε το «και» αλλά µε άλλες λέξεις όπως «ε-
νώ», «καθώς» κτλ. 

–  Οι µαθητές να κατανοήσουν ότι η τοµή δυο συνόλων είναι τα 
στοιχεία που ανήκουν και στα δυο σύνολα. 

–  Να χρησιµοποιηθεί διάγραµµα Βεν. 
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5.   ∆ιάζευξη 
 
•  ΣΤΟΧΟΙ: Ο µαθητής να: 
–  Κατανοεί την έννοια της διάζευξης δυο προτάσεων καθώς 

και το πότε αυτή είναι αληθής. 
–  Κατασκευάζει και διαχειρίζεται τον αντίστοιχο αληθοπίνακα 

και χρησιµοποιεί µε ευχέρεια το σύνδεσµο «ή». 
–  Γνωρίζει πώς εκφράζεται στη φυσική γλώσσα ο σύνδεσµος «ή». 
–  Γνωρίζει τον τρόπο επέκτασης του συνδέσµου αυτού σε πε-

ρισσότερες από δύο προτάσεις. 
 
•  Ο∆ΗΓΙΕΣ ΚΑΙ ∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ 
–  Οι µαθητές να βρίσκουν διαζευκτικές προτάσεις. 
–  Οι µαθητές να βρίσκουν διαζευκτικές προτάσεις που 

δηµιουργούνται όχι µε το «ή» αλλά µε άλλες λέξεις. 
–  Οι µαθητές να κατανοήσουν ότι η ένωση δυο συνόλων είναι 

τα στοιχεία που ανήκουν ή στο ένα σύνολο ή στο άλλο. 
–  Να χρησιµοποιηθεί διάγραµµα Βεν. 
 
6. Άρνηση 
 
•  ΣΤΟΧΟΙ: Ο µαθητής να: 
–  Κατανοεί την έννοια της άρνησης µιας πρότασης, καθώς και 

το πότε αυτή είναι αληθής. 
–  Κατασκευάζει και διαχειρίζεται τον αντίστοιχο αληθοπίνακα 

και χρησιµοποιεί µε ευχέρεια το σύνδεσµο «όχι». 
–  Γνωρίζει πώς εκφράζεται στη φυσική γλώσσα ο σύνδεσµος «όχι». 
 
•  Ο∆ΗΓΙΕΣ ΚΑΙ ∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ 
–  Οι µαθητές να βρίσκουν προτάσεις που συνδέονται µε διπλή 

συνεπαγωγή. 
–  Οι µαθητές να βρίσκουν προτάσεις που συνδέονται µε διπλή 

συνεπαγωγή και η οποία εκφράζεται µε άλλες λέξεις. 
–  Οι µαθητές να κατανοήσουν ότι η αν ένα στοιχείο ανήκει σε 

ένα σύνολο αυτό είναι ισοδύναµο µε το ότι ανήκει και σε ένα 
ίσο µε αυτό σύνολο. 

–  Να χρησιµοποιηθεί διάγραµµα Βεν. 
 
7.  Συνετταγωγή 
 
• ΣΤΟΧΟΙ: Ο µαθητής να: 
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–  Κατανοεί την έννοια της συνεπαγωγής µεταξύ δυο προτά-
σεων καθώς και το πότε αυτή είναι αληθής. 

– Κατασκευάζει και διαχειρίζεται τον αντίστοιχο αληθοπίνακα 
και χρησιµοποιεί µε ευχέρεια το σύνδεσµο «συνεπαγωγή». 

– Γνωρίζει πώς εκφράζεται στη φυσική γλώσσα ο σύνδεσµος 
«συνεπαγωγή». 

– Κατανοεί τα προβλήµατα που σχετίζονται µε το σύνδεσµο 
«συνεπαγωγή». 

 
• Ο∆ΗΓΙΕΣ ΚΑΙ ∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ 
– Οι µαθητές να βρίσκουν προτάσεις που συνδέονται µε διπλή 

συνεπαγωγή. 
– Οι µαθητές να βρίσκουν προτάσεις που συνδέονται µε συ-

νεπαγωγή και η οποία εκφράζεται µε άλλες λέξεις. 
– Οι µαθητές να κατανοήσουν ότι η αν ένα στοιχείο ανήκει σε 

ένα υποσύνολο ενός συνόλου αυτό συνεπάγεται ότι ανήκει 
και στο θεωρούµενο σύνολο. 

– Να χρησιµοποιηθεί διάγραµµα Βεν. 
 
8.  ∆ιπλή συνεπαγωγή ή ισοδυναµία 
 
• ΣΤΟΧΟΙ: Ο µαθητής να: 
–  Κατανοεί την έννοια της ισοδυναµίας δυο προτάσεων, κα-

θώς και το πότε αυτή είναι αληθής. 
–  Κατασκευάζει και διαχειρίζεται τον αντίστοιχο αληθοπίνακα 

και χρησιµοποιεί µε ευχέρεια το σύνδεσµο «ισοδυναµία». 
–  Γνωρίζει πώς εκφράζεται στη φυσική γλώσσα ο σύνδεσµος 

«ισοδυναµία». 
 
• Ο∆ΗΓΙΕΣ ΚΑΙ ∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ 
–  Οι µαθητές να βρίσκουν προτάσεις που συνδέονται µε διπλή 

συνεπαγωγή. 
–  Οι µαθητές να βρίσκουν προτάσεις που συνδέονται µε διπλή 

συνεπαγωγή και η οποία εκφράζεται µε άλλες λέξεις. 
–  Οι µαθητές να κατανοήσουν ότι η αν ένα στοιχείο ανήκει σε 

ένα σύνολο αυτό είναι ισοδύναµο µε το ότι ανήκει και σε ένα 
ίσο µε αυτό σύνολο. 

–  Να χρησιµοποιηθεί διάγραµµα Βεν. 
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9.  Προτασιακός Τύπος 
 
•  ΣΤΟΧΟΙ: Ο µαθητής να: 
–  ∆ιακρίνει τις απλές και σύνθετες προτάσεις. 
–  Γνωρίζει την έννοια, την έκφραση και τη χρήση ενός (προ-

τασιακού) τύπου. 
–  Γνωρίζει τους τέσσερις κανόνες κατασκευής τύπων - ∆ιακρί-

νει τον κύριο σύνδεσµο ενός τύπου. 
–  Κατανοεί ειδικά τη δράση σηµασία της άρνησης σε ένα τύ-

πο. 
 
• Ο∆ΗΓΙΕΣ ΚΑΙ ∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ 
–  Να δοθούν πολλά παραδείγµατα και οι µαθητές να κάνουν 

εφαρµογές. 
 
10.  Πίνακας Αλήθειας ενός Τύπου 
 
• ΣΤΟΧΟΙ: Ο µαθητής να: 
–  Γνωρίζει τι είναι ο πίνακας αλήθειας ενός τύπου. 
–  Γνωρίζει και εφαρµόζει τη διαδοχή βηµάτων για την κατα-

σκευή του πίνακα αλήθειας ενός τύπου. 
 
• Ο∆ΗΓΙΕΣ ΚΑΙ ∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ 
–  Να δοθούν πολλά παραδείγµατα και οι µαθητές να κάνουν 

εφαρµογές. 
 
11.  Παράφραση, Μετάφραση, Τυποποίηση 
 
• ΣΤΟΧΟΙ: Ο µαθητής να: 
–  Κατανοεί τις έννοιες της παράφρασης, µετάφρασης και τυ-

ποποίησης. 
–  Εκφράζει συµβολικά προτάσεις της φυσικής γλώσσας. 
 
• Ο∆ΗΓΙΕΣ ΚΑΙ ∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ 
–  Να δοθούν πολλά παραδείγµατα και οι µαθητές να κάνουν 

εφαρµογές. 
 
12.  Παραδείγµατα Τυποποίησης 
 
• ΣΤΟΧΟΙ: Ο µαθητής να: 
–  Αντιστοιχεί σε κάθε λεκτική έκφραση τη συµβολική της 
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• Ο∆ΗΓΙΕΣ ΚΑΙ ∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ 
–  Να δοθούν πολλά παραδείγµατα και οι µαθητές να κάνουν 

εφαρµογές. 
 
13.  Ταυτολογία, Αντίφαση 
 
• ΣΤΟΧΟΙ: Ο µαθητής να: 
–  Γνωρίζει την έννοια της ταυτολογίας, της αντίφασης και του 

ενδεχόµενου τύπου. 
–  Κατανοεί τους βασικότερους νόµους της Λογικής (ταυτολο-

γίες). 
–  Συνειδητοποιεί πότε δυο τύποι είναι λογικά ισοδύναµοι. 
 
• Ο∆ΗΓΙΕΣ ΚΑΙ ∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ 
–  Να δοθούν πολλά παραδείγµατα και οι µαθητές να κάνουν 

εφαρµογές. 
 
14.  Το Επιχείρηµα 
 
• ΣΤΟΧΟΙ: Ο µαθητής να: 
–  Κατανοεί την έννοια του συλλογισµού και του επιχειρήµατος. 
–  Γνωρίζει και εφαρµόζει τον τρόπο καταγραφής ενός επιχει-

ρήµατος. 
–  Γνωρίζει την έννοια του σχήµατος ενός επιχειρήµατος. 
 
• Ο∆ΗΓΙΕΣ ΚΑΙ ∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ 
–  Να δοθούν πολλά παραδείγµατα και οι µαθητές να κάνουν 

εφαρµογές. 
 
15.  Έγκυρο Επιχείρηµα 
 
• ΣΤΟΧΟΙ: Ο µαθητής να: 
–  Κατανοεί την έννοια του έγκυρου επιχειρήµατος και διακρί-

νει πότε ένα επιχείρηµα είναι πράγµατι έγκυρο. 
–  Γνωρίζει την έννοια του αντιπαραδείγµατος και τη σχέση του 

µε το σχήµα επιχειρήµατος. 
–  Ελέγχει την εγκυρότητα ή µη ενός επιχειρήµατος ακολου-

θώντας συγκεκριµένα βήµατα. 
–  Γνωρίζει έγκυρα σχήµατα επιχειρηµάτων όπως modus po-

nens, modus tollens, υποθετικός συλλογισµός και διαζευκτι-
κός συλλογισµός. 
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• Ο∆ΗΓΙΕΣ ΚΑΙ ∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ 
–  Να δοθούν πολλά παραδείγµατα και οι µαθητές να κάνουν 

εφαρµογές. 
 
16.  Απόδειξη 
 
• ΣΤΟΧΟΙ: Ο µαθητής να: 
–  Γνωρίζει την έννοια της απόδειξης και τη σχέση της µε το 

σχήµα επιχειρήµατος. 
 
• Ο∆ΗΓΙΕΣ ΚΑΙ ∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ 
–  Να δοθούν πολλά παραδείγµατα και οι µαθητές να κάνουν 

εφαρµογές. 
 
17.  Μέθοδοι Απόδειξης-Υποθετική Απόδειξη 
 
• ΣΤΟΧΟΙ: Ο µαθητής να: 
–  Κατανοεί την έννοια της υποθετικής απόδειξης και την αντί-

στοιχη µέθοδο. 
 
• Ο∆ΗΓΙΕΣ ΚΑΙ ∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ 
–  Να δοθούν πολλά παραδείγµατα και οι µαθητές να κάνουν 

εφαρµογές. 
 
18.  Μέθοδοι Απόδειξης II -Έµµεση Απόδειξη 
 
• ΣΤΟΧΟΙ: Ο µαθητής να: 
–  Κατανοεί την έννοια της έµµεσης απόδειξης (απαγωγή σε 

άτοπο) και την αντίστοιχη µέθοδο. 
–  Γνωρίζει πώς αποδεικνύεται µια διάζευξη και µια σύζευξη. 
 
• Ο∆ΗΓΙΕΣ ΚΑΙ ∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ 
–  Να δοθούν πολλά παραδείγµατα και οι µαθητές να κάνουν 

εφαρµογές. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ ΙΙΙ: ΚΑΤΗΓΟΡΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ 
(Να διατεθούν µέχρι 15 διδακτικές ώρες) 

 
1.    Εισαγωγή 
 
•  ΣΤΟΧΟΙ: Ο µαθητής να: 
–  Κατανοήσει τους λόγους για την ανάγκη µετάβασης από την 

Προτασιακή στην Κατηγορηµατική Λογική. 
–  Γνωρίζει το αντικείµενο της Κατηγορηµατικής Λογικής. 
 
•  Ο∆ΗΓΙΕΣ ΚΑΙ ∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ 
–  Να τονιστεί η ανάγκη δηµιουργίας ευέλικτης συµβολικής 

γλώσσας για την πιστότερη περιγραφή της δοµής των 
προτάσεων της φυσικής γλώσσας. 

 
2.   Η ∆οµή Υποκείµενο – Κατηγόρηµα, Τύποι 
 
•  ΣΤΟΧΟΙ: Ο µαθητής να: 
–  Γνωρίζει τις έννοιες υποκείµενο και κατηγόρηµα και τα δια-

κρίνει σε µια αποφαντική πρόταση. 
–  Γνωρίζει τους όρους κατηγορηµατικό σύµβολο, ατοµική 

σταθερή και µεταβλητή και τη χρήση τους. 
 
•  Ο∆ΗΓΙΕΣ ΚΑΙ ∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ 
–  Οι µαθητές να εκφέρουν προτάσεις και να αναγνωρίζουν 

Υποκείµενο και Κατηγόρηµα. 
 
3.   Πολυµελή Κατηγορήµατα 
 
•  ΣΤΟΧΟΙ: Ο µαθητής να: 
–  Κατανοεί την έννοια, και τη χρήση, του όρου «σχέση». 
–  Γνωρίζει την έννοια «διµελής» κτλ., «πολυµελής σχέση» και 

«πολυµελές κατηγόρηµα». 
 
• Ο∆ΗΓΙΕΣ ΚΑΙ ∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ 
–  Οι µαθητές να βρίσκουν προτάσεις µε σχέσεις και να ανα-

γνωρίζουν τις θέσεις που δέχονται ονόµατα. 
 
4.  Ποσοδείκτες 
 
•  ΣΤΟΧΟΙ: Ο µαθητής να: 
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–  Συνειδητοποιεί την έννοια και τη χρήση του υπαρκτικού και 
καθολικού ποσοδείκτη. 

–  Γνωρίζει την έννοια της δεσµευµένης και ελεύθερης µετα-
βλητής και την εµβέλεια του ποσοδείκτη. 

 
•  Ο∆ΗΓΙΕΣ ΚΑΙ ∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ 
–  Να γίνουν παραδείγµατα και εφαρµογές σχετικά µε προτάσεις 

που περιέχουν λέξεις όπως «κάθε», «υπάρχει», «µερικά» κτλ. 
–  Να γίνει στοιχειώδης τυποποίηση προτάσεων της φυσικής 

γλώσσας. 
 
5.  Ποσόδειξη σε οποιουσδήποτε Τύπους 
 
•  ΣΤΟΧΟΙ: Ο µαθητής να: 
–  Κατανοήσει ότι µε τη βοήθεια τύπων της Προτασιακής Λογι-

κής και τη χρήση σταθερών, µεταβλητών, κατηγορηµατικών 
συµβόλων και συνδέσµων κατασκευάζουµε τύπους της Κα-
τηγορηµατικής Λογικής. 

–  Κατανοήσει τον τρόπο µε τον οποίο δηλώνουµε συµβολικά 
µια πρόταση χρησιµοποιώντας ποσοδείκτες και τύπους. 

–  Γνωρίζει την αντιστοιχία µεταξύ της λογικής του Αριστοτέλη 
και της συµβολικής λογικής για τις προτάσεις: καθολική κα-
ταφατική, καθολική αποφατική, µερική καταφατική, µερική 
αποφατική. 

 
•  Ο∆ΗΓΙΕΣ ΚΑΙ ∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ 
–  Να γίνουν σχετικά παραδείγµατα και εφαρµογές. 
–  Να τονιστεί η χρήση του ∃  µε σύζευξη και του ∀  µε συνε-

παγωγή. 
 
6.  Πολλαπλή Ποσόδειξη 
 
•  ΣΤΟΧΟΙ: Ο µαθητής να: 
–  Γνωρίζει ότι η επισύναψη ποσοδείκτη σε τύπο ελαττώνει τον 

αριθµό των ελεύθερων µεταβλητών κατά ένα. 
–  Γνωρίζει ότι είναι δυνατόν δυο ποσοδείκτες να έχουν την ί-

δια εµβέλεια. 
–  Κατανοεί ότι η µεταβολή της σειράς πρόταξης των ποσοδει-

κτών ∃  και ∀  µεταβάλλει τη σηµασία των προτάσεων. 
–  Κατανοεί ότι η αλλαγή στις µεταβλητές της ποσόδειξης αλ-

λάζει τη σηµασία των προτάσεων. 
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–  Γνωρίζει ότι για ποσοδείκτες του αυτού είδους δεν έχει ση-
µασία η διάταξη πρόταξής τους. 

 
•  Ο∆ΗΓΙΕΣ ΚΑΙ ∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ 
–  Να γίνουν παραδείγµατα και εφαρµογές πολλαπλής ποσό-

δειξης. 
–  Να τονιστεί η σηµασία της διάταξης των ποσοδεικτών. 
 
7.  Τύποι 
 
•  ΣΤΟΧΟΙ: Ο µαθητής να: 
–  Αντιληφθεί ότι οι προτάσεις της φυσικής γλώσσας συµβολί-

ζονται µε τύπους που κατασκευάζονται µε ατοµικές µετα-
βλητές και σταθερές, κατηγορηµατικές σταθερές, συνδέ-
σµους, ποσοδείκτες και παρενθέσεις. 

–  Κατανοεί και εφαρµόζει τους κανόνες στους οποίους υπα-
κούει η κατασκευή των τύπων. 

 
•  Ο∆ΗΓΙΕΣ ΚΑΙ ∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ 
–  Να γίνουν παραδείγµατα και εφαρµογές. 
–  Να τονιστεί η σηµασία χρήσης των παρενθέσεων. 
 
8.  Μεταφορά σε Συµβολική Γλώσσα 
 
• ΣΤΟΧΟΙ: Ο µαθητής να: 
–  Συνειδητοποιεί και εφαρµόζει τον τρόπο / διαδικασία µετά-

φρασης σε συµβολική γλώσσα προτάσεων της φυσικής 
γλώσσας µε σύνθετη µορφή. 

 
• Ο∆ΗΓΙΕΣ ΚΑΙ ∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ 
–  Να δοθούν παραδείγµατα και να γίνουν εφαρµογές τυπο-

ποίησης. 
–  Να τονιστεί η σηµασία της εύρεσης της εµβέλειας ποσοδει-

κτών και συνδέσµων για τη σωστή τυποποίηση. 
 
9.  Παραδείγµατα Τυποποίησης 
 
• ΣΤΟΧΟΙ: Ο µαθητής να: 
–  Κατανοεί σε βάθος την τυποποίηση σύνθετων προτάσεων 

και επιχειρηµάτων από την καθηµερινή χρήση της γλώσσας. 
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• Ο∆ΗΓΙΕΣ ΚΑΙ ∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ 
–  Να γίνουν πολλά παραδείγµατα και εφαρµογές. 
 
10.  Απόδοση Σηµασίας στους Τύπους 
 
•  ΣΤΟΧΟΙ: Ο µαθητής να: 
–  Κατανοεί την πολλαπλή σηµασία των τύπων ανάλογα µε την 

ερµηνεία τους. 
 
•  Ο∆ΗΓΙΕΣ ΚΑΙ ∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ 
–  Να γίνουν παραδείγµατα και εφαρµογές. 
 
 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ IV: ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΠΡΑΚΤΙΚΗΣ ΛΟΓΙΚΗΣ 
(Να διατεθούν µέχρι 13 διδακτικές ώρες) 

 
1. Επιχείρηµα και Επιχειρηµατολογία: Εισαγωγή - Η Αξία της 

Επιχειρηµατολογίας 
 
•  ΣΤΟΧΟΙ: Ο µαθητής να: 
–  Κατανοεί την αξία της αιτιολόγησης για τις πεποιθήσεις και 

τις πράξεις του. 
–  Γνωρίζει την έννοια του επιχειρήµατος από µη-τυπική άπο-

ψη. 
–  Κατανοεί έξη βασικά σηµεία για την αξία της επιχειρηµατο-

λογίας. 
 
•  Ο∆ΗΓΙΕΣ ΚΑΙ ∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ 
–  Να δοθεί έµφαση στο γεγονός ότι ο µαθητής πρέπει να µά-

θει να αιτιολογεί τις θέσεις και τις πεποιθήσεις του και να 
κατανοεί την αξία ενός λόγου που στηρίζεται σε επιχειρήµα-
τα. Ο καθηγητής µπορεί να αναφέρει παραδείγµατα που να 
δείχνουν την αξία της επιχειρηµατολογίας. 

 
2.  Είδη Προτάσεων: Πpoκείµενες - Συµπεράσµατα: Προτάσεις - 

Προκείµενες και Συµπέρασµα - Υποθετικές Προτάσεις 
 
•  ΣΤΟΧΟΙ: Ο µαθητής να: 
–  Γνωρίζει την έννοια της πρότασης και της αποφαντικής ή 

δηλωτικής πρότασης. 
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–  Συνειδητοποιεί τη διάρθρωση ενός επιχειρήµατος από προ-
κείµενες και συµπέρασµα. 

–  Γνωρίζει και χρησιµοποιεί τις χαρακτηριστικές λέξεις µε τις 
οποίες εισάγονται οι προκείµενες και το συµπέρασµα. 

–  Κατανοεί τις υποθετικές προτάσεις. 
 
• Ο∆ΗΓΙΕΣ ΚΑΙ ∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ 
–  Να δοθεί έµφαση στη σαφή διάκριση προκείµενων και συ-

µπεράσµατος. Να είναι ο µαθητής ικανός να διακρίνει σε 
ένα κείµενο αν υπάρχουν επιχειρήµατα και αν ναι, τότε να 
µπορεί να βρίσκει τις προκείµενες και το συµπέρασµα. Να 
µπορεί επίσης να ξεχωρίζει τις υποθετικές προτάσεις από 
τα επιχειρήµατα. Να επιµείνει ο καθηγητής στα παραδείγ-
µατα και στις ασκήσεις. Επίσης, ο καθηγητής µπορεί να 
δώσει στους µαθητές κείµενα από εφηµερίδες και περιοδι-
κά για να διακρίνουν αν υπάρχουν επιχειρήµατα και ποια 
είναι αυτά.  

 
3. Σύνδεση Προτάσεων σε ένα Επιχείρηµα: Εξαρτηµένες Προ-

κείµενες - Ανεξάρτητες Προκείµενες - Σχηµατικός Τρόπος 
Παρουσίασης ενός Επιχειρήµατος - Σύνθετα Επιχειρήµατα  

  
• ΣΤΟΧΟΙ: Ο µαθητής να: 
–  Γνωρίζει την έννοια και αναγνωρίζει τις συνδεδεµένες προ-

κείµενες σε ένα επιχείρηµα. 
–  Αναγνωρίζει και χειρίζεται τις µη-συνδεδεµένες προκείµενες 

σε ένα επιχείρηµα. 
–  Παρουσιάζει σχηµατικά ένα επιχείρηµα. 
–  Αναγνωρίζει και αναλύει ένα σύνθετο επιχείρηµα. 
 
• Ο∆ΗΓΙΕΣ ΚΑΙ ∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ 
–  Να δοθεί έµφαση στην ανάλυση του επιχειρήµατος, πώς οι 

προκείµενες συνδυάζονται µεταξύ τους για να υποστηρίξουν 
το συµπέρασµα. Ο καθηγητής να επιµείνει στα παραδείγµα-
τα, στις ασκήσεις και στο σχηµατικό τρόπο γραφής επιχει-
ρηµάτων. 
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4.  Είδη Απλών Επιχειρηµάτων: Επιχείρηµα διαµέσου Παραδειγ-
µάτων - Επιχείρηµα διαµέσου Αναλογίας - Επιχείρηµα που 
Χρησιµοποιεί Αιτία και Αποτέλεσµα -Παραγωγικό Επιχείρηµα 

 
• ΣΤΟΧΟΙ: Ο µαθητής να: 
–  Κατανοεί την έννοια και τη γενική µορφή του επιχειρήµατος 

διαµέσου παραδειγµάτων, του επιχειρήµατος διαµέσου ανα-
λογίας, του επιχειρήµατος που χρησιµοποιεί αιτία και αποτέ-
λεσµα και των παραγωγικών επιχειρηµάτων και συνειδητοποιεί 
τις προϋποθέσεις για να είναι ορθά αυτά τα επιχειρήµατα. 

 
• Ο∆ΗΓΙΕΣ ΚΑΙ ∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ 
–  Να γίνει αναφορά στα επιχειρήµατα στο Κεφάλαιο II. Να 

µπορεί ο µαθητής να διακρίνει τα είδη απλών επιχειρηµάτων 
και ανάλογα µε το κάθε είδος να ξέρει τι πρέπει να προσέξει 
στη σωστή διαµόρφωση απλών επιχειρηµάτων. Να δοθεί ι-
διαίτερη έµφαση στα παραδείγµατα και στις ασκήσεις. Να 
ασκηθεί ο µαθητής µε δικά του παραδείγµατα και να γίνει 
συζήτηση µέσα στην τάξη. Ιδιαίτερη προσοχή να δοθεί στα 
παραγωγικά επιχειρήµατα και στις έγκυρες µορφές επιχει-
ρηµάτων. 

 
5.  Μερικοί Τρόποι Ελέγχου των Προκείµενων: Προτάσεις από 

την Εµπειρία-Προτάσεις που Στηρίζονται στην Αυθεντία 
 
• ΣΤΟΧΟΙ: Ο µαθητής να: 
–  Κατανοεί την αναγκαιότητα για έλεγχο της αξιοπιστίας των 

προκείµενων ενός επιχειρήµατος. 
–  Γνωρίζει δύο είδη προτάσεων που θεωρούνται εκ των προ-

τέρων αληθείς. 
–  Συνειδητοποιεί αναλυτικά και χειρίζεται καθένα από τα δύο 

είδη αυτών των προτάσεων: Από την εµπειρία και αυτές που 
στηρίζονται στην αυθεντία. 

 
• Ο∆ΗΓΙΕΣ ΚΑΙ ∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ 
–  Να δοθεί προσοχή στο να µάθει ο µαθητής να αξιολογεί 

διαφορετικές µαρτυρίες για το ίδιο γεγονός και να παραπέ-
µπει σωστά σε κείµενα, βιβλία, στατιστικές κτλ. 

 
6.   Μερικοί Κανόνες για Σωστή Γραφή Επιχειρηµάτων: Βασι-

κοί Κανόνες για τη ∆ιατύπωση Σωστού Επιχειρήµατος - 
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Μερικά Άλλα Λάθη που Πρέπει να Αποφεύγουµε – Πώς 
Γράφουµε ένα Κείµενο 

 
• ΣΤΟΧΟΙ: Ο µαθητής να: 
–  Γνωρίζει και χρησιµοποιεί δέκα βασικά σηµεία που πρέπει να 

ακολουθούνται για τη σωστή διατύπωση ενός επιχειρήµα-
τος. 

–  Αναγνωρίζει και αποφεύγει έξη βασικά λάθη στη γραφή ενός 
Κειµένου.  

–  Γνωρίζει και ασκηθεί στην ορθή γραφή κειµένων µε χρήση 
επιχειρηµατολογίας. 

 
• Ο∆ΗΓΙΕΣ ΚΑΙ ∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ 
–  Να δοθεί σηµασία στην αποφυγή λαθών και ιδιαίτερα στο 

λάθος αποσιώπησης προκείµενων. Επιπλέον στη σωστή λο-
γική οργάνωση και δοµή που χρειάζεται ένα κείµενο που 
στηρίζεται σε επιχειρήµατα. Επιµονή στα παραδείγµατα και 
στις ασκήσεις. Κάποια κείµενα µαθητών (από τις ασκήσεις) 
να συζητηθούν µέσα στην τάξη. Ο καθηγητής µπορεί να δώ-
σει στους µαθητές κείµενα από εφηµερίδες και περιοδικά 
για να κάνουν σε αυτά κριτική. Μια διδακτική ώρα µπορεί να 
αφιερωθεί σε συζήτηση στην τάξη, όπου µια οµάδα µαθητών 
θα υποστηρίξει µε επιχειρήµατα µια θέση και µια άλλη οµά-
δα την αντίθετη άποψη. Ακολουθεί συζήτηση πάνω στα αντι-
τιθέµενα επιχειρήµατα. Το σύνολο των µαθητών της τάξης, 
µε την καθοδήγηση του καθηγητή, κρίνει τη νικήτρια οµάδα. 
 
 

ΥΠΟ∆ΕΙΓΜΑΤΙΚΗ ΕΠΙΛΥΣΗ ΑΣΚΗΣΕΩΝ 
 
•    Σελίδα 32 άσκηση 2. 

Αν δεχτούµε ότι η Α είναι πρόταση, τότε αυτή είναι ψευδής ή 
αληθής. Αν δεχτούµε ότι η Α είναι αληθής, τότε αυτό έχει ως 
συνέπεια ότι κάθε πρόταση είναι ψευδής. Συνεπώς και η Α - ως 
πρόταση - είναι ψευδής. Έτσι η Α είναι αληθής και ψευδής. Αυτό 
όµως δεν είναι δυνατόν. Άρα η Α δεν είναι δυνατόν να είναι αλη-
θής. Έτσι, αν αποδεχτούµε ότι η Α είναι πρόταση, τότε αυτή 
πρέπει να είναι ψευδής. 

Από τα ανωτέρω συµπεραίνουµε ότι ο ισχυρισµός των φιλο-
σόφων που εκφράζεται µε την έκφραση Α είτε δεν είναι πρότα-
ση, όπως την εννοούµε στην λογική, είτε είναι ψευδής πρόταση. 
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•    Σελίδα 32 άσκηση 3. 
Οι πινακίδες του πρώτου και δεύτερου δρόµου δεν µπορεί 

να έχουν την ίδια αληθοτιµή, αφού λένε ότι ο πρώτος δρόµος 
οδηγεί και δεν οδηγεί στην Θήβα. (Έχουµε δεχτεί ότι στον κό-
σµο µας κάτι υφίσταται ή δεν υφίσταται). Συνεπώς η µια από αυ-
τές είναι αληθής. Τότε όµως η πινακίδα του δεύτερου δρόµου 
δεν µπορεί να είναι και αυτή αληθής, αφού µόνον µια είναι αλη-
θής. Έτσι, αφού η πινακίδα του δεύτερου δρόµου είναι ψευδής, 
είναι ο δεύτερος δρόµος που οδηγεί στην Θήβα. 

 
•  Σελίδα 32 άσκηση 4. 

Αν η µέρα ήταν Τρίτη, Πέµπτη ή Σάββατο, τότε σε αυτές τις 
µέρες ο Κρατύλος ψεύδεται, ενώ ο Επιµενίδης λέγει την αλή-
θεια. Συνεπώς δεν θα ήταν δυνατόν κάποιος από τους δύο να 
εκφωνήσει την πρόταση ''είµαι ο Κρατύλος". ∆ιότι, αν την είχε 
εκφωνήσει ο Κρατύλος, θα είχε πει αλήθεια. Αυτό όµως δεν είναι 
δυνατόν την Τρίτη, Πέµπτη ή το Σάββατο. Αν την είχε εκφωνήσει 
ο Επιµενίδης, τότε θα είχε πει ψέµατα. Αυτό επίσης δεν είναι δυ-
νατόν. Συνεπώς η µέρα δεν µπορεί να ήταν Τρίτη, Πέµπτη ή 
Σάββατο. Οµοίως σκεπτόµενοι συµπεραίνουµε ότι δεν είναι δυ-
νατόν η µέρα να ήταν ∆ευτέρα, Τετάρτη ή Παρασκευή. Συνεπώς 
η µέρα ήταν Κυριακή, κατά την οποία και οι δύο έλεγαν αλήθεια. 

 
•  Σελίδα 33 άσκηση 5. 

Ας συµβολίσουµε µε Α την απόφανση: "όλοι οι Κρητικοί είναι 
ψεύτες". Αν δεχτούµε ότι η Α είναι πρόταση, τότε αυτή πρέπει να 
είναι ψευδής ή αληθής. Αν η Α είναι αληθής, τότε πραγµατικά 
κάθε Κρητικός λέγει ψέµατα και συνεπώς και ο Επιµενίδης λέγει 
ψέµατα. Άρα η Α πρέπει να είναι ψευδής. Αυτό δεν είναι δυνα-
τόν. 

Από τα ανωτέρω συµπεραίνουµε ότι η Α θα µπορούσε να εί-
ναι ψευδής πρόταση. 

 
•  Σελίδα 47 άσκηση 2. 

Η πρόταση είναι σύζευξη. Η µια από τις συνδεόµενες προ-
τάσεις -«το ηλιακό µας σύστηµα περιλαµβάνει πέντε πλανήτες»- 
είναι ψευδής. Συνεπώς η σύζευξη είναι ψευδής πρόταση. 

 
•  Σελίδα 47 άσκηση 3. 

Η πρόταση «εγώ ειµή ψεύτης, αλλά αυτός εδώ δεν είναι» εί-
ναι ταυτόσηµη προς τη συζευκτική πρόταση Π: «εγώ είµαι ψεύ-
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της και αυτός εδώ δεν είναι ψεύτης». Αυτή, αφού εκφέρεται από 
έναν κάτοικο του Ψευτοχωρίου, είναι αληθής ή ψευδής. Ας υπο-
θέσουµε ότι η Π είναι αληθής πρόταση. Επειδή είναι σύζευξη, οι 
δύο επιµέρους προτάσεις «εγώ είµαι ψεύτης» και «αυτός εδώ 
δεν είναι ψεύτης» πρέπει να είναι αληθείς. (Γνωρίζουµε ότι µια 
σύζευξη είναι αληθής όταν και µόνο όταν και οι δύο συνδεόµε-
νες προτάσεις είναι αληθείς). Τότε όµως, αφού είναι αληθής η 
πρόταση «εγώ είµαι ψεύτης», αυτός που έχει µιλήσει είναι ψεύ-
της. Συνεπώς, η πρόταση που είπε, καθώς και η ταυτόσηµή της 
Π είναι ψευδείς. Τούτο όµως είναι άτοπο, καθώς έχουµε υποθέ-
σει ότι η Π είναι αληθής και γνωρίζουµε ότι µια πρόταση δεν εί-
ναι δυνατόν να είναι και αληθής και ψευδής. Άρα, η Π είναι ψευ-
δής αναγκαστικά. ∆ηλαδή, αυτός που έχει µιλήσει είναι ψεύτης. 
Συνεπώς, η πρόταση «εγώ είµαι ψεύτης» είναι αληθής. Για να 
είναι ψευδής η συζευκτική πρόταση Π, πρέπει να είναι ψευδής η 
πρόταση «αυτός εδώ δεν είναι ψεύτης». Συνεπώς, και ο δεύτε-
ρος κάτοικος είναι ψεύτης. 

 
•    Σελίδα 51 άσκηση 1. 

Η πρόταση Α: "εγώ είµαι ψεύτης ή εσύ είσαι ειλικρινής" είναι 
διάζευξη. 

Αν ο κάτοικος που την εκφώνησε είναι ψεύτης, τότε η Α είναι 
ψευδής και συνεπώς και οι δύο συνδεόµενες προτάσεις πρέπει 
να είναι ψευδείς. Συνεπώς η πρώτη από αυτές - "εγώ είµαι ψεύ-
της" -είναι ψευδής. Άρα ο κάτοικος που την εκφώνησε λέγει α-
λήθεια. Αυτό όµως αντίκειται στην παραδοχή µας ότι είναι ψεύ-
της. Έτσι αντιλαµβανόµαστε ότι ο κάτοικος που εκφωνεί την Α 
πρέπει να είναι ειλικρινής. Συνεπώς η διάζευξη Α είναι αληθής. 
Άρα τουλάχιστον η µία από τις συνδεόµενες προτάσεις πρέπει 
να είναι αληθής. Η πρώτη -"εγώ είµαι ψεύτης"- είναι ψευδής. Έ-
τσι πρέπει να είναι αληθής η δεύτερη -"εσύ είσαι ειλικρινής"- 
πράγµα που σηµαίνει ότι και ο δεύτερος κάτοικος είναι ειλικρι-
νής. 

 
• Σελίδα 51 άσκηση 2. 

Η πρόταση είναι διάζευξη. Η µια από τις συνδεόµενες προ-
τάσεις - "η Γη έχει έναν δορυφόρο" - είναι αληθής. Συνεπώς η 
διάζευξη είναι αληθής, ανεξαρτήτως του ποια είναι η αληθοτιµή 
της δεύτερης συνδεόµενης πρότασης. 
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•    Σελίδα 51 άσκηση 3. 
Η πρόταση που εκφωνεί ο κάτοικος του Ψευτοχωρίου είναι 

ταυτόσηµη µε την διάζευξη Α: "εγώ είµαι ψεύτης ή εσύ είσαι 
ψεύτης". Αν δεχτούµε ότι ο κάτοικος είναι ψεύτης, τότε η Α είναι 
ψευδής και συνεπώς και οι δύο συνδεόµενες προτάσεις είναι 
ψευδείς. Άρα η πρόταση "εγώ είµαι ψεύτης" είναι ψευδής. Αυτό 
όµως δεν γίνεται, αφού έχουµε αποδεχτεί ότι ο κάτοικος είναι 
ψεύτης. Συνεπώς αυτός πρέπει να είναι ειλικρινής. Άρα, η µια 
τουλάχιστον από τις συνδεόµενες προτάσεις πρέπει να είναι α-
ληθής. Η πρόταση "εγώ είµαι ψεύτης" δεν µπορεί να είναι αλη-
θής. Συνεπώς πρέπει να είναι αληθής η δεύτερη "εσύ είσαι ψεύ-
της". Άρα ο δεύτερος κάτοικος είναι ψεύτης. 

 
•  Σελίδα 58 άσκηση 1. 

Η πρόταση είναι συνεπαγωγή µε ηγούµενο όρο την πρόταση 
"το ηλιακό µας σύστηµα έχει έξι πλανήτες", που είναι ψευδής. 
Όµως, όταν ο ηγούµενος όρος µιας συνεπαγωγής είναι ψευδής, 
τότε η συνεπαγωγή είναι αληθής ανεξαρτήτως της αληθοτιµής 
του εποµένου όρου της. Άρα η δεδοµένη πρόταση είναι αληθής. 

 
•    Σελίδα 59 άσκηση 2. 

Ο µονόλογος είναι συνεπαγωγή. Γνωρίζουµε όµως ότι µια 
συνεπαγωγή είναι ψευδής όταν και µόνον όταν ο ηγούµενος ό-
ρος της είναι αληθής και ο επόµενος όρος της ψευδής. Στην δε-
δοµένη συνεπαγωγή ο επόµενος όρος της "πέντε και τρία κά-
νουν οκτώ" δεν είναι ψευδής και συνεπώς η συνεπαγωγή πρέπει 
να είναι αληθής. Συνεπώς ο κάτοικος είναι ειλικρινής. 

 
• Σελίδα 59 άσκηση 3. 

Αν δεχτούµε ότι ο κάτοικος είναι ψεύτης, τότε ο µονόλογος 
του, που είναι συνεπαγωγή, είναι ψευδής. Επειδή µια συνεπαγω-
γή είναι ψευδής όταν και µόνον όταν ο ηγούµενος όρος της είναι 
αληθής και ο επόµενος όρος της ψευδής, συµπεραίνουµε ότι ο 
ηγούµενος όρος "είµαι ειλικρινής" της δεδοµένης πρότασης 
πρέπει να είναι αληθής. Αυτό όµως δεν είναι δυνατόν, αφού έ-
χουµε αποδεχτεί ότι ο κάτοικος είναι ψεύτης. Άρα αυτός πρέπει 
να είναι ειλικρινής. Συνεπώς η συνεπαγωγή και ο ηγούµενος ό-
ρος της είναι αληθείς προτάσεις. Έτσι ο επόµενος όρος της 
πρέπει να είναι και αυτός αληθής. ∆ηλαδή η ηµέρα είναι η Κυ-
ριακή. 
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• Σελίδα 59 άσκηση 4. 
Aν δεχτούµε ότι ο κάτοικος είναι ψεύτης, τότε η συνεπαγω-

γή που εκφωνεί είναι ψευδής. Συνεπώς ο επόµενος όρος της 
«είµαι ψεύτης» είναι ψευδής, αφού γνωρίζουµε ότι µια συνεπα-
γωγή είναι ψευδής όταν και µόνον όταν ο ηγούµενος όρος της 
είναι αληθής και ο επόµενος όρος είναι ψευδής. Άρα ο κάτοικος 
λέγει αλήθεια. Αυτό όµως αντίκειται στην παραδοχή µας ότι εί-
ναι ψεύτης. 

Από τα προηγούµενα συµπεραίνουµε ότι ο κάτοικος πρέπει 
να είναι ειλικρινής. 

 
•    Σελίδα 60 άσκηση 1. 

Η απάντηση του Γιώργου είναι ισοδυναµία. 
Αν δεχτούµε ότι η ισοδυναµία είναι ψευδής, τότε οι συνδεό-

µενες προτάσεις έχουν αντίθετες αληθοτιµές. Στην περίπτωση 
αυτή, η πρώτη συνδεόµενη πρόταση «η απάντησή µου είναι α-
ληθής» είναι ψευδής πρόταση. Έτσι η δεύτερη «δεν έχει φάει το 
γλυκό ο Γιάννης» πρέπει να είναι αληθής. 

Αν δεχτούµε ότι η ισοδυναµία είναι αληθής, τότε οι συνδεό-
µενες προτάσεις έχουν την ίδια αληθοτιµή. Επειδή η πρώτη από 
αυτές είναι αληθής, στην περίπτωση αυτή συµπεραίνουµε ότι και 
η δεύτερη «δεν έχει φάει το γλυκό ο Γιάννης» πρέπει να είναι 
αληθής. 

Από τα ανωτέρω συµπεραίνουµε ότι σε κάθε περίπτωση η 
πρόταση «δεν έχει φάει το γλυκό ο Γιάννης» είναι αληθής. Άρα ο 
Γιώργος έφαγε το γλυκό. 

 
•    Σελίδα 60 άσκηση 2. 

Η απάντηση του κατοίκου είναι ισοδυναµία. Γνωρίζουµε ότι 
µια ισοδυναµία είναι αληθής όταν και µόνον όταν οι δύο συνδε-
όµενες προτάσεις έχουν την ίδια αληθοτιµή. 

Αν αποδεχτούµε ότι ο κάτοικος είναι ψεύτης, τότε η ισοδυ-
ναµία είναι ψεύτης και οι συνδεόµενες προτάσεις πρέπει να έ-
χουν αντίθετες αληθοτιµές. Επειδή η δεύτερη συνδεόµενη πρό-
ταση «είµαι ψεύτης» είναι αληθής, η πρώτη συνδεόµενη πρότα-
ση «υπάρχει καφενείο στο Ψευτοχώρι» πρέπει να είναι ψευδής. 

Αν αποδεχτούµε ότι ο κάτοικος είναι ειλικρινής, τότε η ισο-
δυναµία είναι αληθής και οι συνδεόµενες προτάσεις έχουν την 
ίδια αληθοτιµή. Στην περίπτωση αυτή, η δεύτερη πρόταση «είµαι 
ψεύτης» είναι ψευδής. Άρα και η πρώτη «υπάρχει καφενείο στο 
Ψευτοχώρι» πρέπει να είναι ψευδής. 
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Από τα ανωτέρω συµπεραίνουµε ότι σε κάθε περίπτωση η 
πρόταση «υπάρχει καφενέιο στο Ψευτοχώρι» είναι ψευδής. ∆η-
λαδή δεν υπάρχει καφενείο στο Ψευτοχώρι. 

 
•    Σελίδα 69 άσκηση 2. 

i) Η πρόταση είναι συνεπαγωγή µε ηγούµενο όρο την πρό-
ταση «ο πέντε είναι άρτιος», που είναι ψευδής. Άρα η συνεπα-
γωγή είναι αληθής, διότι γνωρίζουµε ότι µια συνεπαγωγή είναι 
ψευδής όταν και µόνον όταν ο ηγούµενος όρος της είναι αληθής 
και ο επόµενος όρος της ψευδής. 

ii) Η πρόταση είναι ισοδυναµία. Η πρώτη από τις συνδεόµενες 
προτάσεις είναι ψευδής και η δεύτερη αληθής. Έχουν δηλαδή α-
ντίθετες αληθοτιµές και εποµένως η ισοδυναµία είναι ψευδής.  

iii) Η πρόταση είναι η άρνηση µιας σύζευξης. Η µια συνδεό-
µενη πρόταση της σύζευξης είναι αληθής και η άλλη είναι ψευ-
δής. Συνεπώς η σύζευξη είναι ψευδής και συνεπώς η άρνησή 
της είναι αληθής. 

 
•    Σελίδα 82 άσκηση 2. 

i) Ο φ είναι ταυτολογία όταν και µόνον όταν σε κάθε περί-
πτωση έχει αληθοτιµή Α, δηλαδή όταν και µόνον όταν ο � φ σε 
κάθε περίπτωση έχει αληθοτιµή Ψ. 

ii) Αφού ο φ είναι ταυτολογία, τότε σε κάθε περίπτωση έχει 
αληθοτιµή Α. Τότε η διάζευξη φ χ⁄  σε κάθε περίπτωση έχει ένα 
συνδεόµενο τύπο µε αληθοτιµή Α (τον φ). Συνεπώς σε κάθε πε-
ρίπτωση έχει αληθοτιµή Α, δηλαδή είναι ταυτολογία. 

iii) Η σύζευξη φ χŸ  είναι ταυτολογία όταν και µόνον όταν σε 
κάθε περίπτωση έχει αληθοτιµή Α. Άρα, όταν και µόνον όταν και 
οι δύο συνδεόµενοι τύποι έχουν αληθοτιµή Α. ∆ηλαδή, όταν και 
µόνον όταν οι φ και χ είναι ταυτολογίες. 

iv) Οµοίως εργαζόµαστε για τις υπόλοιπες περιπτώσεις. 
 

•    Σελίδα 82 άσκηση 3. 
i) Σε κάθε περίπτωση ο φ έχει αληθοτιµή Α. Αν σε κάποια 

περίπτωση ο χ έχει αληθοτιµή Α, τότε ο φ χŸ  έχει αληθοτιµή Α. 
Συνεπώς ο ( )x φ χ´ Ÿ  έχει αληθοτιµή Α. Αν ο χ έχει αληθοτιµή 
Ψ, τότε και ο φ χŸ  έχει αληθοτιµή Ψ. Συνεπώς ο ( )x φ χ´ Ÿ   
έχει αληθοτιµή Α. Άρα σε κάθε περίπτωση ο ( )x φ χ´ Ÿ  έχει α-
ληθοτιµή Α, δηλαδή είναι ταυτολογία. Αυτό σηµαίνει ότι οι χ και  
φ χŸ  είναι λογικώς ισοδύναµοι. 

ii) Εργαζόµαστε οµοίως. 
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•    Σελίδα 120 άσκηση 1. 
Το   ( )x x A x∀ ∃  δεν είναι τύπος διότι το ( )x A x∃  δεν έχει ε-

λεύθερη εµφάνιση της χ και συνεπώς δεν µπορούµε να του επι-
συνάψουµε το .x∀  

 
 
 

Παροράµατα 
 

(Σ: σελίδα, α: αράδα, -: από το τέλος) 
 
Σ.  7, α. –4: Αλήθειας = Αληθείας (δες σελ. 66)  
Σ.  8, α. –4: Προκειµένων = Προκείµενων (δες σελ. 155)  
Σ.  13, α. –15: Ουσίαν = Ουσία, κείσθε = κείσθαι  
Σ.  15, α. 1: ου, πας = ου πας 
Σ.  17: στο πρώτο παράδειγµα, το (1) πρέπει να ήταν στην 

προηγούµενη αράδα 
Σ.  18, α. 17: µορφής. = µορφής  
Σ.  19, α. –8: ’’=’’, “=”  
Σ. 20, α. –13: Χρύσσπου = Χρύσιππου  
Σ.  21, α. 5: κυλούσαν = καλούσαν  
Σ.  21, α. –13: αναπόδεκτους = αναπόδεικτους  
Σ.  24, α. 14: Schroder = Schröder  
Σ.  25, α. 21: Lowenheim = Löwenheim 
Σ.  25, α. –17: λείπει το Alfred Tarski  
Σ.  25, α. –16: Godel = Gödel  
Σ.  26, α. –2: λείπει κόµµα πριν από το "οι"  
Σ.  37, α. 4: να προστεθεί η λέξη "διθέσιοι" µετά το 16  
Σ.  46, α. 15: πολυθέσεις = πολυθέσιες  
Σ.  50, α. 20: το σύµβολο ⁄  πρέπει να είναι ⁄  
Σ.  51, α. –3: άλλον; = άλλον:  
Σ. 54. α. 2: αλήθειας = αληθείας  
Σ.  60, α. 5: ισοδυναµίες = ισοδύναµοι  
Σ.  67, α. –15: των = τον  
Σ.  70, α. 12: µε βάσει = µε βάση  
Σ.  77, α. –6: τοπθετήσουµε = τοποθετήσουµε  
Σ.  78, α. –11: το "παίρνουµε την πρόταση" πρέπει να είναι σε 

άλλη αράδα 
Σ. 82, άσκηση 1 iii: λείπει µια δεξιά παρένθεση  
Σ. 86, α. –20: συνδυασµούς = συνδυασµός  
Σ.  86, α. –17: περίπτωση = περίπτωση που 
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Σ. 90, α –1: επιχειρήµατα = επιχειρηµατικά σχήµατα  
Σ.  91, ερώτηση 3: ο Modus Ponens = το Modus Ponens (θεω-

ρείται ως σχήµα, όχι ως κανόνας)  
Σ. 92, α. 5: να διαγραφεί το "σ" στο τέλος  
Σ.  92, α. –10: επιχειρήµατα = επιχειρηµατικά σχήµατα  
Σ.  94, α. –3: συλλογισµµό = συλλογισµό 
Σ.  94, απόδειξη σχετική µε το σχήµα επιχειρήµατος: ΠΡΟΣΟ-

ΧΗ, χρειάζεται ο νόµος αντιµεταθετικότητας πριν εφαρµο-
στεί "διαζευκτικός συλλογισµός".  

Σ.  96, α. 3: τύπου = σχήµατος  
Σ.  96, α. 4. της απόδειξης: Pones =Ponens  
Σ.  96, α 5 της απόδειξης: εφαρµογή νόµου αντιµεταθετικότητας.  
Σ.  97, α. 7: να διαγραφεί "της"  
Σ.  98, α. 10: Πάρνηθα, = Πάρνηθα 
Σ. 98. α. 5 της απόδειξης: πώς προκύπτει το Ρ; Σε κάθε περί-

πτωση που µια σύζευξη είναι αληθής, είναι αληθής και κάθε 
µια από τις συνδεόµενες προτάσεις. 

Σ.  102, α. –2: Καβάφης, = Καβάφης  
Σ.  103, α.–3 καθένας µάντεψε σωστά τουλάχιστον δυο φύλλα 

= κανένας δεν µάντεψε σωστά ακριβώς ένα φύλλο  
Σ. 107, α. 6: Πλάτων = Πλάτωνος  
Σ. 107, α. –12: κεφάλαιο = κεφαλαίο  
Σ.  110, α. 5: υπάρχει = "υπάρχει" 
Σ.  110, α. –3: καλύτερο = καλύτερα  
Σ. 112. α. 6: λείπει ένα ζευγάρι παρενθέσεων  
Σ.  113, α. 3: λείπει το σύµβολο ¬  από το πρώτο Α(χ)  
Σ.  120. α. 12: µόνος του = µόνος του, 
Σ.  122, α. –17: η (5) = η (1) (ή η(1"))  
Σ. 124, α. 2: ποσοσείκτη = ποσοδείκτη  
Σ.  124, α. –10: τα "Ψ" και "Χ" να γίνουν "ψ" και "χ"  
Σ.  126. α. 16: για κάθε τι = "για κάθε τι  
Σ.  126: α. 18: Β(Ψ) = Β(ψ) 
Σ.  129, α. –2: "δεν είναι ψηλοί" = δεν είναι ψηλοί και οι δυο (δη-

λαδή, δεν είναι αµφότεροι ψηλοί)  
Σ.  159, α. 10: επιχείρηµατος = επιχειρήµατος  
Σ.  162, α.12: εννούν = εννοούν 
Σ.  172, άσκηση 1 ενότητας 9: το "x" πρέπει να είναι παντού "x"  
Σ.  173, άσκηση 3 ενότητας 3: στο πρώτο σχήµα λείπει το "Α".  
Σ.  175, α. 4: καλλίτερο = καλύτερο  
Σ.  175, α. –4: τα Ρ3, Ρ4 να γίνουν p3, p4  
Σ.  176, α. 15: ψευδείς, = ψευδείς 
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Σ.  177, πρώτος κατάλογος: κάτω από το p16 πρέπει να είναι Α 
και όχι Ψ. 

Σ.  177 α. –16: η έκφραση "ληθείς. Τότε θα έχουµε τον εξής κα-
τάλογο" πρέπει να ήταν πριν από τον κατάλογο. 
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7. ΕΣΠΕΡΙΝΑ ΛΥΚΕΙΑ 
 
 

Α΄ ΤΑΞΗ ΓΕΝΙΚΟΥ ΕΣΠΕΡΙΝΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ 
 

ΑΛΓΕΒΡΑ: Ώρες 2/1 εβδοµαδιαίως 
 
Από την Άλγεβρα της Α΄ τάξης του ηµερήσιου Γενικού Λυ-

κείου, θα διδαχθούν τα κεφάλαια: 
1ο. Πραγµατικοί αριθµοί (µέχρι 20 διδ. ώρες) 
2ο. Συναρτήσεις (µέχρι 15 διδ. ώρες) 
3ο. Συστήµατα Γραµµικών Εξισώσεων (µέχρι 8 διδ. ώρες) 
 

ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ: Ώρες 1/2 εβδοµαδιαίως 
 
Από την Γεωµετρία της Α΄ τάξης του ηµερήσιου Γενικού Λυ-

κείου, θα διδαχθούν τα κεφάλαια 1 έως και 5 σύµφωνα µε το 
χρονοδιάγραµµα του ηµερήσιου Γενικού Λυκείου. 

 
 

Β΄ ΤΑΞΗ ΓΕΝΙΚΟΥ ΕΣΠΕΡΙΝΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ 
 

ΑΛΓΕΒΡΑ: Ώρες 1 εβδοµαδιαίως 
 
Από την Άλγεβρα της Α΄ τάξης του ηµερήσιου Γενικού Λυ-

κείου, θα διδαχθούν τα κεφάλαια: 
4ο. Εξισώσεις – Ανισώσεις δευτέρου βαθµού (µέχρι 14 διδ. 

ώρες) 
5ο. Τριγωνοµετρία (µέχρι 10 διδ. ώρες) 
 

ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ: Ώρες 1 εβδοµαδιαίως 
 
Από την Γεωµετρία της Α΄ τάξης του ηµερήσιου Γενικού Λυ-

κείου, θα διδαχθούν τα κεφάλαια 6 έως και 8 σύµφωνα µε το 
χρονοδιάγραµµα του ηµερήσιου Γενικού Λυκείου. 
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Γ΄ ΤΑΞΗ ΓΕΝΙΚΟΥ ΕΣΠΕΡΙΝΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ 
 
Ισχύει το Ωρολόγιο πρόγραµµα και το Πρόγραµµα Σπουδών 

της Β΄ τάξης του ηµερησίου Γενικού Λυκείου. 
 
 

∆΄ ΤΑΞΗ ΓΕΝΙΚΟΥ ΕΣΠΕΡΙΝΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ 
 
Ισχύει το Ωρολόγιο πρόγραµµα και το Πρόγραµµα Σπουδών 

της Γ΄ τάξης του ηµερησίου Γενικού Λυκείου. 
 

 
  




