
ÕÚ· Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜ ÙË˜  y = x2 – 4x + 3 Â›Ó·È Â›ÛË˜ ·Ú·‚ÔÏ‹, ÌÂ ÎÔÚ˘Ê‹ ÙÔ

ÛËÌÂ›Ô ∫(2, –1) Î·È ¿ÍÔÓ· Û˘ÌÌÂÙÚ›·˜ ÙËÓ Î·Ù·ÎfiÚ˘ÊË Â˘ıÂ›· x = 2.

H ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ y = ·x2 + ‚x + Á ÌÂ ·�0 Â›Ó·È 
·Ú·‚ÔÏ‹ ÌÂ:

ñ KKÔÔÚÚ˘̆ÊÊ‹‹ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ∫∫((–– ,, –– )), fiÔ˘ ¢ = ‚2 – 4·Á Î·È

ñ ÕÕÍÍÔÔÓÓ··  ÛÛ˘̆ÌÌÌÌÂÂÙÙÚÚ››··˜̃ ÙËÓ Î·Ù·ÎfiÚ˘ÊË Â˘ıÂ›· Ô˘ ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÙËÓ ÎÔÚ˘Ê‹ ∫ Î·È ¤¯ÂÈ

ÂÍ›ÛˆÛË xx  == ––

™ÙÔ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÔ ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· ·fi ÙÔÓ ›Ó·Î· ÙÈÌÒÓ Î·È ÙË ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ‰È·ÈÛÙÒ-

Û·ÌÂ fiÙÈ Ë ·Ú·‚ÔÏ‹ y = x2 – 4x + 3 ¤¯ÂÈ ÎÔÚ˘Ê‹ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ∫(2, –1) Î·È ¿ÍÔÓ· Û˘ÌÌÂÙÚ›·˜

ÙËÓ Â˘ıÂ›· x = 2.

™ÙÔ ›‰ÈÔ Û˘Ì¤Ú·ÛÌ· Î·Ù·Ï‹ÁÔ˘ÌÂ Î·È ·fi ÙËÓ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË ÚfiÙ·ÛË, ·ÊÔ‡

– = – = 2  Î·È  – = – = –1.

OÌÔ›ˆ˜, Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜
y = –x2 – 2x + 3 Â›Ó·È Ë ·Ú·‚ÔÏ‹ y = –x2 ÌÂÙ·ÙÔÈ-
ÛÌ¤ÓË ·Ú¿ÏÏËÏ· ÚÔ˜ ÙÔ˘˜ ¿ÍÔÓÂ˜, ¤¯ÂÈ ÎÔÚ˘Ê‹ ÙÔ
ÛËÌÂ›Ô ∫(–1, 4) Î·È ¿ÍÔÓ· Û˘ÌÌÂÙÚ›·˜ ÙËÓ Â˘ıÂ›·

x = –1, ·ÊÔ‡ 

– = – = –1   Î·È

– = – = 4.

∞fi ÙÈ˜ ÁÚ·ÊÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ÙˆÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ y = x2 – 4x + 3  Î·È  y = –x2 –2x + 3, Ô˘
Û¯Â‰È¿Û·ÌÂ ÛÙ· ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓ· ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù·, ·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ ·ÎfiÌË fiÙÈ:
– ∏ Û˘Ó¿ÚÙËÛË y = x2 – 4x + 3 Ô˘ ¤¯ÂÈ · > 0 Î·È ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ·Ú·‚ÔÏ‹ ÌÂ

ÎÔÚ˘Ê‹ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ∫(2, –1) ·›ÚÓÂÈ ÂÏ¿¯ÈÛÙË ÙÈÌ‹ y = –1, fiÙ·Ó x = 2.
– ∏ Û˘Ó¿ÚÙËÛË y = –x2 – 2x + 3 Ô˘ ¤¯ÂÈ · < 0 Î·È ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ·Ú·‚ÔÏ‹ ÌÂ

ÎÔÚ˘Ê‹ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ∫(–1, 4) ·›ÚÓÂÈ Ì¤ÁÈÛÙË ÙÈÌ‹ y = 4, fiÙ·Ó x = –1.

ñ AÓ ··  >>  00,,  Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË y = ·x2 + ‚x + Á ·›ÚÓÂÈ ÂÂÏÏ¿¿¯̄ÈÈÛÛÙÙËË  ÙÙÈÈÌÌ‹‹ y = – , fiÙ·Ó x = –

ñ AÓ ··  <<  00,,  Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË y = ·x2 + ‚x + Á ·›ÚÓÂÈ ÌÌ¤¤ÁÁÈÈÛÛÙÙËË  ÙÙÈÈÌÌ‹‹ y = – , fiÙ·Ó x = –
‚

2·
¢
4·

‚
2·

¢
4·

Γενικά

(–2)2 – 4 � (–1) � 3
4 � (–1)

¢
4·

–2
2 � (–1)

‚
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¢
4·
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2 � 1

‚
2·

‚‚
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¢¢
44··

‚‚
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Γενικά
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––55
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NN··  ÛÛ¯̄ÂÂ‰‰ÈÈ··ÛÛÙÙÂÂ››  ËË  ÁÁÚÚ··ÊÊÈÈÎÎ‹‹  ··ÚÚ¿¿ÛÛÙÙ··ÛÛËË  ÙÙËË˜̃  ÛÛ˘̆ÓÓ¿¿ÚÚÙÙËËÛÛËË˜̃  yy  ==  xx22 ––  22  ÎÎ··ÈÈ  ÓÓ··  ‚‚ÚÚÂÂııÔÔ‡‡ÓÓ
ÙÙ··  ÎÎÔÔÈÈÓÓ¿¿  ÙÙËË˜̃  ÛÛËËÌÌÂÂ››··  ÌÌÂÂ  ÙÙÔÔÓÓ  ¿¿ÍÍÔÔÓÓ··  xx�xx..

Λύση
H Û˘Ó¿ÚÙËÛË y = x2 – 2 Â›Ó·È ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜ y = ·x2 + ‚x + Á ÌÂ · = 1, ‚ = 0 Î·È Á = –2,

ÔfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ – = – = 0  Î·È  – = – = –2.

ÕÚ· Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ÙË˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË Â›Ó·È ·Ú·‚ÔÏ‹ ÌÂ
ÎÔÚ˘Ê‹ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ∫(0, –2) Î·È ¿ÍÔÓ· Û˘ÌÌÂÙÚ›·˜
ÙËÓ Â˘ıÂ›· x = 0, ‰ËÏ·‰‹ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· y�y.
°È· ÙÔÓ ·ÎÚÈ‚¤ÛÙÂÚÔ Û¯Â‰È·ÛÌfi ÙË˜ ·Ú·‚ÔÏ‹˜
ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙Ô˘ÌÂ ÌÂÚÈÎ¿ ·ÎfiÌË ÛËÌÂ›· ÙË˜.

°È· Ó· ‚ÚÔ‡ÌÂ Ù· ÎÔÈÓ¿ ÛËÌÂ›· ÙË˜ ·Ú·‚ÔÏ‹˜
y = x2 – 2 ÌÂ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x�x ı¤ÙÔ˘ÌÂ y = 0 (Ù·
ÛËÌÂ›· ÙÔ˘ ¿ÍÔÓ· x�x ¤¯Ô˘Ó ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓË 0) Î·È ¤¯Ô˘ÌÂ x2 – 2 = 0  ‹  x2 = 2, ÔfiÙÂ
x = ��2  ‹  x = –��2. ÕÚ·, Ù· ÎÔÈÓ¿ ÛËÌÂ›· ÙË˜ ·Ú·‚ÔÏ‹˜ Î·È ÙÔ˘ ¿ÍÔÓ· x�x Â›Ó·È
Ù· ∞(–��2, 0) Î·È µ(��2, 0).

¶¶··ÚÚ··ÙÙ‹‹ÚÚËËÛÛËË
∏ ·Ú·‚ÔÏ‹ y = x2 – 2, Ô˘ ¤¯ÂÈ ÎÔÚ˘Ê‹ ÙÔ ÛË-
ÌÂ›Ô ∫(0, –2), ÌÔÚÂ› Ó· ÚÔÎ‡„ÂÈ Î·È ÌÂ Î·Ù·Îfi-
Ú˘ÊË ÌÂÙ·ÙfiÈÛË ÙË˜ ·Ú·‚ÔÏ‹˜ y = x2 ÚÔ˜ Ù·
Î¿Ùˆ Î·Ù¿ 2 ÌÔÓ¿‰Â˜ (‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ ÔÚÈ˙fiÓÙÈ· ÌÂ-
Ù·ÙfiÈÛË, ÁÈ·Ù› Ë ÙÂÙÌËÌ¤ÓË ÙË˜ ÎÔÚ˘Ê‹˜ Â›Ó·È 0).

√ÌÔ›ˆ˜, Ë ·Ú·‚ÔÏ‹ y = x2 + 2, Ô˘ ¤¯ÂÈ ÎÔÚ˘-
Ê‹ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ∫(0, 2) ÌÔÚÂ› Ó· ÚÔÎ‡„ÂÈ Î·È ÌÂ
Î·Ù·ÎfiÚ˘ÊË ÌÂÙ·ÙfiÈÛË ÙË˜ ·Ú·‚ÔÏ‹˜ y = x2

ÚÔ˜ Ù· ¿Óˆ Î·Ù¿ 2 ÌÔÓ¿‰Â˜ (‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ ÔÚÈ-
˙fiÓÙÈ· ÌÂÙ·ÙfiÈÛË, ÁÈ·Ù› Ë ÙÂÙÌËÌ¤ÓË ÙË˜ ÎÔÚ˘-
Ê‹˜ Â›Ó·È 0).

NN··  ÛÛ¯̄ÂÂ‰‰ÈÈ··ÛÛÙÙÂÂ››  ËË  ÁÁÚÚ··ÊÊÈÈÎÎ‹‹  ··ÚÚ¿¿ÛÛÙÙ··ÛÛËË  ÙÙËË˜̃  ÛÛ˘̆ÓÓ¿¿ÚÚÙÙËËÛÛËË˜̃    yy  ==  ((xx  ––  22))22 ÎÎ··ÈÈ  ÓÓ··  ‚‚ÚÚÂÂııÂÂ››
ÙÙÔÔ  ÎÎÔÔÈÈÓÓfifi  ÙÙËË˜̃  ÛÛËËÌÌÂÂ››ÔÔ  ÌÌÂÂ  ÙÙÔÔÓÓ  ¿¿ÍÍÔÔÓÓ··  yy�yy..

Λύση
H Û˘Ó¿ÚÙËÛË y = (x – 2)2 ÁÚ¿ÊÂÙ·È y = x2 – 4x + 4 Î·È Â›Ó·È ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜ y = ·x2+ ‚x+ Á
ÌÂ · = 1, ‚ = –4 Î·È Á = 4, ÔfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ:

22

–3 –2 –1 00 1 2 3
7 2 –1 ––22 –1 2 7
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– = – = 2  Î·È  – = – = 0.

ÕÚ·, Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ÙË˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË Â›Ó·È ·Ú·‚ÔÏ‹ ÌÂ
ÎÔÚ˘Ê‹ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ∫(2, 0) Î·È ¿ÍÔÓ· Û˘ÌÌÂÙÚ›·˜ ÙËÓ
Â˘ıÂ›· x = 2.
°È· ÙÔÓ ·ÎÚÈ‚¤ÛÙÂÚÔ Û¯Â‰È·ÛÌfi ÙË˜ ·Ú·‚ÔÏ‹˜
ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙Ô˘ÌÂ ÌÂÚÈÎ¿ ·ÎfiÌË ÛËÌÂ›· ÙË˜.

°È· Ó· ‚ÚÔ‡ÌÂ ÙÔ ÎÔÈÓfi ÛËÌÂ›Ô ÙË˜ ·Ú·‚ÔÏ‹˜
y = (x – 2)2 ÌÂ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· y�y, ı¤ÙÔ˘ÌÂ x = 0 (Ù· ÛË-
ÌÂ›· ÙÔ˘ ¿ÍÔÓ· y�y ¤¯Ô˘Ó ÙÂÙÌËÌ¤ÓË 0), ÔfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ y = (0 – 2)2 = 4. ÕÚ·, ÙÔ ÎÔÈ-
Ófi ÛËÌÂ›Ô ÙË˜ ·Ú·‚ÔÏ‹˜ ÌÂ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· y�y Â›Ó·È ∞(0, 4).

¶¶··ÚÚ··ÙÙ‹‹ÚÚËËÛÛËË:
∏ ·Ú·‚ÔÏ‹ y = (x – 2)2, Ô˘ ¤¯ÂÈ ÎÔÚ˘Ê‹ ÙÔ
ÛËÌÂ›Ô ∫(2, 0), ÌÔÚÂ› Ó· ÚÔÎ‡„ÂÈ Î·È ÌÂ Ô-
ÚÈ˙fiÓÙÈ· ÌÂÙ·ÙfiÈÛË ÙË˜ ·Ú·‚ÔÏ‹˜ y = x 2

ÚÔ˜ Ù· ‰ÂÍÈ¿ Î·Ù¿ 2 ÌÔÓ¿‰Â˜ (‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ
Î·Ù·ÎÔÚ˘Ê‹ ÌÂÙ·ÙfiÈÛË, ÁÈ·Ù› Ë ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓË
ÙË˜ ÎÔÚ˘Ê‹˜ Â›Ó·È 0).

√ÌÔ›ˆ˜, Ë ·Ú·‚ÔÏ‹ y = (x + 1)2, Ô˘ ¤¯ÂÈ
ÎÔÚ˘Ê‹ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ∫(–1, 0), ÌÔÚÂ› Ó· ÚÔÎ‡-
„ÂÈ Î·È ÌÂ ÔÚÈ˙fiÓÙÈ· ÌÂÙ·ÙfiÈÛË ÙË˜ ·Ú·‚Ô-
Ï‹˜ y = x2 ÚÔ˜ Ù· ·ÚÈÛÙÂÚ¿ Î·Ù¿ 1 ÌÔÓ¿‰·
(‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ Î·Ù·ÎfiÚ˘ÊË ÌÂÙ·ÙfiÈÛË, ÁÈ·Ù› Ë
ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓË ÙË˜ ÎÔÚ˘Ê‹˜ Â›Ó·È 0).

NN··  ÛÛ¯̄ÂÂ‰‰ÈÈ··ÛÛÙÙÂÂ››  ËË  ÁÁÚÚ··ÊÊÈÈÎÎ‹‹  ··ÚÚ¿¿ÛÛÙÙ··ÛÛËË  ÙÙËË˜̃  ÛÛ˘̆ÓÓ¿¿ÚÚÙÙËËÛÛËË˜̃  yy  ==  xx22 ––  44xx  ÎÎ··ÈÈ  ÓÓ··  ÚÚÔÔÛÛ‰‰ÈÈÔÔ--
ÚÚÈÈÛÛÙÙÔÔ‡‡ÓÓ  ÔÔÈÈ  ÙÙÈÈÌÌ¤¤˜̃  ÙÙÔÔ˘̆  xx  ÁÁÈÈ··  ÙÙÈÈ˜̃  ÔÔÔÔ››ÂÂ˜̃  ÂÂ››ÓÓ··ÈÈ  yy  <<  00..

Λύση
H Û˘Ó¿ÚÙËÛË y = x2 – 4x Â›Ó·È ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜  y = ·x2 + ‚x + Á  ÌÂ  · = 1, ‚ = –4 

Î·È Á = 0, ÔfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ – = – = 2  Î·È  – = – = –4.

ÕÚ·, Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ÙË˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË Â›Ó·È ·Ú·‚ÔÏ‹ ÌÂ ÎÔÚ˘Ê‹ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ∫(2, –4) Î·È
¿ÍÔÓ· Û˘ÌÌÂÙÚ›·˜ ÙËÓ Â˘ıÂ›· x = 2.

°È· ÙÔÓ ·ÎÚÈ‚¤ÛÙÂÚÔ Û¯Â‰È·ÛÌfi ÙË˜ ·Ú·‚ÔÏ‹˜ ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙Ô˘ÌÂ ÌÂÚÈÎ¿ ·ÎfiÌË
ÛËÌÂ›· ÙË˜.
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™¯Â‰È¿˙Ô˘ÌÂ ÙËÓ ·Ú·‚ÔÏ‹ Î·È ·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ Ù·
ÛËÌÂ›· ÙË˜ Ô˘ ¤¯Ô˘Ó ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓË y ·ÚÓËÙÈÎ‹ Â›Ó·È
ÂÎÂ›Ó· Ô˘ ¤¯Ô˘Ó ÙÂÙÌËÌ¤ÓË x ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ ·ÚÈıÌÒÓ
0 Î·È 4. ÕÚ·, Â›Ó·È y < 0, fiÙ·Ó 0 < x < 4.

™ÙÔ ‰ÈÏ·Ófi Û¯‹Ì· ‰›ÓÂÙ·È Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË
ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ y = x2 – 2x – 3. N· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ
Ù· ÎÂÓ¿ ÛÂ Î·ıÂÌÈ¿ ·fi ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜.
··)) ∏ ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË Â›Ó·È ............................. 

ÌÂ ÎÔÚ˘Ê‹ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ........................ Î·È ¿ÍÔÓ·
Û˘ÌÌÂÙÚ›·˜ ÙËÓ Â˘ıÂ›· .......................................

‚‚)) ∏ Û˘Ó¿ÚÙËÛË ·˘Ù‹ ·›ÚÓÂÈ .............................. ÙÈÌ‹
y = ................., fiÙ·Ó x = ..................

ÁÁ)) ∏ ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË Ù¤ÌÓÂÈ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x�x ÛÙ·
ÛËÌÂ›· ................., ................... Î·È ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· y�y
ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô .................. .

¡· ÂÈÏ¤ÍÂÙÂ ÙË ÛˆÛÙ‹ ·¿ÓÙËÛË. ∏ ·Ú·‚ÔÏ‹ y = 4x2 + 2 ¤¯ÂÈ:
i) ∫ÔÚ˘Ê‹ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô

··)) (4, 2) ‚‚)) (0, 4) ÁÁ)) (0, 2) ‰‰)) (2, 0)
ii) ÕÍÔÓ· Û˘ÌÌÂÙÚ›·˜ ÙËÓ Â˘ıÂ›· ÌÂ ÂÍ›ÛˆÛË

··)) x = 2 ‚‚)) y = 0 ÁÁ)) x = 0 ‰‰)) y = 2

¡· ¯·Ú·ÎÙËÚ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜ ÌÂ (™), ·Ó Â›Ó·È ÛˆÛÙ¤˜ ‹ ÌÂ (§), ·Ó
Â›Ó·È Ï·Óı·ÛÌ¤ÓÂ˜:
··)) ∏ Û˘Ó¿ÚÙËÛË y = –2x2 – 5x + 4 ·›ÚÓÂÈ ÂÏ¿¯ÈÛÙË ÙÈÌ‹.
‚‚)) ∏ ·Ú·‚ÔÏ‹ y = x2 – x + 2 Ù¤ÌÓÂÈ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· y�y ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô ∞(0, 2).
ÁÁ)) √ ¿ÍÔÓ·˜ y�y Â›Ó·È ¿ÍÔÓ·˜ Û˘ÌÌÂÙÚ›·˜ ÙË˜ ·Ú·‚ÔÏ‹˜ y = 3x2 – 7.
‰‰)) ∏ ÎÔÚ˘Ê‹ ÙË˜ ·Ú·‚ÔÏ‹˜ y = (x + 1)2 Â›Ó·È ÛËÌÂ›Ô ÙÔ˘ ¿ÍÔÓ· x�x.
ÂÂ)) H ÎÔÚ˘Ê‹ ÙË˜ ·Ú·‚ÔÏ‹˜ y = x2 + 2 Â›Ó·È ÛËÌÂ›Ô ÙÔ˘ ¿ÍÔÓ· y�y.
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¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÔÓ ·Ú·Î¿Ùˆ ›Ó·Î· ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›˙ÔÓÙ·˜ ÛÂ Î¿ıÂ ·Ú·‚ÔÏ‹ ÙËÓ
ÂÍ›ÛˆÛ‹ ÙË˜.

11.. y = (x  + 1)2 22.. y = x2 – 1 33.. y = x2 + 1          44.. y = (x – 1)2

OÚÈÛÌ¤ÓÂ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ y = ·x2 + ‚x + Á ÌÂ · < 0 Ê·›ÓÔÓÙ·È ÛÙÔÓ ›Ó·Î·.

¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ Ù· ÎÂÓ¿ ÛÂ Î·ıÂÌÈ¿ ·fi ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜:

··)) ∏ ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ Â›Ó·È ·Ú·‚ÔÏ‹ ÌÂ ¿ÍÔÓ· Û˘ÌÌÂÙÚ›·˜

ÙËÓ Â˘ıÂ›· ........................... Î·È ÎÔÚ˘Ê‹ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ...........................

‚‚)) ∏ Û˘Ó¿ÚÙËÛË ·˘Ù‹ ·›ÚÓÂÈ Ì¤ÁÈÛÙË ÙÈÌ‹ y = ....................., fiÙ·Ó x = ..................

ÁÁ)) ∏ ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ Ù¤ÌÓÂÈ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x�x ÛÙ· ÛËÌÂ›· .............,

........................... Î·È ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· y�y ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô ...........................

¡· Û¯Â‰È¿ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·‚ÔÏ¤˜:
··)) y = x2 + 2x – 3 ‚‚)) y = –2x2 + 4x + 6

¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙË Ì¤ÁÈÛÙË ‹ ÙËÓ ÂÏ¿¯ÈÛÙË ÙÈÌ‹ Î¿ıÂ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜:
··)) y = 3x2 – 12x + 11 ‚‚)) y = –4x2 –8x + 1 ÁÁ)) y = –2(x – 6)2 + 7

¡· Û¯Â‰È¿ÛÂÙÂ ÙË ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ y = x2 + 2x  ÁÈ·  –4 � x � 2
Î·È ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ·˘Ù‹˜ Ó· ‚ÚÂıÔ‡Ó ÔÈ ÙÈÌ¤˜ ÙÔ˘ x, ÁÈ· ÙÈ˜ ÔÔ›Â˜ ÈÛ¯‡ÂÈ x2 + 2x = 3.

¡· Û¯Â‰È¿ÛÂÙÂ ÙË ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ y = x2 – 2x + 2 Î·È ÌÂ ÙË
‚Ô‹ıÂÈ· ·˘Ù‹˜ Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ x2 + 2 > 2x ÁÈ· Î¿ıÂ Ú·ÁÌ·ÙÈÎfi ·ÚÈıÌfi x.
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¢›ÓÂÙ·È Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË y = x2 + 3x + Ï.
··)) °È· ÔÈ· ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ‡ ·ÚÈıÌÔ‡ Ï ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ∞(1, 6) ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙË ÁÚ·ÊÈÎ‹

·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜;
‚‚)) ∞Ó Ï = 2, Ó· Û¯Â‰È¿ÛÂÙÂ ÙË ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ ÁÈ· –4 � x � 1

Î·È Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ Ù· ÎÔÈÓ¿ ÙË˜ ÛËÌÂ›· ÌÂ ÙÔ˘˜ ¿ÍÔÓÂ˜.

¡· Û¯Â‰È¿ÛÂÙÂ ÙËÓ ·Ú·‚ÔÏ‹ y = x2 – 6x + 5. ∞Ó ∞, µ, ° Â›Ó·È Ù· ÎÔÈÓ¿ ÙË˜ ÛËÌÂ›· ÌÂ
ÙÔ˘˜ ¿ÍÔÓÂ˜, Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘ ∞µ°.

¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ‚ Î·È Á, ÒÛÙÂ Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË  y = x2 + ‚x + Á  ÁÈ·  x = 4
Ó· ·›ÚÓÂÈ ÂÏ¿¯ÈÛÙË ÙÈÌ‹ ÙËÓ y = –7.

ŒÓ·˜ Ô‰ÔÛÊ·ÈÚÈÛÙ‹˜ ¤‰ÈˆÍÂ ÙËÓ Ì¿Ï·
·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô √, Ë ÔÔ›· ·ÊÔ‡ ‰È¤ÁÚ·„Â
ÌÈ· ·Ú·‚ÔÏÈÎ‹ ÙÚÔ¯È¿ ÌÂ Ì¤ÁÈÛÙÔ ‡„Ô˜
10 m ¤ÊÙ·ÛÂ ÛÂ ·fiÛÙ·ÛË 40 m.
··)) ¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ Ë ·Ú·‚ÔÏ‹

¤¯ÂÈ ÂÍ›ÛˆÛË y = – x2 + x, ÌÂ

0 � x � 40.
‚‚)) ¶ÔÈ· ‹Ù·Ó Ë ·fiÛÙ·ÛË ÙË˜ Ì¿Ï·˜ ·fi ÙÔ ¤‰·ÊÔ˜, fiÙ·Ó ·˘Ù‹ ‚ÚÈÛÎfiÙ·Ó ÛÙÔ

ÛËÌÂ›Ô ª, Ô˘ ¤¯ÂÈ ÙÂÙÌËÌ¤ÓË 30 Î·È ÛÂ ÔÈÔ ¿ÏÏÔ ÛËÌÂ›Ô ÙË˜ ÙÚÔ¯È¿˜ Ë Ì¿Ï·
·Â›¯Â ·fi ÙÔ ¤‰·ÊÔ˜ ÙËÓ ›‰È· ·fiÛÙ·ÛË;

N· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ Ë ÂÍ›ÛˆÛË 9y2 = 4x4 ·ÚÈÛÙ¿ÓÂÈ ‰‡Ô ·Ú·‚ÔÏ¤˜ Û˘ÌÌÂÙÚÈÎ¤˜
ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x�x, ÙÈ˜ ÔÔ›Â˜ Î·È Ó· Û¯Â‰È¿ÛÂÙÂ ÛÙÔ ›‰ÈÔ Û‡ÛÙËÌ· ·ÍfiÓˆÓ.

N· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙËÓ ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ ·, ÒÛÙÂ ÔÈ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ y = (2· – 1)x2 Î·È y = (1 – 4·2)x2 Ó·
·ÚÈÛÙ¿ÓÔ˘Ó ·Ú·‚ÔÏ¤˜ Û˘ÌÌÂÙÚÈÎ¤˜ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x�x.

™ÙÔ ›‰ÈÔ Û‡ÛÙËÌ· ·ÍfiÓˆÓ Ó· Û¯Â‰È¿ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ÁÚ·ÊÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ÙˆÓ Û˘Ó·ÚÙ‹-
ÛÂˆÓ y = –x2,   y = 2x – 3 Î·È Ó· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙˆÓ ÎÔÈÓÒÓ ÙÔ˘˜
ÛËÌÂ›ˆÓ.

¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜ ·Ú·‚ÔÏ‹˜, Ô˘ ¤¯ÂÈ ÎÔÚ˘Ê‹ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ∫(2, –3) Î·È
Ù¤ÌÓÂÈ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· y�y ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô ∞(0, 5).
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∆Ô ¿ıÚÔÈÛÌ· ÙˆÓ Î·ı¤ÙˆÓ ÏÂ˘ÚÒÓ ÂÓfi˜ ÔÚıÔÁˆÓ›Ô˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘ ∞µ° ( 
∧

∞ = 90Æ) Â›Ó·È
10 cm.
··)) ¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ y ÙÔ˘ ÔÚıÔÁˆÓ›Ô˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘ ˆ˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÙË˜

ÏÂ˘Ú¿˜ ÙÔ˘ ∞µ = x  Â›Ó·È  y = – x2 + 5x,  ÌÂ  0 < x < 10.

‚‚)) ¡· Û¯Â‰È¿ÛÂÙÂ ÙË ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜.
ÁÁ)) ¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ Á›ÓÂÙ·È Ì¤ÁÈÛÙÔ, fiÙ·Ó ÙÔ ÔÚıÔÁÒÓÈÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ Â›Ó·È

Î·È ÈÛÔÛÎÂÏ¤˜.

ŒÓ· Î·Ù¿ÛÙËÌ· Û¯‹Ì·ÙÔ˜ ÔÚıÔÁˆÓ›Ô˘ ·Ú¯ÈÎ¿ Û¯Â‰È¿-
ÛÙËÎÂ, Ó· Î·Ù·ÛÎÂ˘·ÛÙÂ› ÌÂ Ì‹ÎÔ˜ 6 m Î·È Ï¿ÙÔ˜ 3 m.
∏ ·Ú¯ÈÙ¤ÎÙˆÓ fiÌˆ˜, ÚÔÎÂÈÌ¤ÓÔ˘ Ó· ÌÂÁ·ÏÒÛÂÈ ÙË
‚ÈÙÚ›Ó· ÙÔ˘ Î·Ù·ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ ÛÎ¤ÊÙËÎÂ Ó· ÌÂÈÒÛÂÈ ÙÔ
Ì‹ÎÔ˜ ÙÔ˘ Î·È Ù·˘Ùfi¯ÚÔÓ· Ó· ·˘Í‹ÛÂÈ ÙÔ Ï¿ÙÔ˜ ÙÔ˘
Î·Ù¿ Ù· ›‰È· Ì¤ÙÚ·.
¶ÔÈ· Ú¤ÂÈ Ó· Â›Ó·È Ë ÌÂÙ·‚ÔÏ‹ Î¿ıÂ ‰È¿ÛÙ·ÛË˜, ÒÛÙÂ
ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ Ó· Á›ÓÂÈ Ì¤ÁÈÛÙÔ;

™Â Â˘ı‡ÁÚ·ÌÌÔ ÙÌ‹Ì· ∞µ = 10 cm ·›ÚÓÔ˘ÌÂ ÛËÌÂ›Ô ª
Î·È Î·Ù·ÛÎÂ˘¿˙Ô˘ÌÂ Ù· ÙÂÙÚ¿ÁˆÓ· ∞ª°¢ Î·È µª∂∑.
¶Ô‡ Ú¤ÂÈ Ó· ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ª, ÒÛÙÂ ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· ÙˆÓ ÂÌ‚·‰ÒÓ ÙˆÓ ‰‡Ô
ÙÂÙÚ·ÁÒÓˆÓ Ó· Á›ÓÂÈ ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ;

∞fi ÙÔ Ì·ÏÎfiÓÈ ÂÓfi˜ ÛÈÙÈÔ‡ Î·È ·fi ‡„Ô˜ 6 m ·fi ÙÔ
¤‰·ÊÔ˜ ÂÙ¿ÌÂ Ì›· Ì¿Ï·, Ë ÔÔ›· ‰È·ÁÚ¿ÊÂÈ ·Ú·‚Ô-
ÏÈÎ‹ ÙÚÔ¯È¿ ÌÂ Ì¤ÁÈÛÙÔ ‡„Ô˜ ·fi ÙÔ ¤‰·ÊÔ˜ 8 m, fiˆ˜
Ê·›ÓÂÙ·È ÛÙÔ Û¯‹Ì·. ∞Ó Ë Ì¿Ï· ÚÔÛÎÚÔ‡ÛÂÈ ÛÙÔ
¤‰·ÊÔ˜ Û’ ¤Ó· ÛËÌÂ›Ô Ô˘ ·¤¯ÂÈ 6 m ·fi ÙÔ Â˙Ô‰ÚfiÌÈÔ,
ÙfiÙÂ:
··)) ¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ Ë ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜ ÙÚÔ¯È¿˜ ÙË˜ Ì¿Ï·˜

ÛÙÔ Û‡ÛÙËÌ· ·ÍfiÓˆÓ Ô˘ Ê·›ÓÂÙ·È ÛÙÔ Û¯‹Ì· Â›Ó·È

y = – x2 + 2x + 6, ÌÂ 0 � x � 6.

‚‚)) ¶ÔÈ· ‹Ù·Ó Ë ·fiÛÙ·ÛË ÙË˜ Ì¿Ï·˜ ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô Ú›„Ë˜
fiÙ·Ó Î·Ù¿ ÙËÓ Î¿ıÔ‰fi ÙË˜ ‚ÚÈÛÎfiÙ·Ó Î·È ¿ÏÈ ÛÂ 
‡„Ô˜ 6 m ·fi ÙÔ ¤‰·ÊÔ˜;

™ÙÔ ‰ÈÏ·Ófi Û¯‹Ì· Ê·›ÓÂÙ·È Ë Î¿ıÂÙË ÙÔÌ‹ ÌÈ·˜
Û‹Ú·ÁÁ·˜ Ô˘ Î·Ù·ÛÎÂ˘¿ÛÙËÎÂ ÛÂ Û¯‹Ì· ·Ú·-
‚ÔÏ‹˜ ÌÂ Ì¤ÁÈÛÙÔ Ï¿ÙÔ˜ ∞µ = 16 m Î·È Ì¤ÁÈÛÙÔ
‡„Ô˜ √° = 6 m.
··)) ¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ Ë ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜ ·Ú·‚ÔÏ‹˜

ÛÙÔ Û‡ÛÙËÌ· ·ÍfiÓˆÓ ÙÔ˘ Û¯‹Ì·ÙÔ˜ Â›Ó·È

y =  – x2 + 6, ÌÂ –8 � x � 8.

‚‚)) ¶ÔÈÔ Â›Ó·È ÙÔ Ì¤ÁÈÛÙÔ ‡„Ô˜ ÂÓfi˜ ÊÔÚÙËÁÔ‡ Ô˘ ÌÔÚÂ› Ó· ‰È·Û¯›ÛÂÈ ÙË Û‹Ú·ÁÁ·,
fiÙ·Ó ÙÔ Ï¿ÙÔ˜ ÙÔ˘ ÊÔÚÙËÁÔ‡ Â›Ó·È 3,2 m Î·È Ô ‰ÚfiÌÔ˜ Â›Ó·È ÌÈ·˜ Î·ÙÂ‡ı˘ÓÛË˜.
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··)) ∏∏  ÛÛ˘̆ÓÓ¿¿ÚÚÙÙËËÛÛËË  yy  ==  ··xx22 ÌÌÂÂ  ··  � 00

‚‚)) ∏∏  ÛÛ˘̆ÓÓ¿¿ÚÚÙÙËËÛÛËË  yy  ==  ··xx22 ++  ‚‚xx  ++  ÁÁ  ÌÌÂÂ  ··  � 00

∏ Û˘Ó¿ÚÙËÛË ·›ÚÓÂÈ
ÂÂÏÏ¿¿¯̄ÈÈÛÛÙÙËË  ÙÙÈÈÌÌ‹‹

¢y = –    , fiÙ·Ó4·
‚

x = – 2·

∏ Û˘Ó¿ÚÙËÛË ·›ÚÓÂÈ
ÌÌ¤¤ÁÁÈÈÛÛÙÙËË  ÙÙÈÈÌÌ‹‹

¢y = –    , fiÙ·Ó4·
‚

x = – 2·

· > 0

· < 0

‚
x = – 2·

‚ ¢(–    , –  )2·     4·

ªª¤¤ÁÁÈÈÛÛÙÙËË  ‹‹
∂∂ÏÏ¿¿¯̄ÈÈÛÛÙÙËË  ∆∆ÈÈÌÌ‹‹°°ÚÚ··ÊÊÈÈÎÎ‹‹  ··ÚÚ¿¿ÛÛÙÙ··ÛÛËË™™˘̆ÓÓÙÙÂÂÏÏÂÂÛÛÙÙ‹‹˜̃ÕÕÍÍÔÔÓÓ··˜̃

ÛÛ˘̆ÌÌÌÌÂÂÙÙÚÚ››··˜̃∫∫ÔÔÚÚ˘̆ÊÊ‹‹

∏ Û˘Ó¿ÚÙËÛË ·›ÚÓÂÈ
ÂÂÏÏ¿¿¯̄ÈÈÛÛÙÙËË  ÙÙÈÈÌÌ‹‹

y = 0, fiÙ·Ó x = 0

∏ Û˘Ó¿ÚÙËÛË ·›ÚÓÂÈ
ÌÌ¤¤ÁÁÈÈÛÛÙÙËË  ÙÙÈÈÌÌ‹‹

y = 0, fiÙ·Ó x = 0

· > 0

· < 0

x = 0(0, 0)

ªª¤¤ÁÁÈÈÛÛÙÙËË  ‹‹
∂∂ÏÏ¿¿¯̄ÈÈÛÛÙÙËË  ∆∆ÈÈÌÌ‹‹°°ÚÚ··ÊÊÈÈÎÎ‹‹  ··ÚÚ¿¿ÛÛÙÙ··ÛÛËË™™˘̆ÓÓÙÙÂÂÏÏÂÂÛÛÙÙ‹‹˜̃ÕÕÍÍÔÔÓÓ··˜̃

ÛÛ˘̆ÌÌÌÌÂÂÙÙÚÚ››··˜̃∫∫ÔÔÚÚ˘̆ÊÊ‹‹

EE¶¶∞∞¡¡∞∞§§∏∏ææ∏∏  ––  ∞∞¡¡∞∞∫∫∂∂ºº∞∞§§∞∞ππøø™™∏∏  44oo˘̆  KK∂∂ºº∞∞§§∞∞ππ√√ÀÀ
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Π Ι Θ Α Ν Ο Τ Η Τ Ε Σ

5.1 Σύνολα

5.2 ∆ειγµατικός χώρος
Ενδεχόµενα

5.3 Έννοια της πιθανότητας

Γενικές ασκήσεις 5ου κεφαλαίου

Επανάληψη – Ανακεφαλαίωση

ΚΕΦΑΛΑΙΟ5o
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160

✔ Μαθαίνω την έννοια του συνόλου και πώς παριστάνεται ένα
σύνολο.

✔ Κατανοώ πότε δύο σύνολα είναι ίσα και πότε ένα σύνολο
είναι υποσύνολο ενός συνόλου.

✔ Μαθαίνω να βρίσκω την ένωση ή την τοµή δύο συνόλων
καθώς και το συµπλήρωµα ενός συνόλου.

™ÙËÓ ÔıfiÓË ÂÓfi˜ ˘ÔÏÔÁÈÛÙ‹ ÁÚ¿„·ÌÂ ÙÈ˜ Ï¤ÍÂÈ˜ ÂÂÏÏÂÂ˘̆ııÂÂÚÚ››··  ––  ÂÂ˘̆ÙÙ˘̆¯̄››··.
1. ¶ÔÈ· ÁÚ¿ÌÌ·Ù· ÏËÎÙÚÔÏÔÁ‹Û·ÌÂ ÁÈ· Î¿ıÂ Ï¤ÍË;
2. ¶ÔÈ· Â›Ó·È Ù· ÊˆÓ‹ÂÓÙ· Î·È ÔÈ· Ù· Û‡ÌÊˆÓ· Î¿ıÂ Ï¤ÍË˜;
3. ¶ÔÈ· Â›Ó·È Ù· ÎÔÈÓ¿ ÊˆÓ‹ÂÓÙ· ÙˆÓ ‰‡Ô Ï¤ÍÂˆÓ;
4. ¶ÔÈ· Â›Ó·È Ù· ÎÔÈÓ¿ Û‡ÌÊˆÓ· ÙˆÓ ‰‡Ô Ï¤ÍÂˆÓ;

∏∏  ¤¤ÓÓÓÓÔÔÈÈ··  ÙÙÔÔ˘̆  ÛÛ˘̆ÓÓfifiÏÏÔÔ˘̆  
™Â ÔÏÏ¤˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ Û˘ÓËı›˙Ô˘ÌÂ Ó· Û˘ÏÏ¤ÁÔ˘ÌÂ ‹ Ó· ÂÈÏ¤ÁÔ˘ÌÂ ‰È¿ÊÔÚ· ·ÓÙÈÎÂ›-
ÌÂÓ· Î·È Ó· Ù· Ù·ÍÈÓÔÌÔ‡ÌÂ ÛÂ ÔÌ¿‰Â˜ ‹ Î·ÙËÁÔÚ›Â˜. °È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, Ù· ‚È‚Ï›· ÌÈ·˜
‚È‚ÏÈÔı‹ÎË˜ ·Ó¿ÏÔÁ· ÌÂ ÙÔ ÂÚÈÂ¯fiÌÂÓfi ÙÔ˘˜ Ù·ÍÈÓÔÌÔ‡ÓÙ·È ÛÂ ÈÛÙÔÚÈÎ¿, ÏÔÁÔÙÂ¯ÓÈÎ¿,
È·ÙÚÈÎ¿ Î.Ù.Ï. ™Â Î·ÙËÁÔÚ›Â˜ Â›ÛË˜, Ù·ÍÈÓÔÌÔ‡ÌÂ ÙÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ (Ê˘ÛÈÎÔ›, ·Î¤Ú·ÈÔÈ,
ÚËÙÔ›, ¿ÚÚËÙÔÈ, Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ›, ıÂÙÈÎÔ›, ·ÚÓËÙÈÎÔ› Î.Ù.Ï.), Ù· ÁÚ¿ÌÌ·Ù· ÙË˜ ·ÏÊ·‚‹ÙÔ˘
(ÊˆÓ‹ÂÓÙ·, Û‡ÌÊˆÓ·, ÌÈÎÚ¿, ÎÂÊ·Ï·›· Î.Ù.Ï.) Î·È Î¿ıÂ ÔÌ¿‰· ·ÓÙÈÎÂÈÌ¤ÓˆÓ Ù· ÔÔ›· ‰È·-
ÎÚ›ÓÔÓÙ·È ÌÂÙ·Í‡ ÙÔ˘˜ ÌÂ ·fiÏ˘ÙË Û·Ê‹ÓÂÈ·. √Ì¿‰Â˜ ‹ Î·ÙËÁÔÚ›Â˜, fiˆ˜ ÔÈ ·Ú·-
¿Óˆ, ÔÓÔÌ¿˙ÔÓÙ·È ÛÙ· ª·ıËÌ·ÙÈÎ¿, ÛÛ‡‡ÓÓÔÔÏÏ··.
∫¿ıÂ ·ÓÙÈÎÂ›ÌÂÓÔ Ô˘ ÂÚÈ¤¯ÂÙ·È Û’ ¤Ó· Û‡ÓÔÏÔ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÛÛÙÙÔÔÈÈ¯̄ÂÂ››ÔÔ ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘.

¶¶··ÚÚ¿¿ÛÛÙÙ··ÛÛËË  ÛÛ˘̆ÓÓfifiÏÏÔÔ˘̆  
∫¿ıÂ Û‡ÓÔÏÔ Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È Ì’ ¤Ó· ÎÂÊ·Ï·›Ô ÁÚ¿ÌÌ· ÙË˜ ·ÏÊ·‚‹ÙÔ˘ (∞, µ, °, ...) Î·È
·ÚÈÛÙ¿ÓÂÙ·È ÌÂ ÙÔ˘˜ ÂÍ‹˜ ÙÚfiÔ˘˜:

··)) ªªÂÂ  ··ÓÓ··ÁÁÚÚ··ÊÊ‹‹  ÙÙˆ̂ÓÓ  ÛÛÙÙÔÔÈÈ¯̄ÂÂ››ˆ̂ÓÓ  ÙÙÔÔ˘̆
°Ú¿ÊÔ˘ÌÂ Ì›· ÌfiÓÔ ÊÔÚ¿ Î·ı¤Ó· ·fi Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘ Î·È ÌÂ ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ ÛÂÈÚ¿ Ù·
ÙÔÔıÂÙÔ‡ÌÂ ·Ó¿ÌÂÛ· ÛÂ ‰‡Ô ¿ÁÎÈÛÙÚ·. ¶.¯. ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ÁÚ·ÌÌ¿ÙˆÓ ÙË˜ Ï¤ÍË˜
ÂÏÂ˘ıÂÚ›· Â›Ó·È ∞ = �Â, Ï, ˘, ı, Ú, È, ·�, ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ „ËÊ›ˆÓ ÙÔ˘ ·ÚÈıÌÔ‡ 2004 Â›Ó·È
µ = �2, 0, 4�, Î.Ù.Ï.
ªÂÚÈÎ¤˜ ÊÔÚ¤˜ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÌÂ ·ÚfiÌÔÈÔ Û˘Ì‚ÔÏÈÛÌfi ÁÈ· Ó· ·Ú·ÛÙ‹ÛÔ˘ÌÂ Î·È
¤Ó· Û‡ÓÔÏÔ Ô˘ ¤¯ÂÈ ÔÏÏ¿ ‹ ¿ÂÈÚ· ÛÙÔÈ¯Â›·. ™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹ ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ
ÌÂÚÈÎ¿ ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘ Î·È ÁÈ· Ù· ˘fiÏÔÈ·, Ô˘ ı· Ú¤ÂÈ Ó· ÂÓÓÔÔ‡ÓÙ·È ÌÂ Û·Ê‹ÓÂÈ·,

∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ
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¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÌÂ ·ÔÛÈˆËÙÈÎ¿. ¶.¯. ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ÌÈÎÚÒÓ ÁÚ·ÌÌ¿ÙˆÓ ÙË˜
∂ÏÏËÓÈÎ‹˜ ·ÏÊ·‚‹ÙÔ˘ Â›Ó·È ∞ = �·, ‚, Á, ..., x, y, ˆ�, ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ Ê˘ÛÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ
Â›Ó·È ¡ = �0, 1, 2, 3, 4, ...�.
™Ù· ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓ· ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· ·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ ÙÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ‚ ··ÓÓ‹‹ÎÎÂÂÈÈ ÛÙÔ Û‡ÓÔÏÔ
∞, ÂÓÒ ‰‰ÂÂÓÓ  ··ÓÓ‹‹ÎÎÂÂÈÈ ÛÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ¡. ∞˘Ùfi Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯· ˆ˜ ÂÍ‹˜:

Î·È   .

‚‚)) ªªÂÂ  ÂÂÚÚÈÈÁÁÚÚ··ÊÊ‹‹  ÙÙˆ̂ÓÓ  ÛÛÙÙÔÔÈÈ¯̄ÂÂ››ˆ̂ÓÓ  ÙÙÔÔ˘̆
∆Ô Û‡ÓÔÏÔ ∞ = �0, 2, 4, 6, 8, ...�, Ô˘ ¤¯ÂÈ ˆ˜ ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘˜ ¿ÚÙÈÔ˘˜ Ê˘ÛÈÎÔ‡˜
·ÚÈıÌÔ‡˜, ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ÙÔ ·Ú·ÛÙ‹ÛÔ˘ÌÂ Î·È ˆ˜ ÂÍ‹˜:

∞ = �¿ÚÙÈÔÈ Ê˘ÛÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ›� ‹ ∞ = �x�N, fiÔ˘ x ¿ÚÙÈÔ˜ ·ÚÈıÌfi˜ �
™ÙËÓ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË ÂÚ›ÙˆÛË Ï¤ÌÂ fiÙÈ ·ÚÈÛÙ¿ÓÔ˘ÌÂ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÌÂ ÂÚÈÁÚ·Ê‹ ÙˆÓ
ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÙÔ˘.

ÁÁ)) ªªÂÂ  ‰‰ÈÈ¿¿ÁÁÚÚ··ÌÌÌÌ··  VVeennnn
ŒÓ· Û‡ÓÔÏÔ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ÙÔ ·Ú·ÛÙ‹ÛÔ˘ÌÂ ÂÔ-
ÙÈÎ¿ Î·È ÌÂ ÙÔ ÂÛˆÙÂÚÈÎfi ÌÈ·˜ ÎÏÂÈÛÙ‹˜ ÁÚ·ÌÌ‹˜.
¶.¯. ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ÊˆÓË¤ÓÙˆÓ ÙË˜ ∂ÏÏËÓÈÎ‹˜
·ÏÊ·‚‹ÙÔ˘ Ê·›ÓÂÙ·È ÛÙÔ ‰ÈÏ·Ófi ‰È¿ÁÚ·ÌÌ·, ÙÔ
ÔÔ›Ô ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ‰È¿ÁÚ·ÌÌ· Venn.

ÿÿÛÛ··  ÛÛ‡‡ÓÓÔÔÏÏ··  
∞Ó ¿ÚÔ˘ÌÂ Ù· Û‡ÓÔÏ·    ∞ = �·, Â, È, ˘� Î·È   µ = �ÊˆÓ‹ÂÓÙ· ÙË˜ Ï¤ÍË˜ Â˘Ù˘¯›·�,
·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ µ ÌÂ ·Ó·ÁÚ·Ê‹ ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÙÔ˘ ÁÚ¿ÊÂÙ·È µ = �Â, ˘, È, ·�
Î·È ¤¯ÂÈ Ù· ›‰È· ·ÎÚÈ‚Ò˜ ÛÙÔÈ¯Â›· ÌÂ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ∞. ™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹ Ï¤ÌÂ fiÙÈ Ù·
Û‡ÓÔÏ· ∞, µ Â›Ó·È ›Û· Î·È ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ ∞ = µ.

¢¢‡‡ÔÔ  ÛÛ‡‡ÓÓÔÔÏÏ··  ÂÂ››ÓÓ··ÈÈ  ››ÛÛ··,,  fifiÙÙ··ÓÓ  ¤¤¯̄ÔÔ˘̆ÓÓ  ÙÙ··  ››‰‰ÈÈ··  ··ÎÎÚÚÈÈ‚‚ÒÒ˜̃  ÛÛÙÙÔÔÈÈ¯̄ÂÂ››··..

ÀÀÔÔÛÛ‡‡ÓÓÔÔÏÏÔÔ  ÛÛ˘̆ÓÓfifiÏÏÔÔ˘̆  
∞Ó ¿ÚÔ˘ÌÂ Ù· Û‡ÓÔÏ·

∞ = �·, Â, È, ˘� Î·È   µ = �Â, Ï, ˘, ı, Ú, È, ·�,
·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ Î¿ıÂ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘ ∞ Â›Ó·È
Î·È ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘ µ. ™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹
Ï¤ÌÂ fiÙÈ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ∞ Â›Ó·È ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘ µ Î·È ÙÔ Û˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ ∞∞  � µµ..

ŒŒÓÓ··  ÛÛ‡‡ÓÓÔÔÏÏoo  ∞∞  ÔÔÓÓÔÔÌÌ¿¿˙̇ÂÂÙÙ··ÈÈ  ˘̆ÔÔÛÛ‡‡ÓÓÔÔÏÏÔÔ  ÂÂÓÓfifi˜̃  ÛÛ˘̆ÓÓfifiÏÏÔÔ˘̆  µµ,,  fifiÙÙ··ÓÓ  ÎÎ¿¿ııÂÂ  ÛÛÙÙÔÔÈÈ¯̄ÂÂ››ÔÔ  ÙÙÔÔ˘̆  ∞∞  ÂÂ››ÓÓ··ÈÈ
ÎÎ··ÈÈ  ÛÛÙÙÔÔÈÈ¯̄ÂÂ››ÔÔ  ÙÙÔÔ˘̆  µµ..

Γενικά
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ÕÌÂÛÂ˜ Û˘Ó¤ÂÈÂ˜ ÙÔ˘ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÔ˘ ÔÚÈÛÌÔ‡ Â›Ó·È Î·È ÔÈ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜:
– °È· Î¿ıÂ Û‡ÓÔÏÔ ∞ ÈÛ¯‡ÂÈ ∞ � ∞.
– ∞Ó ∞ � µ Î·È µ � °, ÙfiÙÂ ∞ � °.
√È ÁÓˆÛÙÔ› Ì·˜ ·ÚÈıÌÔ› Î·È Ù· ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯· Û‡ÓÔÏ¿ ÙÔ˘˜ Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÔÓÙ·È ˆ˜ ÂÍ‹˜:

ºº˘̆ÛÛÈÈÎÎÔÔ››  ··ÚÚÈÈııÌÌÔÔ›› � = �0, 1, 2, 3, 4, ...�

∞∞ÎÎ¤¤ÚÚ··ÈÈÔÔÈÈ  ··ÚÚÈÈııÌÌÔÔ›› � = �..., –3, –2, –1, 0, 1, 2, 3, ...�

ƒƒËËÙÙÔÔ››  ··ÚÚÈÈııÌÌÔÔ›› � = � , fiÔ˘ ·, ‚ ·Î¤Ú·ÈÔÈ, ÌÂ ‚ � 0�
¶¶ÚÚ··ÁÁÌÌ··ÙÙÈÈÎÎÔÔ››  ··ÚÚÈÈııÌÌÔÔ›› � = �ÚËÙÔ› ‹ ¿ÚÚËÙÔÈ ·ÚÈıÌÔ› �

T· Û‡ÓÔÏ· ÌÂ Ù· ÔÔ›· ·Û¯ÔÏÔ‡Ì·ÛÙÂ Î¿ıÂ ÊÔÚ¿ Â›Ó·È
Û˘Ó‹ıˆ˜ ˘ÔÛ‡ÓÔÏ· ÂÓfi˜ Â˘Ú‡ÙÂÚÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘, Ô˘
ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ‚‚··ÛÛÈÈÎÎfifi  ÛÛ‡‡ÓÓÔÔÏÏÔÔ. ∞˘Ùfi ·ÚÈÛÙ¿ÓÂÙ·È ÌÂ ÙÔ
ÂÛˆÙÂÚÈÎfi ÂÓfi˜ ÔÚıÔÁˆÓ›Ô˘ Î·È Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ ø.
¶.¯. ÌÂ ‚·ÛÈÎfi Û‡ÓÔÏÔ ø = �0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 �
ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ‰ËÌÈÔ˘ÚÁ‹ÛÔ˘ÌÂ ‰È¿ÊÔÚ· ˘ÔÛ‡ÓÔÏ¿
ÙÔ˘, fiˆ˜ A = �1, 2, 3, 4, 5 �,   B = �2, 4, 6 � Î.Ù.Ï.

∫∫ÂÂÓÓfifi  ÛÛ‡‡ÓÓÔÔÏÏÔÔ  
∆Ô Û‡ÓÔÏÔ ∞ = �ËÌ¤Ú· ÙË˜ Â‚‰ÔÌ¿‰·˜ Ô˘ ·Ú¯›˙ÂÈ ·fi ª � ‰ÂÓ ÂÚÈ¤¯ÂÈ Î·Ó¤Ó·
ÛÙÔÈ¯Â›Ô, ·ÊÔ‡ ‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ ËÌ¤Ú· ÙË˜ Â‚‰ÔÌ¿‰·˜ Ô˘ Ó· ·Ú¯›˙ÂÈ ·fi ª. ™ÙËÓ
ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ∞ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÎÎÂÂÓÓfifi Û‡ÓÔÏÔ Î·È Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È �.

∫∫ÂÂÓÓfifi  ÛÛ‡‡ÓÓÔÔÏÏÔÔ  ÔÔÓÓÔÔÌÌ¿¿˙̇ÂÂÙÙ··ÈÈ  ÙÙÔÔ  ÛÛ‡‡ÓÓÔÔÏÏÔÔ  ÔÔ˘̆  ‰‰ÂÂÓÓ  ÂÂÚÚÈÈ¤¤¯̄ÂÂÈÈ  ÎÎ··ÓÓ¤¤ÓÓ··  ÛÛÙÙÔÔÈÈ¯̄ÂÂ››ÔÔ  ÎÎ··ÈÈ  ÛÛ˘̆ÌÌ‚‚ÔÔÏÏ››˙̇ÂÂÙÙ··ÈÈ  �.

¢Â¯fiÌ·ÛÙÂ fiÙÈ ÙÔ ÎÂÓfi Û‡ÓÔÏÔ Â›Ó·È ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ÔÔÈÔ˘‰‹ÔÙÂ Û˘ÓfiÏÔ˘.

¶¶ÚÚ¿¿ÍÍÂÂÈÈ˜̃  ÌÌÂÂ  ÛÛ‡‡ÓÓÔÔÏÏ··  
··)) ŒŒÓÓˆ̂ÛÛËË  ÛÛ˘̆ÓÓfifiÏÏˆ̂ÓÓ

∞Ó ¿ÚÔ˘ÌÂ Ù· Û‡ÓÔÏ· ∞ = �1, 2, 3 �, µ = �2, 3, 4, 5 �, ÙfiÙÂ
ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· Û¯ËÌ·Ù›ÛÔ˘ÌÂ ¤Ó· Ó¤Ô Û‡ÓÔÏÔ Ô˘ ¤¯ÂÈ ˆ˜
ÛÙÔÈ¯Â›· Ù· ÎÎÔÔÈÈÓÓ¿¿  ÎÎ··ÈÈ  ÌÌËË  ÎÎÔÔÈÈÓÓ¿¿  ÛÙÔÈ¯Â›· ÙˆÓ ‰‡Ô Û˘ÓfiÏˆÓ.
∆Ô Ó¤Ô ·˘Ùfi Û‡ÓÔÏÔ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ¤¤ÓÓˆ̂ÛÛËË ÙˆÓ Û˘ÓfiÏˆÓ ∞ Î·È
µ Î·È Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ∞ � µ.
ÕÚ·   ∞ � µ = �1, 2, 3, 4, 5�.

∞fi ÙÔÓ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÔ ÔÚÈÛÌfi ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ ¤Ó· ÛÙÔÈ¯Â›Ô
·Ó‹ÎÂÈ ÛÙËÓ ¤ÓˆÛË ‰‡Ô Û˘ÓfiÏˆÓ ∞, µ, ·Ó ·Ó‹ÎÂÈ ÛÛÙÙÔÔ  ÛÛ‡‡ÓÓÔÔÏÏÔÔ  ∞∞  ‹‹  ÛÛÙÙÔÔ  ÛÛ‡‡ÓÓÔÔÏÏÔÔ  µµ,
‰ËÏ·‰‹ ·Ó ·Ó‹ÎÂÈ Û’ ¤Ó· ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ ·fi ·˘Ù¿.
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‚‚)) ∆∆ÔÔÌÌ‹‹  ÛÛ˘̆ÓÓfifiÏÏˆ̂ÓÓ
∞Ó ¿ÚÔ˘ÌÂ Ù· Û‡ÓÔÏ· ∞ = �1, 2, 3 �, µ = �2, 3, 4, 5 �,
ÙfiÙÂ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· Û¯ËÌ·Ù›ÛÔ˘ÌÂ ¤Ó· Ó¤Ô Û‡ÓÔÏÔ Ô˘
¤¯ÂÈ ˆ˜ ÛÙÔÈ¯Â›· Ù· ÎÎÔÔÈÈÓÓ¿¿  ÛÙÔÈ¯Â›· ÙˆÓ ‰‡Ô Û˘ÓfiÏˆÓ.
∆Ô Ó¤Ô ·˘Ùfi Û‡ÓÔÏÔ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÙÙÔÔÌÌ‹‹ ÙˆÓ Û˘ÓfiÏˆÓ ∞,
µ Î·È Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ∞ � µ. ÕÚ·

∞ � µ = �2, 3 �.

∞fi ÙÔÓ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÔ ÔÚÈÛÌfi ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ ¤Ó· ÛÙÔÈ¯Â›Ô ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙËÓ ÙÔÌ‹ ‰‡Ô
Û˘ÓfiÏˆÓ ∞, µ, ·Ó ·Ó‹ÎÂÈ ÎÎ··ÈÈ  ÛÛÙÙÔÔ  ÛÛ‡‡ÓÓÔÔÏÏÔÔ  ∞∞  ÎÎ··ÈÈ  ÛÛÙÙÔÔ  ÛÛ‡‡ÓÓÔÔÏÏÔÔ  µµ.

ÁÁ)) ™™˘̆ÌÌÏÏ‹‹ÚÚˆ̂ÌÌ··  ÛÛ˘̆ÓÓfifiÏÏÔÔ˘̆
∞Ó ¿ÚÔ˘ÌÂ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ∞ = �1, 2, 3, 4 � Î·È ˆ˜ ‚·ÛÈÎfi Û‡ÓÔÏÔ ø ıÂˆÚ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ
ø = �0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 �, ÙfiÙÂ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· Û¯ËÌ·Ù›ÛÔ˘ÌÂ ¤Ó· Ó¤Ô Û‡ÓÔÏÔ Ô˘
¤¯ÂÈ ˆ˜ ÛÙÔÈ¯Â›· fiÏ· Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘ ø Ô˘ ‰ÂÓ ·Ó‹ÎÔ˘Ó
ÛÙÔ ∞. ∆Ô Ó¤Ô ·˘Ùfi Û‡ÓÔÏÔ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÛÛ˘̆ÌÌÏÏ‹‹ÚÚˆ̂ÌÌ·· ÙÔ˘
∞ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔ ø Î·È Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ∞�. ÕÚ·

∞� = �0, 5, 6, 7, 8, 9 �.
Ÿˆ˜ Ê·›ÓÂÙ·È Î·È ·fi ÙÔ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÔ ‰È¿ÁÚ·ÌÌ·
Venn, ÈÛ¯‡Ô˘Ó:

AA  � AA� ==  øø Î·È  ∞∞  � ∞∞� ==  �

NN··  ··ÚÚ··ÛÛÙÙ··ııÔÔ‡‡ÓÓ  ÌÌÂÂ  ··ÓÓ··ÁÁÚÚ··ÊÊ‹‹  ÙÙˆ̂ÓÓ  ÛÛÙÙÔÔÈÈ¯̄ÂÂ››ˆ̂ÓÓ  ÙÙÔÔ˘̆˜̃  ÙÙ··  ÛÛ‡‡ÓÓÔÔÏÏ··::
∞∞  ==  �xx��,,  fifiÔÔ˘̆  ––33  � xx  <<  22 �,,    µµ  ==  �ÂÂÚÚÈÈÙÙÙÙÔÔ››  ÊÊ˘̆ÛÛÈÈÎÎÔÔ››  ··ÚÚÈÈııÌÌÔÔ›› � ÎÎ··ÈÈ
°°  ==  �xx��,,  fifiÔÔ˘̆  xx33 ==  xx �..

Λύση
T· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘ ∞ Â›Ó·È ÔÈ ·Î¤Ú·ÈÔÈ ·ÚÈıÌÔ› x, ÁÈ· ÙÔ˘˜ ÔÔ›Ô˘˜ ÈÛ¯‡ÂÈ
–3 � x < 2, ÔfiÙÂ ∞ = �–3, –2, –1, 0, 1�.
∆· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘ µ Â›Ó·È ÔÈ ÂÚÈÙÙÔ› Ê˘ÛÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ›, ÔfiÙÂ µ = �1, 3, 5, 7, ...�.
∆· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘ ° Â›Ó·È ÔÈ Ï‡ÛÂÈ˜ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ x3 = x  ‹  x3 – x = 0  ‹
x(x2 – 1) = 0  ‹   x(x – 1)(x + 1) = 0.
ÕÚ·   x = 0   ‹   x = –1   ‹   x = 0, ofiÙÂ ° =�–1, 0, 1�.

ªªÂÂ  ‚‚··ÛÛÈÈÎÎfifi  ÛÛ‡‡ÓÓÔÔÏÏÔÔ  øø  ==  �00,,  11,,  22,,  33,,  44,,  55,,  66,,  77,,  88,,  99 � ııÂÂˆ̂ÚÚÔÔ‡‡ÌÌÂÂ  ÙÙ··  ÛÛ‡‡ÓÓÔÔÏÏ··
∞∞  ==  �xx�øø,,  fifiÔÔ˘̆  xx  ¿¿ÚÚÙÙÈÈÔÔ˜̃ � ÎÎ··ÈÈ  µµ  ==  �xx�øø,,  fifiÔÔ˘̆  xx  „„ËËÊÊ››ÔÔ  ÙÙÔÔ˘̆  ··ÚÚÈÈııÌÌÔÔ‡‡  11882211 �..
··)) ¡¡··  ··ÚÚ··ÛÛÙÙ··ııÔÔ‡‡ÓÓ  ÙÙ··  ÛÛ‡‡ÓÓÔÔÏÏ··  ∞∞,,  µµ  ÌÌÂÂ  ··ÓÓ··ÁÁÚÚ··ÊÊ‹‹  ÙÙˆ̂ÓÓ  ÛÛÙÙÔÔÈÈ¯̄ÂÂ››ˆ̂ÓÓ  ÙÙÔÔ˘̆˜̃  ÎÎ··ÈÈ  ÓÓ··  ÁÁ››ÓÓÂÂÈÈ

ÙÙÔÔ  ‰‰ÈÈ¿¿ÁÁÚÚ··ÌÌÌÌ··  VVeennnn..

22

11
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‚‚)) ¡¡··  ÚÚÔÔÛÛ‰‰ÈÈÔÔÚÚÈÈÛÛÙÙÔÔ‡‡ÓÓ  ÙÙ··  ÛÛ‡‡ÓÓÔÔÏÏ··  ∞∞  � µµ,,    ∞∞  � µµ,,    ∞∞� ÎÎ··ÈÈ  µµ�..
ÁÁ)) ¡¡··  ÂÂ··ÏÏËËııÂÂ˘̆ÙÙÂÂ››  fifiÙÙÈÈ  ((∞∞  � µµ))� ==  ∞∞� � µµ� ÎÎ··ÈÈ    ((∞∞  � µµ))� ==  ∞∞� � µµ�..

Λύση
··)) ∆· Û‡ÓÔÏ· ∞, µ ÌÂ ·Ó·ÁÚ·Ê‹ ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÙÔ˘˜

Â›Ó·È:
∞ = �0, 2, 4, 6, 8� Î·È µ = �1, 8, 2�.
∆Ô ‰È¿ÁÚ·ÌÌ· Venn Ê·›ÓÂÙ·È ÛÙÔ ‰ÈÏ·Ófi Û¯‹Ì·.

‚‚)) Œ¯Ô˘ÌÂ fiÙÈ:
∞ � µ = �0, 1, 2, 4, 6, 8 �, ∞ � µ = �2, 8 �,
∞� = �1, 3, 5, 7, 9 � Î·È µ� = �0, 3, 4, 5, 6, 7, 9 �.

ÁÁ)) ∂ÂÈ‰‹ ∞ � µ = �0, 1, 2, 4, 6, 8 �, ¤¯Ô˘ÌÂ fiÙÈ (∞ � µ)� = �3, 5, 7, 9 �. ∂›ÛË˜
∞� � µ� = �3, 5, 7, 9 �, ÔfiÙÂ (∞ � µ)� = ∞� � µ�.
∂ÂÈ‰‹ ∞ � µ = �2, 8 �, ¤¯Ô˘ÌÂ fiÙÈ (∞ � µ)� = �0, 1, 3, 4, 5, 6, 7, 9 �. ∂›ÛË˜
∞� � µ� = �0, 1, 3, 4, 5, 6, 7, 9 �, ÔfiÙÂ (∞ � µ)� = ∞� � µ�.

¡· ¯·Ú·ÎÙËÚ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜ ÌÂ (™), ·Ó Â›Ó·È ÛˆÛÙ¤˜ ‹ ÌÂ (§), ·Ó
Â›Ó·È Ï·Óı·ÛÌ¤ÓÂ˜:

··)) ∆· Û‡ÓÔÏ· ∞ = �1, 2, 3� Î·È  µ = �3, 2, 1� Â›Ó·È ›Û·.

‚‚)) ∆· Û‡ÓÔÏ· ∞ = �6, 7� Î·È µ = �67� Â›Ó·È ›Û·.

ÁÁ)) ∞Ó ∞ = �·, ‚� Î·È  µ = �·, Á, ‰, Â�, ÙfiÙÂ ∞ � µ.

‰‰)) ∆Ô Û‡ÓÔÏÔ ∞ = �x��, fiÔ˘ 0x = 2 � Â›Ó·È ÙÔ ÎÂÓfi Û‡ÓÔÏÔ.

ÂÂ)) ∞ � ∞� = ø.

ÛÛÙÙ)) ∞ � ∞� = �.

¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÔÓ ·Ú·Î¿Ùˆ ›Ó·Î· ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›˙ÔÓÙ·˜ ÛÂ Î¿ıÂ Û‡ÓÔÏÔ ÙË˜
ÛÙ‹ÏË˜ ∞, ÙÔ ›ÛÔ ÙÔ˘ Û‡ÓÔÏÔ ·fi ÙË ÛÙ‹ÏË µ.

11.. �0, 1, 2 �
22.. �

33.. �–2, 2 �
44.. �2 �
55.. �1, 2 �

··.. �x��, fiÔ˘ x2 = 4 �
‚‚.. �x��, fiÔ˘ x2 = 4 �
ÁÁ.. �x��, fiÔ˘ 3x = 4 �
‰‰.. �x��, fiÔ˘ x � 2 �

™Ù‹ÏË µ™Ù‹ÏË ∞

22

11
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Afi ÙÔ ‰È¿ÁÚ·ÌÌ· Venn ÙÔ˘ ‰ÈÏ·ÓÔ‡ Û¯‹Ì·ÙÔ˜ Ó·
ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÂÙÂ ÌÂ ·Ó·ÁÚ·Ê‹ ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÙÔ˘˜ Ù·
·Ú·Î¿Ùˆ Û‡ÓÔÏ·:
ø = ............................................................................
∞ = .................................. µ = ..................................
∞� = ................................. µ� = .................................
∞ � µ = ........................... ∞ � µ = ........................... 

¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÔÓ ·Ú·Î¿Ùˆ ›Ó·Î· ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›˙ÔÓÙ·˜ ÛÂ Î¿ıÂ Û‡ÓÔÏÔ ÙË˜ 
ÛÙ‹ÏË˜ ∞, ÙÔ Û˘ÌÏ‹ÚˆÌ¿ ÙÔ˘ ˆ˜ ÚÔ˜ ø = �·, ‚, Á, ‰, Â � ·fi ÙË ÛÙ‹ÏË µ.

ªÂ ‚¿ÛË ÙÔ ‰ÈÏ·Ófi ‰È¿ÁÚ·ÌÌ· Venn Ó· Î·ıÔÚ›ÛÂÙÂ
ÙÔ ¯ÚÒÌ· ‹ Ù· ¯ÚÒÌ·Ù· ÙˆÓ ·Ú·Î¿Ùˆ Û˘ÓfiÏˆÓ:
··)) ∞ � µ: ..................................................................
‚‚)) ∞ � µ: ..................................................................
ÁÁ)) ∞�: ........................................................................
‰‰)) µ�: ........................................................................
ÂÂ)) (∞ � µ)�: ...............................................................
ÛÛÙÙ)) (∞ � µ)�: ...............................................................

¡· ·Ú·ÛÙ‹ÛÂÙÂ ÌÂ ·Ó·ÁÚ·Ê‹ ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÙÔ˘˜ Ù· ·Ú·Î¿Ùˆ Û‡ÓÔÏ·:
··)) ∞ = �x��, fiÔ˘ x2 = 25 � ‚‚)) ∞ = �x��, fiÔ˘ x2 = 25 �
ÁÁ)) ° = �x��, fiÔ˘ –2 < x � 4 � ‰‰)) ¢ = �x��, fiÔ˘ x ‰È·ÈÚ¤ÙË˜ ÙÔ˘ 12 �

¶ÔÈÔ ·fi Ù· Û‡ÓÔÏ· ∞ = �0, 2, 4 �, µ = �–1, 0�, ° = �1, 2, 3�, ¢ = �(1, 2), (4, 5)� Â›Ó·È
˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘ ∫ = �0, 1, 2, 3, 4, 5 � Î·È ÔÈÔ Â›Ó·È ›ÛÔ ÌÂ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ
§=�¿ÚÙÈÔÈ Ê˘ÛÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ› ÌÈÎÚfiÙÂÚÔÈ ÙÔ˘ 6 � ‹ ÌÂ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ª=�x��, fiÔ˘ x2 + x = 0 �;

22

11

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ – ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ

55

11.. �·, ‚, Á, ‰, Â �
22.. �

33.. �‚, Á, Â �
44.. �·, ‰ �
55.. �·, Á, ‰, Â �
66.. �Á, ‰ �

··.. �‚ �
‚‚.. �·, ‚, Â �
ÁÁ.. �·, ‚, Á, ‰, Â �
‰‰.. �ÁÚ¿ÌÌ·Ù· ÙË˜ Ï¤ÍË˜ ‰¿‰· �
ÂÂ.. �

™Ù‹ÏË µ™Ù‹ÏË ∞

44

33
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N· ·Ú·ÛÙ‹ÛÂÙÂ ÌÂ ·Ó·ÁÚ·Ê‹ ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÙÔ˘ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ:
∞ = �„ËÊ›· ÙÔ˘ ·ÚÈıÌÔ‡ 2123 �

Î·È Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ fiÏ· Ù· ˘ÔÛ‡ÓÔÏ¿ ÙÔ˘.

N· ·Ú·ÛÙ‹ÛÂÙÂ ÌÂ ·Ó·ÁÚ·Ê‹ ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÙÔ˘ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ:
∞ = �(x, y), fiÔ˘ x, y�� Î·È  x + y = 4 �

N· ·Ú·ÛÙ‹ÛÂÙÂ ÌÂ ÂÚÈÁÚ·Ê‹ ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÙÔ˘˜ Ù· ·Ú·Î¿Ùˆ Û‡ÓÔÏ·:
··)) ∞ = �1, 3, 5, 7, 9, ...� ‚‚)) µ = � È, Û, Ù, Ô, Ú, · � ÁÁ)) ° = �0, 2 �

ªÂ ‚·ÛÈÎfi Û‡ÓÔÏÔ ø = �1, 2, 3, 4, 5, 6 �, ıÂˆÚÔ‡ÌÂ Ù· Û‡ÓÔÏ· ∞ = �1, 2, 4, 5 � Î·È
µ = �2, 4, 6 �. ¡· Ù· ·Ú·ÛÙ‹ÛÂÙÂ ÛÙÔ ›‰ÈÔ ‰È¿ÁÚ·ÌÌ· Venn Î·È Ó· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÂÙÂ
Ù· Û‡ÓÔÏ·:
··)) ∞ � µ ‚‚)) ∞ � µ ÁÁ)) ∞� ‰‰)) µ�

¢›ÓÔÓÙ·È Ù· Û‡ÓÔÏ·:
∞ = �ÁÚ¿ÌÌ·Ù· ÙË˜ Ï¤ÍË˜ ¿ÏÁÂ‚Ú· �,
µ = �ÁÚ¿ÌÌ·Ù· ÙË˜ Ï¤ÍË˜ ÊÚÂÁ¿Ù· � Î·È
° = �ÁÚ¿ÌÌ·Ù· ÙË˜ Ï¤ÍË˜ ÂÏ¿ÊÈ �.
··)) ¡· ÁÚ¿„ÂÙÂ Ù· Û‡ÓÔÏ· ∞, µ, ° ÌÂ ·Ó·ÁÚ·Ê‹ ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÙÔ˘˜ Î·È Ó· Ù·

·Ú·ÛÙ‹ÛÂÙÂ ÛÙÔ ›‰ÈÔ ‰È¿ÁÚ·ÌÌ· Venn.
‚‚)) ¡· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÂÙÂ Ù· Û‡ÓÔÏ· µ � °,  ∞ � µ,  ∞ � °.
ÁÁ)) ¡· Â·ÏËıÂ‡ÛÂÙÂ fiÙÈ ∞ � (µ � °) = (∞ � µ) � (∞ � °).

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ Ù· Û‡ÓÔÏ·:
∞ = �ıÂ·Ù¤˜ ÙË˜ ÙÂÏÂÙ‹˜ ¤Ó·ÚÍË˜ ÙˆÓ √Ï˘ÌÈ·ÎÒÓ ∞ÁÒÓˆÓ ÙÔ˘ 2004 �.
µ = �ıÂ·Ù¤˜ ÙË˜ ÙÂÏÂÙ‹˜ Ï‹ÍË˜ ÙˆÓ √Ï˘ÌÈ·ÎÒÓ ∞ÁÒÓˆÓ ÙÔ˘ 2004 �.
™Â ÔÈÔ Û‡ÓÔÏÔ ·Ó‹ÎÂÈ ÂÎÂÈÓÔ˜ Ô˘:
··)) ¶·Ú·ÎÔÏÔ‡ıËÛÂ Î·È ÙÈ˜ ‰‡Ô ÙÂÏÂÙ¤˜.
‚‚)) ¶·Ú·ÎÔÏÔ‡ıËÛÂ Ì›· ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ ÙÂÏÂÙ‹.
ÁÁ)) ¶·Ú·ÎÔÏÔ‡ıËÛÂ ÙËÓ ÙÂÏÂÙ‹ ¤Ó·ÚÍË˜ Î·È fi¯È ÙËÓ ÙÂÏÂÙ‹ Ï‹ÍË˜.
‰‰)) ¢ÂÓ ·Ú·ÎÔÏÔ‡ıËÛÂ ÙËÓ ÙÂÏÂÙ‹ ¤Ó·ÚÍË˜ ·ÏÏ¿ Ô‡ÙÂ Î·È ÙËÓ ÙÂÏÂÙ‹ Ï‹ÍË˜.

¢›ÓÔÓÙ·È Ù· Û‡ÓÔÏ· ∞ = �·ıÏËÙ¤˜ ÛÙ›‚Ô˘ � Î·È µ = �ÊÔÈÙËÙ¤˜ ¶·ÓÂÈÛÙËÌ›Ô˘ �
∆È Û˘ÌÂÚ·›ÓÂÙÂ ÁÈ· ÂÎÂ›ÓÔÓ Ô˘ ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙÔ Û‡ÓÔÏÔ:
··)) ∞ � µ ‚‚)) ∞ � µ ÁÁ)) ∞� ‰‰)) µ�

ÂÂ)) ∞ � µ� ÛÛÙÙ)) ∞� � µ ˙̇)) ∞� � µ�

99

88

77

66

55

44
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167

✔ Μαθαίνω τι ονοµάζεται πείραµα τύχης, ποιος είναι ο
δειγµατικός χώρος του και πώς αυτός προσδιορίζεται.

✔ Μαθαίνω τι ονοµάζεται ενδεχόµενο ενός πειράµατος τύχης,
πότε πραγµατοποιείται και πότε είναι βέβαιο ή αδύνατο.

✔ Γνωρίζω πώς γίνονται οι πράξεις µεταξύ ενδεχοµένων και
ποια ενδεχόµενα ονοµάζονται ασυµβίβαστα.

1. ™Â ÔÈÔ ·fi Ù· ·Ú·Î¿Ùˆ ÂÈÚ¿Ì·Ù· ÌÔÚÂ›ÙÂ Ó· ÚÔ‚Ï¤„ÂÙÂ ÙÔ ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ¿ ÙÔ˘
ÌÂ ·fiÏ˘ÙË ‚Â‚·ÈfiÙËÙ·;
··)) ƒ›¯ÓÔ˘ÌÂ ¤Ó· ˙¿ÚÈ. ¶ÔÈ· ı· Â›Ó·È Ë ¤Ó‰ÂÈÍ‹ ÙÔ˘;
‚‚)) ªÂÙÚ¿ÌÂ ÙË ıÂÚÌÔÎÚ·Û›· ÌÈ·˜ ÔÛfiÙËÙ·˜ Î·ı·ÚÔ‡ ÓÂÚÔ‡ Ô˘ ‚Ú¿˙ÂÈ. ¶ÔÈ· ı·

Â›Ó·È Ë ¤Ó‰ÂÈÍË ÙÔ˘ ıÂÚÌÔÌ¤ÙÚÔ˘;
ÁÁ)) ƒ›¯ÓÔ˘ÌÂ ¤Ó· ÓfiÌÈÛÌ·. ¶ÔÈ· ı· Â›Ó·È Ë ¿Óˆ fi„Ë ÙÔ˘;
‰‰)) ∂ÈÏ¤ÁÔ˘ÌÂ ¤Ó· Ù˘¯·›Ô ¿ÚÙÈÔ ·ÚÈıÌfi Î·È ÙÔÓ ‰È·ÈÚÔ‡ÌÂ ÌÂ ÙÔ 2. ¶ÔÈÔ ı· Â›Ó·È ÙÔ

˘fiÏÔÈÔ ÙË˜ ‰È·›ÚÂÛË˜;
ÂÂ)) ∂ÈÏ¤ÁÔ˘ÌÂ ÛÙËÓ Ù‡¯Ë ¤Ó· ÙÚÈ„‹ÊÈÔ ·ÚÈıÌfi Ô˘ Ù· „ËÊ›· ÙÔ˘ Â›Ó·È 1 ‹ 2. ¶ÔÈÔ˜

ı· Â›Ó·È Ô ·ÚÈıÌfi˜ ·˘Ùfi˜;
ÛÛÙÙ)) ƒ›¯ÓÔ˘ÌÂ ¤Ó· ˙¿ÚÈ ‰‡Ô ÊÔÚ¤˜. ¶ÔÈÔ ı· Â›Ó·È ÙÔ ˙Â‡ÁÔ˜ ÙˆÓ ÂÓ‰Â›ÍÂˆÓ;

2. ™Â Î·ı¤Ó· ·fi Ù· ÂÈÚ¿Ì·Ù· Ô˘ ‰ÂÓ ÌÔÚÂ›ÙÂ Ó· ÚÔ‚Ï¤„ÂÙÂ ÙÔ ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ¿ ÙÔ˘,
ÁÓˆÚ›˙ÂÙÂ Ù· ‰˘Ó·Ù¿ ÙÔ˘ ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù·; ¶ÔÈ· Â›Ó·È ·˘Ù¿;

¶¶ÂÂ››ÚÚ··ÌÌ··  ÙÙ‡‡¯̄ËË˜̃  ––  ¢¢ÂÂÈÈÁÁÌÌ··ÙÙÈÈÎÎfifi˜̃  ¯̄ÒÒÚÚÔÔ˜̃  
™Â ÔÏÏ¤˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜, fiÙ·Ó Î¿ÓÔ˘ÌÂ ¤Ó· Â›Ú·Ì·, ÌÔÚÔ‡ÌÂ ÌÂ ‚Â‚·ÈfiÙËÙ· Ó· ÚÔ-
‚Ï¤„Ô˘ÌÂ ÙÔ ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ¿ ÙÔ˘. °È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·:
–– AÓ ÌÂÙÚ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙË ıÂÚÌÔÎÚ·Û›· ÌÈ·˜ ÔÛfiÙËÙ·˜ Î·ı·ÚÔ‡ ÓÂÚÔ‡ Ô˘ ‚Ú¿˙ÂÈ, Â›Ì·ÛÙÂ

‚¤‚·ÈÔÈ fiÙÈ Ë ¤Ó‰ÂÈÍË ÙÔ˘ ıÂÚÌÔÌ¤ÙÚÔ˘ ı· Â›Ó·È 100Æ KÂÏÛ›Ô˘.
–– ∞Ó ÂÈÏ¤ÍÔ˘ÌÂ ¤Ó· Ù˘¯·›Ô ¿ÚÙÈÔ ·ÚÈıÌfi Î·È ÙÔÓ ‰È·ÈÚ¤ÛÔ˘ÌÂ ÌÂ ÙÔ 2, Â›Ì·ÛÙÂ Â›ÛË˜

‚¤‚·ÈÔÈ fiÙÈ ÙÔ ˘fiÏÔÈÔ ÙË˜ ‰È·›ÚÂÛË˜ ı· Â›Ó·È ÌË‰¤Ó.
À¿Ú¯Ô˘Ó fiÌˆ˜ Î·È ÂÈÚ¿Ì·Ù·, Ù· ÔÔ›· fiÛÂ˜ ÊÔÚ¤˜ Î·È ·Ó Ù· Â·Ó·Ï¿‚Ô˘ÌÂ, ‰ÂÓ
ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ÚÔ‚Ï¤„Ô˘ÌÂ ÙÔ ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ¿ ÙÔ˘˜ ÌÂ ·fiÏ˘ÙË ‚Â‚·ÈfiÙËÙ·. ŒÓ· Ù¤ÙÔÈÔ
Â›Ú·Ì· Ï¤ÁÂÙ·È ÂÂ››ÚÚ··ÌÌ··  ÙÙ‡‡¯̄ËË˜̃. °È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·,
–– ∞Ó Ú›ÍÔ˘ÌÂ ¤Ó· ˙¿ÚÈ ‰ÂÓ Â›Ì·ÛÙÂ ÛÂ ı¤ÛË Î¿ıÂ ÊÔÚ¿ Ó· ÚÔ‚Ï¤„Ô˘ÌÂ ÙËÓ ¤Ó‰ÂÈÍ‹

ÙÔ˘, ·Ó Î·È ÁÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ fiÙÈ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ‰˘Ó·ÙÒÓ ·ÔÙÂÏÂÛÌ¿ÙˆÓ ÙÔ˘ Â›Ó·È ÙÔ
�1, 2, 3, 4, 5, 6�
∆Ô Û‡ÓÔÏÔ ·˘Ùfi Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ ø Î·È ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ‰‰ÂÂÈÈÁÁÌÌ··ÙÙÈÈÎÎfifi˜̃  ¯̄ÒÒÚÚÔÔ˜̃ ÙÔ˘ ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜.

¢¢ÂÂÈÈÁÁÌÌ··ÙÙÈÈÎÎfifi˜̃  ¯̄ÒÒÚÚÔÔ˜̃  ÂÂÓÓfifi˜̃  ÂÂÈÈÚÚ¿¿ÌÌ··ÙÙÔÔ˜̃  ÙÙ‡‡¯̄ËË˜̃  ÔÔÓÓÔÔÌÌ¿¿˙̇ÂÂÙÙ··ÈÈ  ÙÙÔÔ  ÛÛ‡‡ÓÓÔÔÏÏÔÔ  ÙÙˆ̂ÓÓ  ‰‰˘̆ÓÓ··ÙÙÒÒÓÓ
··ÔÔÙÙ¤¤ÏÏÂÂÛÛÌÌ¿¿ÙÙˆ̂ÓÓ  ÙÙÔÔ˘̆  ÎÎ··ÈÈ  ÛÛ˘̆ÌÌ‚‚ÔÔÏÏ››˙̇ÂÂÙÙ··ÈÈ  ÌÌÂÂ  øø..

Γενικά

∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ

¢ÂÈÁÌ·ÙÈÎfi˜ ¯ÒÚÔ˜ – ∂Ó‰Â¯fiÌÂÓ·55..22
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°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, Î·Ù¿ ÙË Ú›„Ë ÂÓfi˜ ÓÔÌ›ÛÌ·ÙÔ˜ Ù· ‰˘Ó·Ù¿ ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù· Â›Ó·È ÎÂÊ·Ï‹ (∫)
Î·È ÁÚ¿ÌÌ·Ù·  (°), ÔfiÙÂ Ô ‰ÂÈÁÌ·ÙÈÎfi˜ ¯ÒÚÔ˜ ÙÔ˘ ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜ Â›Ó·È ø = �∫, ° �.
∆Ô Ï‹ıÔ˜ ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÂÓfi˜ ‰ÂÈÁÌ·ÙÈÎÔ‡ ¯ÒÚÔ˘ ø Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ .

¶.¯. ÛÙË Ú›„Ë ÂÓfi˜ ˙·ÚÈÔ‡ Â›Ó·È ¡(ø) = 6, ÂÓÒ ÛÙË Ú›„Ë ÂÓfi˜ ÓÔÌ›ÛÌ·ÙÔ˜ Â›Ó·È ¡(ø) = 2.

∂∂‡‡ÚÚÂÂÛÛËË  ‰‰ÂÂÈÈÁÁÌÌ··ÙÙÈÈÎÎÔÔ‡‡  ¯̄ÒÒÚÚÔÔ˘̆  ÂÂÓÓfifi˜̃  ÂÂÈÈÚÚ¿¿ÌÌ··ÙÙÔÔ˜̃  ÙÙ‡‡¯̄ËË˜̃  
™Â ÔÏÏ¿ ÂÈÚ¿Ì·Ù· Ù‡¯Ë˜, fiˆ˜ ÛÙË Ú›„Ë ÂÓfi˜ ˙·ÚÈÔ‡ ‹ ÂÓfi˜ ÓÔÌ›ÛÌ·ÙÔ˜, ÌÔÚÔ‡ÌÂ
Ó· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ ‰ÂÈÁÌ·ÙÈÎfi ¯ÒÚÔ Â‡ÎÔÏ· Î·È ¿ÌÂÛ·.
À¿Ú¯Ô˘Ó fiÌˆ˜ Î·È ÂÈÚ¿Ì·Ù· Ù‡¯Ë˜ ÛÙ· ÔÔ›· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙Ô˘ÌÂ Â˘ÎÔÏfiÙÂÚ· ÙÔ
‰ÂÈÁÌ·ÙÈÎfi ÙÔ˘˜ ¯ÒÚÔ, ·Ó ÂÊ·ÚÌfiÛÔ˘ÌÂ ÂÈ‰ÈÎ¤˜ ÙÂ¯ÓÈÎ¤˜ ‹ ÌÂıfi‰Ô˘˜.
°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ·Ó ÂÈÏ¤ÍÔ˘ÌÂ ÛÙËÓ Ù‡¯Ë ¤Ó· ÙÚÈ„‹ÊÈÔ ·ÚÈıÌfi Ô˘ Ù· „ËÊ›· ÙÔ˘ Â›Ó·È
1 ‹ 2, ÁÈ· Ó· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ ‰ÂÈÁÌ·ÙÈÎfi ¯ÒÚÔ ÂÚÁ·˙fiÌ·ÛÙÂ ˆ˜ ÂÍ‹˜:
°Ú¿ÊÔ˘ÌÂ ÔÈÔ ÌÔÚÂ› Ó· Â›Ó·È ÙÔ ÚÒÙÔ „ËÊ›Ô Î·È ÛÂ Î¿ıÂ ÂÚ›ÙˆÛË ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ ÔÈÔ
ÌÔÚÂ› Ó· Â›Ó·È ÙÔ ‰Â‡ÙÂÚÔ „ËÊ›Ô Î.Ô.Î.

MÂ ÙÔ ‰ÈÏ·Ófi ‰È¿ÁÚ·ÌÌ·, Ô˘ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È
‰‰ÂÂÓÓÙÙÚÚÔÔ‰‰ÈÈ¿¿ÁÁÚÚ··ÌÌÌÌ··, ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ Â˘ÎÔÏfiÙÂÚ·
fiÏ· Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘ ‰ÂÈÁÌ·ÙÈÎÔ‡ ¯ÒÚÔ˘.
O ‰ÂÈÁÌ·ÙÈÎfi˜ ¯ÒÚÔ˜ ø ·ÔÙÂÏÂ›Ù·È ·fi
fiÏÔ˘˜ ÙÔ˘˜ ÙÚÈ„‹ÊÈÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ÌÂ „ËÊ›·
1 ‹ 2, ‰ËÏ·‰‹ Â›Ó·È:
ø = �111, 112, 121, 122, 211, 212, 221, 222 �,
Î·È ÂÚÈ¤¯ÂÈ 8 ÛÙÔÈ¯Â›· (¡(ø) = 8).

AÓ Ú›ÍÔ˘ÌÂ ¤Ó· ˙¿ÚÈ ‰‡Ô ÊÔÚ¤˜ Î·È ÛËÌÂÈ-
ÒÛÔ˘ÌÂ Î¿ıÂ ÊÔÚ¿ ÙËÓ ¤Ó‰ÂÈÍ‹ ÙÔ˘, ÙfiÙÂ
ÁÈ· Ó· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ Â˘ÎÔÏfiÙÂÚ· ÙÔ
‰ÂÈÁÌ·ÙÈÎfi ¯ÒÚÔ, ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÌÂ ÙÔ ‰È-
Ï·Ófi ›Ó·Î·. √ ‰ÂÈÁÌ·ÙÈÎfi˜ ¯ÒÚÔ˜ ø
·ÔÙÂÏÂ›Ù·È ·fi fiÏ· Ù· ‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤Ó· ˙Â‡-
ÁË ÙÔ˘ ›Ó·Î·, ‰ËÏ·‰‹ Â›Ó·È:
ø = �(1, 1), (1, 2), (1, 3), ..., (6, 5), (6,6) �,
Î·È ÂÚÈ¤¯ÂÈ 36 ÛÙÔÈ¯Â›· (¡(ø) = 36).

NN((øø))

168

M¤ÚÔ˜ ∞ - ∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 5Ô

11ÔÔ „„ËËÊÊ››ÔÔ 22ÔÔ „„ËËÊÊ››ÔÔ 33ÔÔ „„ËËÊÊ››ÔÔ ∞∞ÔÔÙÙ¤¤ÏÏÂÂÛÛÌÌ··

1 111
1

2 112
1

1 121
2

2 122

1 211
1

2 212
2

1 221
2

2 222

(6,6)(6,5)(6,4)(6,3)(6,2)(6,1)66

(5,6)(5,5)(5,4)(5,3)(5,2)(5,1)55

(4,6)(4,5)(4,4)(4,3)(4,2)(4,1)44

(3,6)(3,5)(3,4)(3,3)(3,2)(3,1)33

(2,6)(2,5)(2,4)(2,3)(2,2)(2,1)22

(1,6)(1,5)(1,4)(1,3)(1,2)(1,1)11

665544332211
22ËË ÚÚ››„„ËË

11ËË ÚÚ››„„ËË
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EEÓÓ‰‰ÂÂ¯̄fifiÌÌÂÂÓÓ··  
∞Ó Ú›ÍÔ˘ÌÂ ¤Ó· ˙¿ÚÈ, ÁÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ fiÙÈ Ô ‰ÂÈÁÌ·ÙÈÎfi˜ ¯ÒÚÔ˜ Â›Ó·È ø = �1, 2, 3, 4, 5, 6 �.
∆Ô Û‡ÓÔÏÔ ∞ = �2, 4, 6 �, Ô˘ Â›Ó·È ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ÙÔ˘ ø, ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÂÂÓÓ‰‰ÂÂ¯̄fifiÌÌÂÂÓÓÔÔ ÙÔ˘
ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜ Î·È Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤Ó· Â›Ó·È ÙÔ ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓÔ Ó· Ê¤ÚÔ˘ÌÂ ¿ÚÙÈÔ ·ÚÈıÌfi.
√ÌÔ›ˆ˜, ÙÔ µ = �1, 2, 3 � Â›Ó·È ÙÔ ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓÔ Ó· Ê¤ÚÔ˘ÌÂ ·ÚÈıÌfi ÌÈÎÚfiÙÂÚÔ ÙÔ˘ 4.

∂∂ÓÓ‰‰ÂÂ¯̄fifiÌÌÂÂÓÓÔÔ  ÂÂÓÓfifi˜̃  ÂÂÈÈÚÚ¿¿ÌÌ··ÙÙÔÔ˜̃  ÙÙ‡‡¯̄ËË˜̃  ÔÔÓÓÔÔÌÌ¿¿˙̇ÂÂÙÙ··ÈÈ  ÎÎ¿¿ııÂÂ  ˘̆ÔÔÛÛ‡‡ÓÓÔÔÏÏÔÔ  ÙÙÔÔ˘̆  ‰‰ÂÂÈÈÁÁÌÌ··ÙÙÈÈÎÎÔÔ‡‡
¯̄ÒÒÚÚÔÔ˘̆  øø..

∞Ó Ú›ÍÔ˘ÌÂ ¤Ó· ˙¿ÚÈ Î·È Ê¤ÚÔ˘ÌÂ ÙÔÓ ·ÚÈıÌfi 6, Ô˘ ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ∞ = �2, 4, 6 �, ÙfiÙÂ
Ï¤ÌÂ fiÙÈ ÙÔ ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓÔ ∞ ÚÚ··ÁÁÌÌ··ÙÙÔÔÔÔÈÈÂÂ››ÙÙ··ÈÈ. ∆Ô ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓÔ fiÌˆ˜ ∞ Ú·ÁÌ·ÙÔÔÈÂ›Ù·È
·ÎfiÌË Î·È ·Ó Î·Ù¿ ÙË Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓË ÂÎÙ¤ÏÂÛË ÙÔ˘ ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜ ÂÎÙfi˜ ·fi 6 Ê¤ÚÔ˘ÌÂ 2 ‹
4. °È’ ·˘Ùfi Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· 2, 4, 6 ÙÔ˘ ÂÓ‰Â¯ÔÌ¤ÓÔ˘ ∞ ÔÓÔÌ¿˙ÔÓÙ·È ÂÂ˘̆ÓÓÔÔ˚̊ÎÎ¤¤˜̃  ÂÂÚÚÈÈÙÙÒÒÛÛÂÂÈÈ˜̃ ÁÈ·
ÙËÓ Ú·ÁÌ·ÙÔÔ›ËÛ‹ ÙÔ˘.
°È· ¤Ó· ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓÔ ∞, ÙÔ Ï‹ıÔ˜ ÙˆÓ Â˘ÓÔ˚ÎÒÓ ÙÔ˘ ÂÚÈÙÒÛÂˆÓ, ‰ËÏ·‰‹ ÙÔ Ï‹ıÔ˜
ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÙÔ˘, Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ ¡¡((∞∞)). °È· ÙÔ ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓÔ ∞ = �2, 4, 6 � Â›Ó·È ¡(∞) = 3.

µµ¤¤‚‚··ÈÈÔÔ  ––  ∞∞‰‰‡‡ÓÓ··ÙÙÔÔ  ÂÂÓÓ‰‰ÂÂ¯̄fifiÌÌÂÂÓÓÔÔ
∞Ó Ú›ÍÔ˘ÌÂ ¤Ó· ˙¿ÚÈ, ÙfiÙÂ ÙÔ ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓÔ Ó· Ê¤ÚÔ˘ÌÂ ¤Ó‰ÂÈÍË ÌÈÎÚfiÙÂÚË ÙÔ˘ 7 Â›Ó·È ÙÔ
ø = �1, 2, 3, 4, 5, 6�. ∆Ô ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓÔ ·˘Ùfi Ú·ÁÌ·ÙÔÔÈÂ›Ù·È ÛÂ ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ ÂÎÙ¤ÏÂÛË
ÙÔ˘ ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜ Î·È ÁÈ’ ·˘Ùfi ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ‚‚¤¤‚‚··ÈÈÔÔ  ÂÂÓÓ‰‰ÂÂ¯̄fifiÌÌÂÂÓÓÔÔ.
∆Ô ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓÔ fiÌˆ˜ Ó· Ê¤ÚÔ˘ÌÂ ¤Ó‰ÂÈÍË ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚË ÙÔ˘ 6 Â›Ó·È �. ∆Ô ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓÔ
·˘Ùfi ‰ÂÓ Ú·ÁÌ·ÙÔÔÈÂ›Ù·È ÛÂ Î·Ì›· ÂÎÙ¤ÏÂÛË ÙÔ˘ ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜ Î·È ÁÈ’ ·˘Ùfi ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È
··‰‰‡‡ÓÓ··ÙÙÔÔ  ÂÂÓÓ‰‰ÂÂ¯̄fifiÌÌÂÂÓÓÔÔ.

¶¶ÚÚ¿¿ÍÍÂÂÈÈ˜̃  ÌÌÂÂ  ÂÂÓÓ‰‰ÂÂ¯̄fifiÌÌÂÂÓÓ··
Ÿˆ˜ Â›‰·ÌÂ, ÙÔ ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓÔ Â›Ó·È Û‡ÓÔÏÔ, ÔfiÙÂ ·ÚÈÛÙ¿ÓÂÙ·È Î·È ÌÂ ‰È¿ÁÚ·ÌÌ· Venn. √È
Ú¿ÍÂÈ˜ ÌÂÙ·Í‡ ÂÓ‰Â¯ÔÌ¤ÓˆÓ Á›ÓÔÓÙ·È fiˆ˜ Î·È ÔÈ Ú¿ÍÂÈ˜
ÌÂÙ·Í‡ Û˘ÓfiÏˆÓ. ŒÙÛÈ ¤¯Ô˘ÌÂ:

ñ ŒŒÓÓˆ̂ÛÛËË ‰‡Ô ÂÓ‰Â¯ÔÌ¤ÓˆÓ ∞, µ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÙÔ ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓÔ
∞ � µ Ô˘ Ú·ÁÌ·ÙÔÔÈÂ›Ù·È, fiÙ·Ó Ú·ÁÌ·ÙÔÔÈÂ›Ù·È ¤Ó·
ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ ·fi Ù· ∞, µ.
¶.¯. ·Ó ∞ = �2, 4, 6 � Î·È  µ = �1, 2, 3�, ÙfiÙÂ 

∞ � µ = �1, 2, 3, 4, 5, 6 �.

ñ ∆∆ÔÔÌÌ‹‹  ‰‡Ô ÂÓ‰Â¯ÔÌ¤ÓˆÓ ∞, µ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÙÔ ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓÔ
∞ � µ Ô˘ Ú·ÁÌ·ÙÔÔÈÂ›Ù·È, fiÙ·Ó Ú·ÁÌ·ÙÔÔÈÔ‡ÓÙ·È
Ù·˘Ùfi¯ÚÔÓ· ÙÔ ∞ Î·È ÙÔ µ.
¶.¯. ·Ó ∞ = �2, 4, 6� Î·È  µ = �1, 2, 3 �, ÙfiÙÂ

∞ � µ = � 2 � .

Γενικά
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5.2 ¢¢ÂÂÈÈÁÁÌÌ··ÙÙÈÈÎÎfifi˜̃  ¯̄ÒÒÚÚÔÔ˜̃  ––  ∂∂ÓÓ‰‰ÂÂ¯̄fifiÌÌÂÂÓÓ··

∞∞
µµ øø

ñ44

ñ66

ñ11

ñ55

ñ22
ñ33

∞∞
µµ øø

ñ44

ñ66

ñ11

ñ55

ñ22
ñ33
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ñ ™™˘̆ÌÌÏÏ‹‹ÚÚˆ̂ÌÌ··  ÂÓfi˜ ÂÓ‰Â¯ÔÌ¤ÓÔ˘ ∞ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÙÔ ÂÓ‰Â¯fi-
ÌÂÓÔ ∞� Ô˘ Ú·ÁÌ·ÙÔÔÈÂ›Ù·È, fiÙ·Ó ‰‰ÂÂÓÓ  ÚÚ··ÁÁÌÌ··ÙÙÔÔ--
ÔÔÈÈÂÂ››ÙÙ··ÈÈ  ÙÙÔÔ  ∞∞.
¶.¯. ÛÙÔ Â›Ú·Ì· Ù‡¯Ë˜ «Ú›„Ë ÂÓfi˜ ˙·ÚÈÔ‡» ·Ó
∞ = �2, 4, 6 �, ÙfiÙÂ ∞� = �1, 3, 5 �.

∞∞ÛÛ˘̆ÌÌ‚‚››‚‚··ÛÛÙÙ··  ÂÂÓÓ‰‰ÂÂ¯̄fifiÌÌÂÂÓÓ··
™’ ¤Ó· Â›Ú·Ì· Ù‡¯Ë˜ ‰‡Ô ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓ· ∞, µ Â›Ó·È ‰˘Ó·ÙfiÓ Ó·
ÌËÓ ¤¯Ô˘Ó Î·Ó¤Ó· ÎÔÈÓfi ÛÙÔÈ¯Â›Ô, ‰ËÏ·‰‹ Ó· ÈÛ¯‡ÂÈ

∞ � µ = �.
¶.¯. ÛÙË Ú›„Ë ÂÓfi˜ ˙·ÚÈÔ‡, Ù· ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓ· ∞ = �1, 3 � Î·È
µ = �2, 4, 6 � ‰ÂÓ ¤¯Ô˘Ó Î·Ó¤Ó· ÎÔÈÓfi ÛÙÔÈ¯Â›Ô, ÔfiÙÂ ÛÂ
ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ ÂÎÙ¤ÏÂÛË ÙÔ˘ ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜ ‰ÂÓ Â›Ó·È ‰˘Ó·ÙfiÓ Ó·
Ú·ÁÌ·ÙÔÔÈËıÔ‡Ó Ù·˘Ùfi¯ÚÔÓ·. ™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹ Ï¤ÌÂ
fiÙÈ Ù· ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓ· ∞ Î·È µ Â›Ó·È ··ÛÛ˘̆ÌÌ‚‚››‚‚··ÛÛÙÙ··.

¢¢‡‡ÔÔ  ÂÂÓÓ‰‰ÂÂ¯̄fifiÌÌÂÂÓÓ··  ∞∞  ÎÎ··ÈÈ  µµ  ÔÔÓÓÔÔÌÌ¿¿˙̇ÔÔÓÓÙÙ··ÈÈ  ··ÛÛ˘̆ÌÌ‚‚››‚‚··ÛÛÙÙ··,,  fifiÙÙ··ÓÓ  ∞∞  � µµ  ==  � ..

™™’’  ¤¤ÓÓ··  ÙÙÔÔ˘̆ÚÚÓÓÔÔ˘̆¿¿  ÛÛÎÎ··ÎÎÈÈÔÔ‡‡  ¤¤ÓÓ··˜̃  ··››ÎÎÙÙËË˜̃  ··ÔÔÎÎÏÏÂÂ››ÂÂÙÙ··ÈÈ  ··fifi  ÙÙËË  ÛÛ˘̆ÓÓ¤¤¯̄ÂÂÈÈ··  ÙÙˆ̂ÓÓ  ··ÁÁÒÒÓÓˆ̂ÓÓ,,
··ÓÓ  ËËÙÙÙÙËËııÂÂ››  ÌÌ››··  ÊÊÔÔÚÚ¿¿  ‹‹  ÊÊ¤¤ÚÚÂÂÈÈ  ‰‰‡‡ÔÔ  ÈÈÛÛÔÔ··ÏÏ››ÂÂ˜̃..  ∞∞ÓÓ  ¤¤ÓÓ··˜̃  ··››ÎÎÙÙËË˜̃  ¤¤‰‰ˆ̂ÛÛÂÂ  ÙÙÔÔ  ÔÔÏÏ‡‡  ÙÙÚÚÂÂÈÈ˜̃
··ÁÁÒÒÓÓÂÂ˜̃,,  ÔÔÈÈ··  ÂÂ››ÓÓ··ÈÈ  ÙÙ··  ··ÔÔÙÙÂÂÏÏ¤¤ÛÛÌÌ··ÙÙ··  ÔÔ˘̆  ıı··  ÌÌÔÔÚÚÔÔ‡‡ÛÛÂÂ  ÓÓ··  ¤¤¯̄ÂÂÈÈ  ÊÊ¤¤ÚÚÂÂÈÈ  ÌÌ¤¤¯̄ÚÚÈÈ  ÂÂÎÎÂÂ››ÓÓËË
ÙÙËË  ÛÛÙÙÈÈÁÁÌÌ‹‹;;

Λύση
To Èı·Ófi ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ· ÂÓfi˜ ÛÎ·ÎÈ-
ÛÙ‹ ÁÈ· Î¿ıÂ ·È¯Ó›‰È Â›Ó·È ‹ÙÙ· (∏),
ÈÛÔ·Ï›· (π) ‹ Ó›ÎË (¡). ∆· ‰˘Ó·Ù¿
·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù· Ô˘ ¤ÊÂÚÂ ¤Ó·˜
·›ÎÙË˜ Ô˘ ¤‰ˆÛÂ ÙÔ ÔÏ‡ ÙÚÂÈ˜
·ÁÒÓÂ˜, ÚÔÎ‡ÙÔ˘Ó Â˘ÎÔÏfiÙÂÚ·
·fi ÙÔ ‰ÈÏ·Ófi ‰È¿ÁÚ·ÌÌ·.
To Û‡ÓÔÏÔ fiÏˆÓ ÙˆÓ ·ÔÙÂÏÂ-
ÛÌ¿ÙˆÓ Â›Ó·È:
ø = �∏, π∏, ππ, π¡∏, π¡π, π¡¡, ¡∏, ¡π∏,

¡ππ, ¡π¡, ¡¡∏, ¡¡π, ¡¡¡�

11

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ – ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

Γενικά
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M¤ÚÔ˜ ∞ - ∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 5Ô

∞∞

∞∞�

øø

ñ44

ñ66

ñ11

ñ55

ñ22 ñ33

øø

ñ55

ñ44

ñ66

ñ22

ñ33

ñ11
∞∞ µµ

11ÔÔ ··ÈÈ¯̄ÓÓ››‰‰ÈÈ 22ÔÔ ··ÈÈ¯̄ÓÓ››‰‰ÈÈ 33ÔÔ ··ÈÈ¯̄ÓÓ››‰‰ÈÈ ∞∞ÔÔÙÙ¤¤ÏÏÂÂÛÛÌÌ··

Η H
Η Ι Η

I I I I
H I N H

N I I N I
N I N N

H N H
H N I H

N I I N I I
N N I N
H N N H

N I N N I
N N N N
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™™’’  ¤¤ÓÓ··  ÎÎÔÔ˘̆ÙÙ››  ˘̆¿¿ÚÚ¯̄ÔÔ˘̆ÓÓ  44  ÌÌ¿¿ÏÏÂÂ˜̃  ··ÚÚÈÈııÌÌËËÌÌ¤¤ÓÓÂÂ˜̃  ··fifi  ÙÙÔÔ  11  ¤¤ˆ̂˜̃  ÙÙÔÔ  44..  ∂∂ÈÈÏÏ¤¤ÁÁÔÔ˘̆ÌÌÂÂ  ÛÛÙÙËËÓÓ
ÙÙ‡‡¯̄ËË  ÌÌÈÈ··  ÌÌ¿¿ÏÏ··,,  ÎÎ··ÙÙ··ÁÁÚÚ¿¿ÊÊÔÔ˘̆ÌÌÂÂ  ÙÙÔÔÓÓ  ··ÚÚÈÈııÌÌfifi  ÙÙËË˜̃,,  ÙÙËËÓÓ  ÂÂ··ÓÓ··ÙÙÔÔÔÔııÂÂÙÙÔÔ‡‡ÌÌÂÂ  ÛÛÙÙÔÔ  ÎÎÔÔ˘̆ÙÙ››
ÎÎ··ÈÈ  ÛÛÙÙËË  ÛÛ˘̆ÓÓ¤¤¯̄ÂÂÈÈ··  ÂÂ··ÓÓ··ÏÏ··ÌÌ‚‚¿¿ÓÓÔÔ˘̆ÌÌÂÂ  ÙÙËË  ‰‰ÈÈ··‰‰ÈÈÎÎ··ÛÛ››··  ¿¿ÏÏÏÏËË  ÌÌÈÈ··  ÊÊÔÔÚÚ¿¿..
··)) ¡¡··  ÚÚÔÔÛÛ‰‰ÈÈÔÔÚÚÈÈÛÛÙÙÂÂ››  ÔÔ  ‰‰ÂÂÈÈÁÁÌÌ··ÙÙÈÈÎÎfifi˜̃  ¯̄ÒÒÚÚÔÔ˜̃  ÙÙÔÔ˘̆  ÂÂÈÈÚÚ¿¿ÌÌ··ÙÙÔÔ˜̃  ÙÙ‡‡¯̄ËË˜̃..
‚‚)) ¡¡··  ÚÚÔÔÛÛ‰‰ÈÈÔÔÚÚÈÈÛÛÙÙÔÔ‡‡ÓÓ  ÙÙ··  ÂÂÓÓ‰‰ÂÂ¯̄fifiÌÌÂÂÓÓ··..

∞∞.. √√ÈÈ  ‰‰‡‡ÔÔ  ÌÌ¿¿ÏÏÂÂ˜̃  ¤¤¯̄ÔÔ˘̆ÓÓ  ÙÙÔÔÓÓ  ››‰‰ÈÈÔÔ  ··ÚÚÈÈııÌÌfifi..
µµ.. √√  ··ÚÚÈÈııÌÌfifi˜̃  ÙÙËË˜̃  ÚÚÒÒÙÙËË˜̃  ÌÌ¿¿ÏÏ··˜̃  ÂÂ››ÓÓ··ÈÈ  ÌÌÂÂÁÁ··ÏÏ‡‡ÙÙÂÂÚÚÔÔ˜̃  ··fifi  ÙÙÔÔÓÓ  ··ÚÚÈÈııÌÌfifi  ÙÙËË˜̃

‰‰ÂÂ‡‡ÙÙÂÂÚÚËË˜̃  ÌÌ¿¿ÏÏ··˜̃..
°°.. √√  ··ÚÚÈÈııÌÌfifi˜̃  ÌÌÈÈ··˜̃  ÌÌfifiÓÓÔÔ  ÌÌ¿¿ÏÏ··˜̃  ÂÂ››ÓÓ··ÈÈ  33..

Λύση
··)) √ ‰ÂÈÁÌ·ÙÈÎfi˜ ¯ÒÚÔ˜ ÙÔ˘ ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜ ·Ô-

ÙÂÏÂ›Ù·È ·fi Ù· 16 ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘ ‰ÈÏ·ÓÔ‡
›Ó·Î·, ÔfiÙÂ Â›Ó·È:
ø = �(1, 1), (1, 2), (1, 3), ..., (4, 3) (4, 4) �.

‚‚)) ∆Ô ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓÔ ∞ ¤¯ÂÈ ˆ˜ ÛÙÔÈ¯Â›· ÂÎÂ›Ó· Ù· ˙Â‡ÁË ÙÔ˘ ø ÛÙ· ÔÔ›· Ô ÚÒÙÔ˜
·ÚÈıÌfi˜ Â›Ó·È ›‰ÈÔ˜ ÌÂ ÙÔÓ ‰Â‡ÙÂÚÔ.

ÕÚ·:   ∞ = �(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4) �.
∆Ô ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓÔ µ ¤¯ÂÈ ˆ˜ ÛÙÔÈ¯Â›· ÂÎÂ›Ó· Ù· ˙Â‡ÁË ÙÔ˘ ø ÛÙ· ÔÔ›· Ô ÚÒÙÔ˜
·ÚÈıÌfi˜ Â›Ó·È ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚÔ˜ ·fi ÙÔÓ ‰Â‡ÙÂÚÔ.

ÕÚ·:   µ = �(2, 1) (3, 1), (3, 2), (4, 1), (4, 2) (4, 3) �.
∆Ô ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓÔ ° ¤¯ÂÈ ˆ˜ ÛÙÔÈ¯Â›· ÂÎÂ›Ó· Ù· ˙Â‡ÁË ÙÔ˘ ø ÛÙ· ÔÔ›· ÌfiÓÔ ¤Ó·˜
·fi ÙÔ˘˜ ‰‡Ô ·ÚÈıÌÔ‡˜ Â›Ó·È ÙÔ 3.

ÕÚ·:   ° = �(3, 1), (3, 2), (3, 4), (1, 3), (2, 3), (4, 3) �.

¶ÔÈ· ·fi Ù· ·Ú·Î¿Ùˆ Â›Ó·È ÂÈÚ¿Ì·Ù· Ù‡¯Ë˜:
··)) ƒ›¯Óˆ ¤Ó· ˙¿ÚÈ Î·È Î·Ù·ÁÚ¿Êˆ ÙËÓ ¿Óˆ fi„Ë ÙÔ˘.
‚‚)) ∞Ê‹Óˆ ¤Ó· ‚·Ú‡ ÛÒÌ· Ó· ¤ÛÂÈ Î·È Î·Ù·ÁÚ¿Êˆ ÙË ÊÔÚ¿ ÙË˜ Î›ÓËÛ‹˜ ÙÔ˘.
ÁÁ)) µÁ¿˙ˆ ¤Ó· Ê‡ÏÏÔ ·fi Ì›· ÙÚ¿Ô˘Ï· Î·È ÛËÌÂÈÒÓˆ ÔÈÔ Â›Ó·È.
‰‰)) ∞ÓÔ›Áˆ ¤Ó· ‚È‚Ï›Ô Î·È ÛËÌÂÈÒÓˆ ÙÔÓ ·ÚÈıÌfi Ô˘ ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Â› ÛÙË ‰ÂÍÈ¿ ÛÂÏ›‰· ÙÔ˘.

∂ÈÏ¤ÁÔ˘ÌÂ ‰È·‰Ô¯ÈÎ¿ ‰‡Ô Ì·ıËÙ¤˜ °˘ÌÓ·Û›Ô˘ Î·È
Î·Ù·ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ ÙËÓ Ù¿ÍË fiÔ˘ ÊÔÈÙÔ‡Ó. ŒÓ·˜
Ì·ıËÙ‹˜ ÁÈ· Ó· ‚ÚÂÈ ÙÔ ‰ÂÈÁÌ·ÙÈÎfi ¯ÒÚÔ ¤ÊÙÈ·ÍÂ
ÙÔ ‰ÈÏ·Ófi ›Ó·Î·. ª‹ˆ˜ ¤Î·ÓÂ Î¿ÔÈÔ Ï¿ıÔ˜;

22

11

EΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ

22

171

5.2 ¢¢ÂÂÈÈÁÁÌÌ··ÙÙÈÈÎÎfifi˜̃  ¯̄ÒÒÚÚÔÔ˜̃  ––  ∂∂ÓÓ‰‰ÂÂ¯̄fifiÌÌÂÂÓÓ··

(4,4)(4,3)(4,2)(4,1)44
(3,4)(3,3)(3,2)(3,1)33
(2,4)(2,3)(2,2)(2,1)22
(1,4)(1,3)(1,2)(1,1)11

44332211
22ËË ÌÌ¿¿ÏÏ··

11ËË ÌÌ¿¿ÏÏ··

°°°µ°∞°°
µ°µµ∞µµµ
∞°∞µ∞∞∞∞

°°µµ∞∞
22ÔÔ˜̃ ÌÌ··ııËËÙÙ‹‹˜̃

11ÔÔ˜̃ ÌÌ··ııËËÙÙ‹‹˜̃
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∆Ô ‰ÂÓÙÚÔ‰È¿ÁÚ·ÌÌ· ÌÂ ÙÔ ÔÔ›Ô
¤Ó·˜ Ì·ıËÙ‹˜ ‹ıÂÏÂ Ó· ÚÔÛ‰ÈÔ-
Ú›ÛÂÈ fiÏÔ˘˜ ÙÔ˘˜ ÙÚÈ„‹ÊÈÔ˘˜
·ÚÈıÌÔ‡˜ ÌÂ „ËÊ›· 2, 3, 5, Ô˘ ÙÔ
Î·ı¤Ó· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÂ›Ù·È Ì›· ÌfiÓÔ
ÊÔÚ¿, ¤ÌÂÈÓÂ ËÌÈÙÂÏ¤˜. ªÔÚÂ›ÙÂ
Ó· ÙÔ Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ;

∞Ó Ô ‰ÂÈÁÌ·ÙÈÎfi˜ ¯ÒÚÔ˜ ÂÓfi˜ ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜ Ù‡¯Ë˜ Â›Ó·È ø = �0, 2, 4, 6, 8, 10 �, ÔÈ·
·fi Ù· ·Ú·Î¿Ùˆ Û‡ÓÔÏ· Â›Ó·È ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓ· ÙÔ˘ ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜;
··)) ∞ = �4, 8, 10 � ‚‚)) µ = �0, 2, 3, 6 � ÁÁ)) ° = �4, 7, 8, 10 � ‰‰)) ¢ = �6 �

ƒ›¯ÓÔ˘ÌÂ ¤Ó· ˙¿ÚÈ Î·È Ê¤ÚÓÔ˘ÌÂ 6. ¶ÔÈ· ·fi Ù· ·Ú·Î¿Ùˆ ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓ· Ú·ÁÌ·-
ÙÔÔÈÔ‡ÓÙ·È:
··)) ∞ = �2, 4, 6 � ‚‚)) µ = �1, 3, 5 � ÁÁ)) ° = �4, 5, 6 � ‰‰)) ¢ = �1, 2, 3 �

‘∂Ó· ÎÔ˘Ù› ÂÚÈ¤¯ÂÈ ÎfiÎÎÈÓÂ˜, Î›ÙÚÈÓÂ˜ Î·È Ì·‡ÚÂ˜ Ì›ÏÈÂ˜. ∞Ó ÂÈÏ¤Íˆ ÌÈ· Ì›ÏÈ·
ÔÈÔ ·fi Ù· ·Ú·Î¿Ùˆ ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓ· Â›Ó·È ·‰‡Ó·ÙÔ;
··)) ∏ Ì›ÏÈ· Â›Ó·È ÎfiÎÎÈÓË. ‚‚)) ∏ Ì›ÏÈ· Â›Ó·È Î›ÙÚÈÓË.
ÁÁ)) ∏ Ì›ÏÈ· Â›Ó·È Ú¿ÛÈÓË. ‰‰)) ∏ Ì›ÏÈ· ‰ÂÓ Â›Ó·È Ì·‡ÚË.

∂ÈÏ¤Áˆ ÛÙËÓ Ù‡¯Ë ¤Ó· Ì‹Ó· ÙÔ˘ ¤ÙÔ˘˜. ¶ÔÈÔ ·fi Ù· ·Ú·Î¿Ùˆ ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓ· Â›Ó·È
‚¤‚·ÈÔ;
··)) √ Ì‹Ó·˜ ¤¯ÂÈ 31 ËÌ¤ÚÂ˜.
‚‚)) √ Ì‹Ó·˜ Â›Ó·È ıÂÚÈÓfi˜.
ÁÁ)) ∆Ô fiÓÔÌ· ÙÔ˘ Ì‹Ó· ·Ú¯›˙ÂÈ ·fi ª.
‰‰)) √ Ì‹Ó·˜ ¤¯ÂÈ ÂÚÈÛÛfiÙÂÚÂ˜ ·fi 27 ËÌ¤ÚÂ˜.

¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÔÓ ·Ú·Î¿Ùˆ ›Ó·Î· ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›˙ÔÓÙ·˜ ÛÂ Î¿ıÂ ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓÔ ÙË˜
ÛÙ‹ÏË˜ (∞) ÙÔ ÛˆÛÙfi Û˘Ì¤Ú·ÛÌ· ·fi ÙË ÛÙ‹ÏË (µ).

11.. ¢ÂÓ Ú·ÁÌ·ÙÔÔÈÂ›Ù·È ÙÔ ∞.
22.. ¶Ú·ÁÌ·ÙÔÔÈÂ›Ù·È ¤Ó· ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ ·fi

Ù· ∞, µ.
33.. ¢ÂÓ Ú·ÁÌ·ÙÔÔÈÂ›Ù·È ÙÔ µ.
44.. ¶Ú·ÁÌ·ÙÔÔÈÔ‡ÓÙ·È Ù·˘Ùfi¯ÚÔÓ· Î·È ÙÔ ∞

Î·È ÙÔ µ.

··.. ∞ � µ

‚‚.. ∞ � µ

ÁÁ.. ∞�

™Ù‹ÏË µ™Ù‹ÏË ∞

88

77

66

55

44

33

172

M¤ÚÔ˜ ∞ - ∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 5Ô

11ÔÔ „„ËËÊÊ››ÔÔ 22ÔÔ „„ËËÊÊ››ÔÔ 33ÔÔ „„ËËÊÊ››ÔÔ ∞∞ÔÔÙÙ¤¤ÏÏÂÂÛÛÌÌ··

2

3

5

Á‚·
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∆Ô Î˘ÏÈÎÂ›Ô ÂÓfi˜ Û¯ÔÏÂ›Ô˘ ‰È·ı¤ÙÂÈ ÁÈ· Ê·ÁËÙfi Û¿ÓÙÔ˘˚Ù˜ (Û), Ù˘ÚfiÈÙ· (Ù), ÁÏ˘Îfi (Á)
Î·È ÁÈ· ·Ó·„˘ÎÙÈÎfi ÔÚÙÔÎ·Ï¿‰· (), ÏÂÌÔÓ¿‰· (Ï).
∂ÈÏ¤ÁÔ˘ÌÂ ÛÙËÓ Ù‡¯Ë ¤Ó· Ì·ıËÙ‹ Ô˘ ·ÁfiÚ·ÛÂ ¤Ó· Â›‰Ô˜ Ê·ÁËÙÔ‡ Î·È ¤Ó· Â›‰Ô˜
·Ó·„˘ÎÙÈÎÔ‡ Î·È Î·Ù·ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ ÙËÓ ÚÔÙ›ÌËÛ‹ ÙÔ˘. ¶ÔÈÔ˜ Â›Ó·È Ô ‰ÂÈÁÌ·ÙÈÎfi˜
¯ÒÚÔ˜ ÙÔ˘ ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜;

ƒ›¯ÓÔ˘ÌÂ ¤Ó· ÓfiÌÈÛÌ· ÙÚÂÈ˜ ÊÔÚ¤˜. ¶ÔÈÔ˜ Â›Ó·È Ô ‰ÂÈÁÌ·ÙÈÎfi˜ ¯ÒÚÔ˜ ÙÔ˘ ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜;

™’ ¤Ó·Ó ÚÔÎÚÈÌ·ÙÈÎfi fiÌÈÏÔ ÙˆÓ ¶·ÓÂ˘Úˆ·˚ÎÒÓ ·ÁÒÓˆÓ ª¿ÛÎÂÙ ÎÏËÚÒıËÎ·Ó 
Ó· ·›ÍÔ˘Ó Ù¤ÛÛÂÚÈ˜ ÔÌ¿‰Â˜ ∞, µ, °, ¢ ‰›ÓÔÓÙ·˜ ÌÂÙ·Í‡ ÙÔ˘˜ ·fi ‰‡Ô ·ÁÒÓÂ˜
(ÂÓÙfi˜ Î·È ÂÎÙfi˜ ¤‰Ú·˜). ªÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÂÓfi˜ ›Ó·Î· Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ fiÏ· Ù· ˙Â‡ÁË ÙˆÓ
·ÓÙÈ¿ÏˆÓ.

™’ ¤Ó· ÎÔ˘Ù› ˘¿Ú¯Ô˘Ó ÙÚÂÈ˜ fiÌÔÈÂ˜ Ì¿ÏÂ˜, Ì›· ÎfiÎÎÈÓË, Ì›· ¿ÛÚË, Ì›· ÌÏÂ Î·È
ÂÈÏ¤ÁÔ˘ÌÂ Ù˘¯·›· Ì›· Ì¿Ï·.
··)) ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔ ‰ÂÈÁÌ·ÙÈÎfi ¯ÒÚÔ ÙÔ˘ ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜.
‚‚)) ªÂ fiÛÂ˜ ÙÔ ÔÏ‡ ÎÈÓ‹ÛÂÈ˜ ı· ¿ÚÔ˘ÌÂ ÙËÓ ÎfiÎÎÈÓË Ì¿Ï·;
ÁÁ)) ªÂ fiÛÂ˜ ÎÈÓ‹ÛÂÈ˜ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ·Ó·ÁÓˆÚ›ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ ¯ÚÒÌ· Î¿ıÂ Ì¿Ï·˜;

™’ ¤Ó· ÙËÏÂÔÙÈÎfi ·È¯Ó›‰È Û˘ÌÌÂÙ¤¯Ô˘Ó 4 ¿ÓÙÚÂ˜ (¢ËÌ‹ÙÚË˜, ∫ÒÛÙ·˜, ªÈ¯¿ÏË˜,
¶·Ó·ÁÈÒÙË˜) Î·È 3 Á˘Ó·›ÎÂ˜ (∂ÈÚ‹ÓË, ∑ˆ‹, ™Ù·Ì·Ù›Ó·). ∂ÈÏ¤ÁÔ˘ÌÂ ÛÙËÓ Ù‡¯Ë ¤Ó·Ó
¿ÓÙÚ· Î·È ÌÈ· Á˘Ó·›Î· ÁÈ· Ó· ‰È·ÁˆÓÈÛÙÔ‡Ó Î·È Î·Ù·ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ Ù· ÔÓfiÌ·Ù· ÙˆÓ
·ÓÙÈ¿ÏˆÓ. ¡· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÂÙÂ:
··)) ∆Ô ‰ÂÈÁÌ·ÙÈÎfi ¯ÒÚÔ ÙÔ˘ ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜.
‚‚)) ∆· ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓ· ∞: ‰È·ÁˆÓ›ÛÙËÎ·Ó Ë ∂ÈÚ‹ÓË ‹ Ë ∑ˆ‹.

µ: ¢Â ‰È·ÁˆÓ›ÛÙËÎÂ Ô ªÈ¯¿ÏË˜.

√ ‰ÂÈÁÌ·ÙÈÎfi˜ ¯ÒÚÔ˜ ÂÓfi˜ ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜ Ù‡¯Ë˜ Â›Ó·È ø = �0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 �.
¡· ·Ú·ÛÙ‹ÛÂÙÂ ÌÂ ‰È¿ÁÚ·ÌÌ· Venn Ù· ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓ·
∞ = �x�ø, fiÔ˘ x ‰È·ÈÚ¤ÙË˜ ÙÔ˘ 9 � Î·È  µ = �x�ø, fiÔ˘ x < 6 �
Î·È Ó· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÂÙÂ ÙÔ ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓÔ Ô˘ Ú·ÁÌ·ÙÔÔÈÂ›Ù·È, fiÙ·Ó:
··)) ¶Ú·ÁÌ·ÙÔÔÈÂ›Ù·È ¤Ó· ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ ·fi Ù· ∞, µ.
‚‚)) ¶Ú·ÁÌ·ÙÔÔÈÔ‡ÓÙ·È Ù·˘Ùfi¯ÚÔÓ· ÙÔ ∞ Î·È ÙÔ µ.
ÁÁ)) ¢ÂÓ Ú·ÁÌ·ÙÔÔÈÂ›Ù·È ÙÔ µ.

√È ‰Ú¿ÛÙÂ˜ ÌÈ· ÎÏÔ‹˜ ‰È¤Ê˘Á·Ó Ì’ ¤Ó· ·˘ÙÔÎ›ÓËÙÔ Î·È ÌÂÙ¿ ·fi ÙËÓ Î·Ù¿ıÂÛË
‰È·ÊfiÚˆÓ Ì·ÚÙ‡ÚˆÓ ¤ÁÈÓÂ ÁÓˆÛÙfi fiÙÈ Ô ÙÂÙÚ·„‹ÊÈÔ˜ ·ÚÈıÌfi˜ ÙË˜ ÈÓ·Î›‰·˜ ÙÔ˘
·˘ÙÔÎÈÓ‹ÙÔ˘ Â›¯Â ÚÒÙÔ Î·È Ù¤Ù·ÚÙÔ „ËÊ›Ô ÙÔ 2. ∆Ô ‰Â‡ÙÂÚÔ „ËÊ›Ô ‹Ù·Ó 6 ‹ 8 ‹ 9
Î·È ÙÔ ÙÚ›ÙÔ „ËÊ›Ô ÙÔ˘ ‹Ù·Ó 4 ‹ 7.
··)) ¶ÔÈÔ Â›Ó·È ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ Èı·ÓÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ ÙË˜ ÈÓ·Î›‰·˜ ÙÔ˘ ·˘ÙÔÎÈÓ‹ÙÔ˘;
‚‚)) ¡· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÂÙÂ Ù· ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓ·:

∞: ∆Ô ÙÚ›ÙÔ „ËÊ›Ô ÙÔ˘ ·ÚÈıÌÔ‡ ÙË˜ ÈÓ·Î›‰·˜ Â›Ó·È ÙÔ 7.
µ: ∆Ô ‰Â‡ÙÂÚÔ „ËÊ›Ô ÙÔ˘ ·ÚÈıÌÔ‡ ÙË˜ ÈÓ·Î›‰·˜ Â›Ó·È 6 ‹ 8.

77

66

55

44

33

22

11
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✔ Μαθαίνω τον κλασικό ορισµό της πιθανότητας.
✔ Γνωρίζω τους βασικούς κανόνες λογισµού των πιθανοτήτων.

∂ÈÏ¤ÁÔ˘ÌÂ ÛÙËÓ Ù‡¯Ë ¤Ó· ·˘ÙÔÎ›ÓËÙÔ ÙÔ˘ ÔÔ›Ô˘ Ô ·ÚÈıÌfi˜ Î˘ÎÏÔÊÔÚ›·˜ Â›Ó·È ˙˘Áfi˜
Î·È Î·Ù·ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ ÙÔ ÙÂÏÂ˘Ù·›Ô „ËÊ›Ô ÙÔ˘.
–– √ °ÈÒÚÁÔ˜ ÈÛ¯˘Ú›˙ÂÙ·È fiÙÈ Â›Ó·È Èı·ÓfiÙÂÚÔ Ó· Â›Ó·È ÌÈÎÚfiÙÂÚÔ ÙÔ˘ 6 ·Ú¿ Ó· Â›Ó·È

ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚÔ ‹ ›ÛÔ ÙÔ˘ 6. ∂›Ó·È ÛˆÛÙfi˜ Ô ÈÛ¯˘ÚÈÛÌfi˜ ÙÔ˘;

∫∫ÏÏ··ÛÛÈÈÎÎfifi˜̃  ÔÔÚÚÈÈÛÛÌÌfifi˜̃  ÈÈıı··ÓÓfifiÙÙËËÙÙ··˜̃  
∞Ó ÂÈÏ¤ÍÔ˘ÌÂ ÛÙËÓ Ù‡¯Ë ¤Ó· ¿ÚÙÈÔ ÌÔÓÔ„‹ÊÈÔ Ê˘ÛÈÎfi ·ÚÈıÌfi, ÙfiÙÂ Ô ‰ÂÈÁÌ·ÙÈÎfi˜
¯ÒÚÔ˜ ÙÔ˘ ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜ Â›Ó·È ø = �0, 2, 4, 6, 8 �.
∞Ó Î¿ıÂ ·ÚÈıÌfi˜ ÂÈÏ¤ÁÂÙ·È ÛÙËÓ Ù‡¯Ë Î·È ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ Î·Ó¤Ó· ÏÂÔÓ¤ÎÙËÌ· ¤Ó·ÓÙÈ ÙˆÓ
¿ÏÏˆÓ, ÙfiÙÂ fiÏÔÈ ÔÈ ·ÚÈıÌÔ› ¤¯Ô˘Ó ÙËÓ ›‰È· ‰˘Ó·ÙfiÙËÙ· ÂÈÏÔÁ‹˜ Î·È Ï¤ÌÂ fiÙÈ Ù· ‰˘Ó·Ù¿
·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù· ÙÔ˘ ‰ÂÈÁÌ·ÙÈÎÔ‡ ¯ÒÚÔ˘ Â›Ó·È ÈÈÛÛÔÔ››ıı··ÓÓ··.
™ÙÔ ÂÍ‹˜, fiÙ·Ó Ï¤ÌÂ fiÙÈ Ë ÂÈÏÔÁ‹ Á›ÓÂÙ·È ÛÙËÓ Ù‡¯Ë ı· ÂÓÓÔÂ›Ù·È fiÙÈ fiÏ· Ù· ‰˘Ó·Ù¿
·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù· Â›Ó·È ÈÛÔ›ı·Ó·.
∆Ô ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓÔ Ó· ÂÈÏ¤ÍÔ˘ÌÂ ·fi Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘ ‰ÂÈÁÌ·ÙÈÎÔ‡ ¯ÒÚÔ˘ ø ·ÚÈıÌfi
ÌÈÎÚfiÙÂÚÔ ÙÔ˘ 6, Â›Ó·È ÙÔ ∞ = �0, 2, 4 � Î·È Ú·ÁÌ·ÙÔÔÈÂ›Ù·È ·Ó ÂÈÏ¤ÍÔ˘ÌÂ 0 ‹ 2 ‹ 4,
ÂÓÒ ÙÔ ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓÔ Ó· ÂÈÏ¤ÍÔ˘ÌÂ ·ÚÈıÌfi ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚÔ ‹ ›ÛÔ ÙÔ˘ 6 Â›Ó·È µ = {6, 8} Î·È
Ú·ÁÌ·ÙÔÔÈÂ›Ù·È ·Ó ÂÈÏ¤ÍÔ˘ÌÂ 6 ‹ 8. µÏ¤Ô˘ÌÂ ÏÔÈfiÓ fiÙÈ ·fi ÙÔ˘˜ 5 ·ÚÈıÌÔ‡˜ ÙÔ˘
‰ÂÈÁÌ·ÙÈÎÔ‡ ¯ÒÚÔ˘ ø, 3 ·ÚÈıÌÔ› ÂÍ·ÛÊ·Ï›˙Ô˘Ó ÙËÓ Ú·ÁÌ·ÙÔÔ›ËÛË ÙÔ˘ ÂÓ‰Â¯ÔÌ¤ÓÔ˘ ∞
Î·È 2 ·ÚÈıÌÔ› ÂÍ·ÛÊ·Ï›˙Ô˘Ó ÙËÓ Ú·ÁÌ·ÙÔÔ›ËÛË ÙÔ˘ ÂÓ‰Â¯ÔÌ¤ÓÔ˘ µ. ™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË
·˘Ù‹ Ï¤ÌÂ fiÙÈ Ë Èı·ÓfiÙËÙ· Ú·ÁÌ·ÙÔÔ›ËÛË˜ ÙÔ˘ ÂÓ‰Â¯ÔÌ¤ÓÔ˘ ∞ Â›Ó·È ‹ 60% Î·È

Û˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ ƒ(∞) = ‹ 60%, ÂÓÒ Ë Èı·ÓfiÙËÙ· ÙË˜ Ú·ÁÌ·ÙÔÔ›ËÛË˜ ÙÔ˘ ÂÓ‰Â¯ÔÌ¤ÓÔ˘ 

µ Â›Ó·È ƒ(B) = ‹ 40%. ¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ ÛÂ Î¿ıÂ ÂÚ›ÙˆÛË Ô ·ÚÈıÌËÙ‹˜ ÙÔ˘ ÎÏ¿ÛÌ·ÙÔ˜

Â›Ó·È ÙÔ Ï‹ıÔ˜ ÙˆÓ Â˘ÓÔ˚ÎÒÓ ÂÚÈÙÒÛÂˆÓ ÁÈ· ÙËÓ Ú·ÁÌ·ÙÔÔ›ËÛË ÙÔ˘ ÂÓ‰Â¯ÔÌ¤ÓÔ˘, ·ÊÔ‡
¡(∞) = 3 Î·È ¡(µ) = 2, ÂÓÒ Ô ·ÚÔÓÔÌ·ÛÙ‹˜ ÙÔ˘ ÎÏ¿ÛÌ·ÙÔ˜ Â›Ó·È ÙÔ Ï‹ıÔ˜ ÙˆÓ ‰˘Ó·ÙÒÓ
ÂÚÈÙÒÛÂˆÓ ÙÔ˘ ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜, ·ÊÔ‡ ¡(ø) = 5.

™™’’  ¤¤ÓÓ··  ÂÂ››ÚÚ··ÌÌ··  ÙÙ‡‡¯̄ËË˜̃,,  ÌÌÂÂ  ÈÈÛÛÔÔ››ıı··ÓÓ··  ··ÔÔÙÙÂÂÏÏ¤¤ÛÛÌÌ··ÙÙ··,,  ÈÈıı··ÓÓfifiÙÙËËÙÙ··  ÂÂÓÓfifi˜̃  ÂÂÓÓ‰‰ÂÂ¯̄ÔÔÌÌ¤¤ÓÓÔÔ˘̆  ∞∞
ÔÔÓÓÔÔÌÌ¿¿˙̇ÂÂÙÙ··ÈÈ  ÔÔ  ··ÚÚÈÈııÌÌfifi˜̃

ƒƒ((∞∞))  ==  ==  

°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ·fi ¤Ó· ÎÔ˘Ù› Ô˘ ÂÚÈ¤¯ÂÈ 25 fiÌÔÈÂ˜ Ì¿ÏÂ˜, ·fi ÙÈ˜ ÔÔ›Â˜ ÔÈ 11
Â›Ó·È Ú¿ÛÈÓÂ˜ Î·È ÔÈ 14 Â›Ó·È ÎfiÎÎÈÓÂ˜, ·Ó ‚Á¿ÏÔ˘ÌÂ ÛÙËÓ Ù‡¯Ë Ì›·, ÙfiÙÂ ÔÈ Èı·ÓfiÙËÙÂ˜

¡¡((∞∞))
¡¡((øø))

ÏÏ‹‹ııÔÔ˜̃  ÂÂ˘̆ÓÓÔÔ˚̊ÎÎÒÒÓÓ  ÂÂÚÚÈÈÙÙÒÒÛÛÂÂˆ̂ÓÓ
ÏÏ‹‹ııÔÔ˜̃  ‰‰˘̆ÓÓ··ÙÙÒÒÓÓ  ÂÂÚÚÈÈÙÙÒÒÛÛÂÂˆ̂ÓÓ

Γενικά

2
5

3
5

3
5

∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ
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ÙˆÓ ÂÓ‰Â¯ÔÌ¤ÓˆÓ ¶: µÁ¿˙ˆ Ú¿ÛÈÓË Ì¿Ï· Î·È ∫: µÁ¿˙ˆ ÎfiÎÎÈÓË Ì¿Ï· Â›Ó·È:

ƒ(¶) = = ‹  44%   Î·È    ƒ(∫) = = ‹  56%.

∞fi ÙÔÓ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÔ ÔÚÈÛÌfi ÚÔÎ‡ÙÂÈ ·ÎfiÌË fiÙÈ:

ƒ(ø) = = 1   Î·È    ƒ(�) = = 0

∏ Èı·ÓfiÙËÙ· Î¿ıÂ ÂÓ‰Â¯ÔÌ¤ÓÔ˘ ∞ Â›Ó·È ·ÚÈıÌfi˜ ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚÔ˜ ‹ ›ÛÔ˜ ·fi ÙÔ 0 Î·È
ÌÈÎÚfiÙÂÚÔ˜ ‹ ›ÛÔ˜ ·fi ÙÔ 1, ·ÊÔ‡ ÙÔ Ï‹ıÔ˜ ÙˆÓ Â˘ÓÔ˚ÎÒÓ ÂÚÈÙÒÛÂˆÓ Â›Ó·È ÌÈÎÚfiÙÂÚÔ
‹ ›ÛÔ ·fi ÙÔ Ï‹ıÔ˜ ÙˆÓ ‰˘Ó·ÙÒÓ ÂÚÈÙÒÛÂˆÓ. ¢ËÏ·‰‹ ÈÛ¯‡ÂÈ:

µµ··ÛÛÈÈÎÎÔÔ››  ÎÎ··ÓÓfifiÓÓÂÂ˜̃  ÏÏÔÔÁÁÈÈÛÛÌÌÔÔ‡‡  ÙÙˆ̂ÓÓ  ÈÈıı··ÓÓÔÔÙÙ‹‹ÙÙˆ̂ÓÓ  
∞Ó Ú›ÍÔ˘ÌÂ ¤Ó· ˙¿ÚÈ, ÙfiÙÂ Ô ‰ÂÈÁÌ·ÙÈÎfi˜ ¯ÒÚÔ˜ ÙÔ˘ ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜
Â›Ó·È ø = � 1, 2, 3, 4, 5, 6 � ÙÔ˘ ÔÔ›Ô˘ Ù· 6 ‰˘Ó·Ù¿ ·ÔÙÂÏ¤-
ÛÌ·Ù· Â›Ó·È ÈÛÔ›ı·Ó·.
ŒÙÛÈ Ë Èı·ÓfiÙËÙ· ÙÔ˘ ÂÓ‰Â¯ÔÌ¤ÓÔ˘ ∞ = �1, 2 � Â›Ó·È

ƒ(∞) = = = . ∆Ô Û˘ÌÏËÚˆÌ·ÙÈÎfi ÙÔ˘ ∞ Â›Ó·È ÙÔ

∞� = �3, 4, 5, 6 � Î·È Ë Èı·ÓfiÙËÙ¿ ÙÔ˘ Â›Ó·È  ƒ(∞�) = = = .

¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ ƒ(∞) + ƒ(∞�) = + = 1.

°°ÈÈ··  ‰‰‡‡ÔÔ  ÛÛ˘̆ÌÌÏÏËËÚÚˆ̂ÌÌ··ÙÙÈÈÎÎ¿¿  ÂÂÓÓ‰‰ÂÂ¯̄fifiÌÌÂÂÓÓ··  ∞∞,,  ∞∞� ÈÈÛÛ¯̄‡‡ÂÂÈÈ    ƒƒ((∞∞))  ++  ƒƒ((∞∞�))  ==  11..

∞Ó ÙÒÚ· ¿ÚÔ˘ÌÂ Ù· ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓ· ∞ = �1, 2 �, µ = �2, 3, 5 � Î·È
ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ ÙËÓ ¤ÓˆÛË Î·È ÙËÓ ÙÔÌ‹ ÙÔ˘˜, ÙfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ:
∞ � µ = �1, 2, 3, 5 � Î·È ∞ � µ = �2 �.

ÕÚ· ƒ(∞) = ,  ƒ(B) = ,  P(A � µ) = Î·È P(∞ � µ) = .

¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ: ƒ(A � µ) + P(∞ � µ) = + = Î·È ƒ(∞) + ƒ(B) = + = ,

‰ËÏ·‰‹ ÈÛ¯‡ÂÈ ƒ(A � µ) + P(∞ � µ) = ƒ(∞) + ƒ(B). 

°°ÈÈ··  ÔÔÔÔÈÈ··‰‰‹‹ÔÔÙÙÂÂ  ÂÂÓÓ‰‰ÂÂ¯̄fifiÌÌÂÂÓÓ··  ∞∞,,  µµ  ÈÈÛÛ¯̄‡‡ÂÂÈÈ    ƒƒ((AA � µµ))  ++  PP((∞∞ � µµ))  ==  ƒƒ((∞∞))  ++  ƒƒ((BB))

∆È˜ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÂ˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÌÂ Û˘¯Ó¿ ÁÈ· Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÔ˘ÌÂ Èı·ÓfiÙËÙÂ˜ Î·È
ÁÈ’ ·˘Ùfi Ï¤ÌÂ fiÙÈ ·ÔÙÂÏÔ‡Ó ‚‚··ÛÛÈÈÎÎÔÔ‡‡˜̃  ÎÎ··ÓÓfifiÓÓÂÂ˜̃  ÏÏÔÔÁÁÈÈÛÛÌÌÔÔ‡‡  ÙÙˆ̂ÓÓ  ÈÈıı··ÓÓÔÔÙÙ‹‹ÙÙˆ̂ÓÓ.

Γενικά

5
6

3
6

2
6

5
6

1
6

4
6

1
6

4
6

3
6

2
6

Γενικά

2
3

1
3

2
3

4
6

¡(∞�)
¡(ø)

1
3

2
6

¡(∞)
¡(ø)

0 ≤≤ ƒ(∞) ≤≤  11

¡(� )
¡(ø)

¡(ø)
¡(ø)

14
25

¡(∫)
¡(ø)

11
25

¡(¶)
¡(ø)
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M¤ÚÔ˜ ∞ - ∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 5Ô

∂∂ÈÈÏÏ¤¤ÁÁÔÔ˘̆ÌÌÂÂ  ÛÛÙÙËËÓÓ  ÙÙ‡‡¯̄ËË  ¤¤ÓÓ··  ÌÌ‹‹ÓÓ··  ÙÙÔÔ˘̆  ¤¤ÙÙÔÔ˘̆˜̃..  ¡¡··  ‚‚ÚÚÂÂııÔÔ‡‡ÓÓ  ÔÔÈÈ  ÈÈıı··ÓÓfifiÙÙËËÙÙÂÂ˜̃  ÙÙˆ̂ÓÓ
ÂÂÓÓ‰‰ÂÂ¯̄ÔÔÌÌ¤¤ÓÓˆ̂ÓÓ::
∞∞::  √√  ÌÌ‹‹ÓÓ··˜̃  ··ÚÚ¯̄››˙̇ÂÂÈÈ  ··fifi  ªª..
µµ::  √√ ÌÌ‹‹ÓÓ··˜̃  ÂÂ››ÓÓ··ÈÈ  ııÂÂÚÚÈÈÓÓfifi˜̃..
°°::  √√  ÌÌ‹‹ÓÓ··˜̃  ¤¤¯̄ÂÂÈÈ  3311  ËËÌÌ¤¤ÚÚÂÂ˜̃..

Λύση
√ ‰ÂÈÁÌ·ÙÈÎfi˜ ¯ÒÚÔ˜ ø ÂÚÈ¤¯ÂÈ 12 ÛÙÔÈ¯Â›·, ÔfiÙÂ ÙÔ Ï‹ıÔ˜ ÙˆÓ ‰˘Ó·ÙÒÓ
ÂÚÈÙÒÛÂˆÓ Â›Ó·È ¡(ø) = 12.
∆Ô ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓÔ ∞ Â›Ó·È ∞ = �ª¿ÚÙÈÔ˜, ª¿˚Ô˜ �, ÔfiÙÂ ÙÔ Ï‹ıÔ˜ ÙˆÓ Â˘ÓÔ˚ÎÒÓ
ÂÚÈÙÒÛÂˆÓ ÁÈ· ÙËÓ Ú·ÁÌ·ÙÔÔ›ËÛ‹ ÙÔ˘ Â›Ó·È ¡(∞) = 2.

ÕÚ· ƒ(∞) = = = ‹ ÂÚ›Ô˘ 16,7%.

∆Ô ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓÔ µ Â›Ó·È µ = � πÔ‡ÓÈÔ˜, πÔ‡ÏÈÔ˜, ∞‡ÁÔ˘ÛÙÔ˜ �, ÔfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ ¡(µ) = 3.

ÕÚ· ƒ(B) = = = ‹  25%.

∆Ô ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓÔ ° Â›Ó·È
° = � π·ÓÔ˘¿ÚÈÔ˜, ª¿ÚÙÈÔ˜, ª¿˚Ô˜, πÔ‡ÏÈÔ˜, ∞‡ÁÔ˘ÛÙÔ˜, √ÎÙÒ‚ÚÈÔ˜, ¢ÂÎ¤Ì‚ÚÈÔ˜ �,

ÔfiÙÂ ¡(° ) = 7. ÕÚ· ƒ(° ) = = ‹ ÂÚ›Ô˘ 58,3%.

MMÈÈ··  ÔÔÌÌ¿¿‰‰··  ‰‰››ÓÓÂÂÈÈ  ‰‰‡‡ÔÔ  ··ÁÁÒÒÓÓÂÂ˜̃..  ∞∞ÓÓ  ËË  ÈÈıı··ÓÓfifiÙÙËËÙÙ··  ÓÓ··  ÎÎÂÂÚÚ‰‰››ÛÛÂÂÈÈ  ÙÙÔÔÓÓ
ÚÚÒÒÙÙÔÔ  ··ÁÁÒÒÓÓ··  ÂÂ››ÓÓ··ÈÈ  4455%%,,  ËË  ÈÈıı··ÓÓfifiÙÙËËÙÙ··  ÓÓ··  ÎÎÂÂÚÚ‰‰››ÛÛÂÂÈÈ  ÙÙÔÔÓÓ  ‰‰ÂÂ‡‡ÙÙÂÂÚÚÔÔ
··ÁÁÒÒÓÓ··  ÂÂ››ÓÓ··ÈÈ  6600%%  ÎÎ··ÈÈ  ËË  ÈÈıı··ÓÓfifiÙÙËËÙÙ··  ÓÓ··  ÎÎÂÂÚÚ‰‰››ÛÛÂÂÈÈ  ÎÎ··ÈÈ  ÙÙÔÔ˘̆˜̃  ‰‰‡‡ÔÔ
··ÁÁÒÒÓÓÂÂ˜̃  ÂÂ››ÓÓ··ÈÈ  2277%%,,  ÓÓ··  ‚‚ÚÚÂÂııÔÔ‡‡ÓÓ  ÔÔÈÈ  ÈÈıı··ÓÓfifiÙÙËËÙÙÂÂ˜̃  ÙÙˆ̂ÓÓ  ÂÂÓÓ‰‰ÂÂ¯̄ÔÔÌÌ¤¤ÓÓˆ̂ÓÓ::
··)) ¡¡··  ÌÌËËÓÓ  ÎÎÂÂÚÚ‰‰››ÛÛÂÂÈÈ  ÙÙÔÔÓÓ  ÚÚÒÒÙÙÔÔ  ··ÁÁÒÒÓÓ··..
‚‚)) ¡¡··  ÎÎÂÂÚÚ‰‰››ÛÛÂÂÈÈ  ¤¤ÓÓ··ÓÓ  ÙÙÔÔ˘̆ÏÏ¿¿¯̄ÈÈÛÛÙÙÔÔÓÓ  ··fifi  ÙÙÔÔ˘̆˜̃  ‰‰‡‡ÔÔ  ··ÁÁÒÒÓÓÂÂ˜̃..

Λύση
√ÓÔÌ¿˙Ô˘ÌÂ ∞ ÙÔ ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓÔ Ó· ÎÂÚ‰›ÛÂÈ Ë ÔÌ¿‰· ÙÔÓ ÚÒÙÔ ·ÁÒÓ· Î·È µ ÙÔ
ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓÔ Ó· ÎÂÚ‰›ÛÂÈ ÙÔÓ ‰Â‡ÙÂÚÔ ·ÁÒÓ·. ∆Ô ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓÔ Ó· ÎÂÚ‰›ÛÂÈ Î·È ÙÔ˘˜
‰‡Ô ·ÁÒÓÂ˜ Â›Ó·È ∞ � µ, ÔfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ:

ƒ(∞) = ,     ƒ(µ) = Î·È     ƒ(∞ � µ) = .

··)) ∆Ô ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓÔ Ó· ÌËÓ ÎÂÚ‰›ÛÂÈ ÙÔÓ ÚÒÙÔ ·ÁÒÓ· Â›Ó·È ÙÔ Û˘ÌÏ‹ÚˆÌ· ÙÔ˘ ∞,
‰ËÏ·‰‹ ÙÔ ∞�. °ÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ fiÌˆ˜ fiÙÈ ƒ(∞) + ƒ(∞�) = 1, ÔfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ:

+ ƒ(∞�) = 1    ‹    ƒ(∞�) = 1 – ‹     ƒ(∞�) = .

ÕÚ· Ë Èı·ÓfiÙËÙ· Ó· ÌËÓ ÎÂÚ‰›ÛÂÈ ÙÔÓ ÚÒÙÔ ·ÁÒÓ· Â›Ó·È 55%.
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1
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2
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5.3 ŒŒÓÓÓÓÔÔÈÈ··  ÙÙËË˜̃  ÈÈıı··ÓÓfifiÙÙËËÙÙ··˜̃

‚‚)) ∆Ô ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓÔ Ó· ÎÂÚ‰›ÛÂÈ Ë ÔÌ¿‰· ¤Ó·Ó ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ ·fi ÙÔ˘˜ ‰‡Ô ·ÁÒÓÂ˜
Ú·ÁÌ·ÙÔÔÈÂ›Ù·È, fiÙ·Ó Ú·ÁÌ·ÙÔÔÈÂ›Ù·È ¤Ó· ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ ·fi Ù· ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓ·
∞, µ, ÔfiÙÂ Â›Ó·È ÙÔ ∞ � µ.  
°ÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ fiÌˆ˜ fiÙÈ ƒ(∞ � µ) + ƒ(∞ � µ) = ƒ(∞) + ƒ(µ), ÔfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ:

ƒ(∞ � µ) + = + ‹   ƒ(∞ � µ) = + – = .

ÕÚ· Ë Èı·ÓfiÙËÙ· Ó· ÎÂÚ‰›ÛÂÈ ¤Ó·Ó ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ ·fi ÙÔ˘˜ ‰‡Ô ·ÁÒÓÂ˜ Â›Ó·È 78%.

™Â ÔÈÔ ·fi Ù· ·Ú·Î¿Ùˆ ÂÈÚ¿Ì·Ù· Ù· ‰˘Ó·Ù¿ ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù· Â›Ó·È ÈÛÔ›ı·Ó·;
··)) ∞fi ¤Ó· ÎÔ˘Ù› Ô˘ ÂÚÈ¤¯ÂÈ 12 fiÌÔÈÂ˜ Ì¿ÏÂ˜, ·fi ÙÈ˜ ÔÔ›Â˜ 4 Â›Ó·È Ú¿ÛÈÓÂ˜,

4 ÎfiÎÎÈÓÂ˜ Î·È 4 ¿ÛÚÂ˜, ÂÈÏ¤ÁÔ˘ÌÂ Ì›· Î·È ÛËÌÂÈÒÓÔ˘ÌÂ ÙÔ ¯ÚÒÌ· ÙË˜.
‚‚)) ∞fi ¤Ó· ÎÔ˘Ù› Ô˘ ÂÚÈ¤¯ÂÈ 12 fiÌÔÈÂ˜ Ì¿ÏÂ˜, ·fi ÙÈ˜ ÔÔ›Â˜ 5 Â›Ó·È Ú¿ÛÈÓÂ˜,

5 ÎfiÎÎÈÓÂ˜ Î·È 2 ¿ÛÚÂ˜, ÂÈÏ¤ÁÔ˘ÌÂ Ì›· Î·È ÛËÌÂÈÒÓÔ˘ÌÂ ÙÔ ¯ÚÒÌ· ÙË˜.
ÁÁ)) ∞fi ÙË ÏÂÍË «¯·Ú¿» ÂÈÏ¤ÁÔ˘ÌÂ ¤Ó· ÁÚ¿ÌÌ· Î·È ÛËÌÂÈÒÓÔ˘ÌÂ ÔÈÔ Â›Ó·È.
‰‰)) ∞fi ÙË Ï¤ÍË «¯ÒÚ·» ÂÈÏ¤ÁÔ˘ÌÂ ¤Ó· ÁÚ¿ÌÌ· Î·È ÛËÌÂÈÒÓÔ˘ÌÂ ÔÈÔ Â›Ó·È.

∞Ó ÂÈÏ¤ÍÔ˘ÌÂ Ù˘¯·›· ¤Ó· ÁÚ¿ÌÌ· ÙË˜ ·ÏÊ·‚‹ÙÔ˘, ÙfiÙÂ Ë Èı·ÓfiÙËÙ· Ó· Â›Ó·È
ÊˆÓ‹ÂÓ Â›Ó·È:

··)) ‚‚)) ÁÁ)) ‰‰))

N· ÂÈÏ¤ÍÂÙÂ ÙË ÛˆÛÙ‹ ·¿ÓÙËÛË.

¡· ¯·Ú·ÎÙËÚ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜ ÌÂ (™), ·Ó Â›Ó·È ÛˆÛÙ¤˜ ‹ ÌÂ (§), ·Ó
Â›Ó·È Ï·Óı·ÛÌ¤ÓÂ˜.
··)) ∏ Èı·ÓfiÙËÙ· ÂÓfi˜ ÂÓ‰Â¯ÔÌ¤ÓÔ˘ ∞ ÌÔÚÂ› Ó· Â›Ó·È ƒ(∞) = 1,02.
‚‚)) ∞Ó Ë Èı·ÓfiÙËÙ· ÂÓfi˜ ÂÓ‰Â¯ÔÌ¤ÓÔ˘ ∞ Â›Ó·È 80%, ÙfiÙÂ ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ ƒ(∞) = 80.
ÁÁ)) ∆Ô ‚¤‚·ÈÔ ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓÔ ¤¯ÂÈ Èı·ÓfiÙËÙ· 1 Î·È ÙÔ ·‰‡Ó·ÙÔ ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓÔ

¤¯ÂÈ Èı·ÓfiÙËÙ· 0.
‰‰)) ∞Ó Ë Èı·ÓfiÙËÙ· Ó· ‚Ú¤ÍÂÈ Â›Ó·È 32%, ÙfiÙÂ Ë Èı·ÓfiÙËÙ· Ó· ÌË ‚Ú¤ÍÂÈ

Â›Ó·È 68%.

∞Ó Ë Èı·ÓfiÙËÙ· Ó· Ú·ÁÌ·ÙÔÔÈËıÂ› ¤Ó· ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓÔ ∞ Â›Ó·È , ÙfiÙÂ Ë Èı·ÓfiÙËÙ·
Ó· ÌËÓ Ú·ÁÌ·ÙÔÔÈËıÂ› ÙÔ ∞ Â›Ó·È:

··)) ‚‚)) ÁÁ)) ‰‰))

N· ÂÈÏ¤ÍÂÙÂ ÙË ÛˆÛÙ‹ ·¿ÓÙËÛË.

°È· ‰‡Ô ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓ· ∞, µ ÈÛ¯‡Ô˘Ó ƒ(∞) = ,  ƒ(µ) = Î·È  ƒ(∞ � µ) = .

ŒÓ·˜ Ì·ıËÙ‹˜ ˘ÔÏfiÁÈÛÂ fiÙÈ ƒ(∞ � µ) = . ∂›Ó·È ÛˆÛÙ‹ Ë ·¿ÓÙËÛ‹ ÙÔ˘;
¡· ·ÈÙÈÔÏÔÁ‹ÛÂÙÂ ÙÔÓ ÈÛ¯˘ÚÈÛÌfi Û·˜.
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∂ÈÏ¤ÁÔ˘ÌÂ ÛÙËÓ Ù‡¯Ë ¤Ó·Ó ·Î¤Ú·ÈÔ ·ÚÈıÌfi ·fi ÙÔ 1 ¤ˆ˜ Î·È ÙÔ 13. ¶ÔÈ· Â›Ó·È Ë
Èı·ÓfiÙËÙ· Ó· Â›Ó·È:
··)) ¿ÚÙÈÔ˜ ‚‚)) ÔÏÏ·Ï¿ÛÈÔ ÙÔ˘ 4;

™Â ÌÈ· ÎÏ‹ÚˆÛË ˘¿Ú¯Ô˘Ó 1200 Ï·¯ÓÔ› ·fi ÙÔ˘˜ ÔÔ›Ô˘˜ ÎÂÚ‰›˙ÂÈ Ô ¤Ó·˜.
¶fiÛÔ % Èı·ÓfiÙËÙ· ¤¯ÂÈ Ó· ÎÂÚ‰›ÛÂÈ Î¿ÔÈÔ˜ Ô˘ ·ÁfiÚ·ÛÂ 6 Ï·¯ÓÔ‡˜;

™Â ÌÈ· ÙÚ¿Ô˘Ï· 52 Ê‡ÏÏˆÓ ˘¿Ú¯Ô˘Ó 12 ÊÈÁÔ‡ÚÂ˜. ∞Ó ÂÈÏ¤ÍÔ˘ÌÂ ÛÙËÓ Ù‡¯Ë ¤Ó·
Ê‡ÏÏÔ, ÔÈ· Â›Ó·È Ë Èı·ÓfiÙËÙ· Ó· ÌËÓ Â›Ó·È ÊÈÁÔ‡Ú·;

™Â ¤Ó· ÎÔ˘Ù› ˘¿Ú¯Ô˘Ó 20 fiÌÔÈÂ˜ Ì¿ÏÂ˜, ·fi ÙÈ˜ ÔÔ›Â˜ ÔÈ 8 Â›Ó·È Á·Ï¿˙ÈÂ˜, ÔÈ 7
Â›Ó·È Î›ÙÚÈÓÂ˜ Î·È ÔÈ 5 Â›Ó·È ¿ÛÚÂ˜. µÁ¿˙Ô˘ÌÂ ÛÙËÓ Ù‡¯Ë ÌÈ· Ì¿Ï·. ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÈ˜
Èı·ÓfiÙËÙÂ˜ ÙˆÓ ÂÓ‰Â¯ÔÌ¤ÓˆÓ:
∞: ∏ Ì¿Ï· Ó· Â›Ó·È Î›ÙÚÈÓË.
µ: ∏ Ì¿Ï· Ó· ÌËÓ Â›Ó·È ¿ÛÚË.
°: ∏ Ì¿Ï· Ó· Â›Ó·È Á·Ï¿˙È· ‹ ¿ÛÚË.

™ÙÔ ‰ÈÏ·Ófi ›Ó·Î· Ê·›ÓÂÙ·È Ë ‚·ıÌÔÏÔÁ›· ÙˆÓ 25
Ì·ıËÙÒÓ ÂÓfi˜ ÙÌ‹Ì·ÙÔ˜ ÛÙ· ª·ıËÌ·ÙÈÎ¿. ∞Ó
ÂÈÏ¤ÍÔ˘ÌÂ ÛÙËÓ Ù‡¯Ë ¤Ó· Ì·ıËÙ‹, Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙËÓ
Èı·ÓfiÙËÙ· Ó· ¤¯ÂÈ ‚·ıÌfi:
··)) 15
‚‚)) ÌÈÎÚfiÙÂÚÔ ÙÔ˘ 14
ÁÁ)) ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚÔ ‹ ›ÛÔ ÙÔ˘ 16
‰‰)) 19 ‹ 20

ƒ›¯ÓÔ˘ÌÂ ¤Ó· ÓfiÌÈÛÌ· ÙÚÂÈ˜ ÊÔÚ¤˜. ¶ÔÈ· Â›Ó·È Ë Èı·ÓfiÙËÙ· Ó· Ê¤ÚÔ˘ÌÂ Î·È ÙÈ˜
ÙÚÂÈ˜ ÊÔÚ¤˜ ÙËÓ ›‰È· ¤Ó‰ÂÈÍË;

ƒ›¯ÓÔ˘ÌÂ ¤Ó· ˙¿ÚÈ ‰‡Ô ÊÔÚ¤˜. ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÈ˜ Èı·ÓfiÙËÙÂ˜ ÙˆÓ ÂÓ‰Â¯ÔÌ¤ÓˆÓ:
∞: º¤ÚÓÔ˘ÌÂ Î·È ÙÈ˜ ‰‡Ô ÊÔÚ¤˜ 6.
µ: º¤ÚÓÔ˘ÌÂ ÙËÓ ›‰È· ¤Ó‰ÂÈÍË Î·È ÙÈ˜ ‰‡Ô ÊÔÚ¤˜.
°: º¤ÚÓÔ˘ÌÂ Ì›· ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ ÊÔÚ¿ 5.

∞fi ÙÔ˘˜ 25 Ì·ıËÙ¤˜ ÌÈ·˜ Ù¿ÍË˜ ÌfiÓÔ ÔÈ 12 ¤Ï˘Û·Ó ÌÈ· ¿ÛÎËÛË. ∞Ó ÂÈÏ¤ÍÔ˘ÌÂ
ÛÙËÓ Ù‡¯Ë ¤Ó· Ì·ıËÙ‹, ÔÈ· Â›Ó·È Ë Èı·ÓfiÙËÙ· Ó· ÌËÓ ¤¯ÂÈ Ï‡ÛÂÈ ÙËÓ ¿ÛÎËÛË;
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∞Ó Ô ÚÒÙÔ˜ Ì·ıËÙ‹˜ Ô˘ ÂÈÏ¤Í·ÌÂ ‰ÂÓ ¤Ï˘ÛÂ ÙËÓ ¿ÛÎËÛË Î·È ·fi ÙÔ˘˜
˘fiÏÔÈÔ˘˜ ÂÈÏ¤ÍÔ˘ÌÂ ÛÙËÓ Ù‡¯Ë ¤Ó· ‰Â‡ÙÂÚÔ Ì·ıËÙ‹, ÙfiÙÂ ÔÈ· Â›Ó·È Ë
Èı·ÓfiÙËÙ· Ó· ¤¯ÂÈ Ï‡ÛÂÈ ÙËÓ ¿ÛÎËÛË;

∏ Èı·ÓfiÙËÙ· Ó· ÌËÓ ¿ÂÈ Î¿ÔÈÔ˜ ÛÙÔ ı¤·ÙÚÔ Â›Ó·È ÙÚÈÏ¿ÛÈ· ·fi ÙËÓ Èı·ÓfiÙËÙ·
Ó· ¿ÂÈ. ¶ÔÈ· Â›Ó·È ÙÂÏÈÎ¿ Ë Èı·ÓfiÙËÙ· Ó· ¿ÂÈ ÛÙÔ ı¤·ÙÚÔ;

°È· ‰‡Ô ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓ· ∞, µ ÈÛ¯‡Ô˘Ó ƒ(∞) = , ƒ(µ) = Î·È ƒ(∞ � µ) = . ¡·
‚ÚÂ›ÙÂ ÙËÓ Èı·ÓfiÙËÙ· ƒ(∞ � µ).

∞Ó ƒ(∞) = , ƒ(µ�) = Î·È ƒ(∞ � µ) = , Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙËÓ Èı·ÓfiÙËÙ· ƒ(∞ � µ).

∏ Èı·ÓfiÙËÙ· Ó· ÁÓˆÚ›˙ÂÈ Î¿ÔÈÔ˜ ∞ÁÁÏÈÎ¿ Â›Ó·È 42%, Ó· ÁÓˆÚ›˙ÂÈ °·ÏÏÈÎ¿ Â›Ó·È
21% Î·È Ó· ÁÓˆÚ›˙ÂÈ Î·È ÙÈ˜ ‰‡Ô ÁÏÒÛÛÂ˜ Â›Ó·È 15%. ¶ÔÈ· Â›Ó·È Ë Èı·ÓfiÙËÙ· Ó·
ÁÓˆÚ›˙ÂÈ Ì›· ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ ·fi ÙÈ˜ ‰‡Ô ÁÏÒÛÛÂ˜;

√ Î·ıËÁËÙ‹˜ ÙˆÓ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ ‰È·›ÛÙˆÛÂ fiÙÈ ÛÙÔ Ì¿ıËÌ· ÙË˜ °ÂˆÌÂÙÚ›·˜, ·fi
ÙÔ˘˜ 24 Ì·ıËÙ¤˜ ÂÓfi˜ ÙÌ‹Ì·ÙÔ˜, 18 Â›¯·Ó Î·ÓfiÓ·, 14 Â›¯·Ó ‰È·‚‹ÙË Î·È 20 Â›¯·Ó
Î·ÓfiÓ· ‹ ‰È·‚‹ÙË. ∞Ó ÂÈÏ¤ÍÔ˘ÌÂ ÛÙËÓ Ù‡¯Ë ¤Ó· Ì·ıËÙ‹, ÔÈ· Â›Ó·È Ë Èı·ÓfiÙËÙ·
Ó· ¤¯ÂÈ Î·ÓfiÓ· Î·È ‰È·‚‹ÙË;

∏∏  ÌÌÂÂÙÙ··‚‚››‚‚··ÛÛËË  ¯̄··ÚÚ··ÎÎÙÙËËÚÚÈÈÛÛÙÙ ÈÈÎÎÒÒÓÓ  ··fifi  ÁÁÂÂÓÓ ÈÈ¿¿  ÛÛÂÂ  ÁÁÂÂÓÓ ÈÈ¿¿
––  √√  ªª¤¤ÓÓÙÙÂÂÏÏ  ÎÎ··ÈÈ   ÔÔÈÈ   ÓÓfifiÌÌÔÔÈÈ   ÙÙËË˜̃   ÎÎÏÏËËÚÚÔÔÓÓÔÔÌÌÈÈÎÎfifiÙÙËËÙÙ··˜̃

∏∏  ÌÌÂÂÙÙ··‚‚››‚‚··ÛÛËË  ÛÛ˘̆ÁÁÎÎÂÂÎÎÚÚÈÈÌÌ¤¤ÓÓˆ̂ÓÓ  ¯̄··ÚÚ··ÎÎÙÙËËÚÚÈÈÛÛÙÙÈÈÎÎÒÒÓÓ  ··fifi  ÁÁÔÔÓÓÂÂ››˜̃  ÛÛÂÂ  ··ÔÔÁÁfifiÓÓÔÔ˘̆˜̃,,  ÌÌÂÂÏÏÂÂÙÙ‹‹ııËËÎÎÂÂ
ÛÛÙÙ··  ÊÊ˘̆ÙÙ¿¿  ··fifi  ÙÙÔÔÓÓ  °°..  ªª¤¤ÓÓÙÙÂÂÏÏ..
∞∞ÓÓ  ‰‰ÈÈ··ÛÛÙÙ··˘̆ÚÚÒÒÛÛÔÔ˘̆ÌÌÂÂ  ‰‰‡‡ÔÔ  ÚÚÔÔ˙̇  ÏÏÔÔ˘̆ÏÏÔÔ‡‡‰‰ÈÈ··  ÌÌÔÔÛÛ¯̄ÔÔÌÌ››˙̇ÂÂÏÏÔÔ˘̆,,  ˘̆‚‚ÚÚ››‰‰ÈÈ··  ÚÚÒÒÙÙËË˜̃  ÁÁÂÂÓÓÈÈ¿¿˜̃,,  ÙÙfifiÙÙÂÂ
ÛÛÙÙ··  44  ÏÏÔÔ˘̆ÏÏÔÔ‡‡‰‰ÈÈ··  ÔÔ˘̆  ıı··  ¿¿ÚÚÔÔ˘̆ÌÌÂÂ  ÛÛÙÙËË  ‰‰ÂÂ‡‡ÙÙÂÂÚÚËË  ÁÁÂÂÓÓÈÈ¿¿,,  11  ıı··  ÂÂ››ÓÓ··ÈÈ  ÎÎfifiÎÎÎÎÈÈÓÓÔÔ,,  22  ÚÚÔÔ˙̇  ÎÎ··ÈÈ  11
ÏÏÂÂ˘̆ÎÎfifi..  ¢¢ËËÏÏ··‰‰‹‹  ËË  ÈÈıı··ÓÓfifiÙÙËËÙÙ··  ÓÓ··  ¿¿ÚÚÔÔ˘̆ÌÌÂÂ  ÛÛÙÙËË  ‰‰ÂÂ‡‡ÙÙÂÂÚÚËË  ÁÁÂÂÓÓÈÈ¿¿  ÎÎfifiÎÎÎÎÈÈÓÓÔÔ  ÏÏÔÔ˘̆ÏÏÔÔ‡‡‰‰ÈÈ  ÂÂ››ÓÓ··ÈÈ  

‹‹    2255%%,,  ÚÚÔÔ˙̇  ÏÏÔÔ˘̆ÏÏÔÔ‡‡‰‰ÈÈ  ‹‹    5500%%  ÎÎ··ÈÈ  ÏÏÂÂ˘̆ÎÎfifi  ÏÏÔÔ˘̆ÏÏÔÔ‡‡‰‰ÈÈ    ‹‹    2255%%..

––  ¶¶ÒÒ˜̃  ÛÛ˘̆ÓÓ¤¤‚‚··ÏÏÂÂ  ËË  ııÂÂˆ̂ÚÚ››··  ÙÙˆ̂ÓÓ  ÈÈıı··ÓÓÔÔÙÙ‹‹ÙÙˆ̂ÓÓ  ÛÛÙÙËË  ‰‰ÈÈ··ÙÙ‡‡ˆ̂ÛÛËË  ÙÙˆ̂ÓÓ  ÓÓfifiÌÌˆ̂ÓÓ  ÙÙËË˜̃
ÎÎÏÏËËÚÚÔÔÓÓÔÔÌÌÈÈÎÎfifiÙÙËËÙÙ··˜̃;;
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¢›ÓÔÓÙ·È Ù· Û‡ÓÔÏ·  ø = �x��, fiÔ˘ x � 8 �,  A = �x�ø, fiÔ˘ x ¿ÚÙÈÔ˜ � Î·È
µ = �x�ø, fiÔ˘ x ‰È·ÈÚ¤ÙË˜ ÙÔ˘ 8 �.
··)) ¡· ÁÚ¿„ÂÙÂ Ù· Û‡ÓÔÏ· ø, ∞, µ ÌÂ ·Ó·ÁÚ·Ê‹ ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÙÔ˘˜ Î·È Ó· Ù·

·Ú·ÛÙ‹ÛÂÙÂ ÛÙÔ ›‰ÈÔ ‰È¿ÁÚ·ÌÌ· Venn.
‚‚)) ¡· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÂÙÂ Ù· Û‡ÓÔÏ· ∞ � µ, ∞ � µ Î·È Ù· ∞�, µ� ˆ˜ ÚÔ˜ ‚·ÛÈÎfi Û‡ÓÔÏÔ ø.
ÁÁ)) AÓ ÂÈÏ¤ÍÂÙÂ Ù˘¯·›· ¤Ó· ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ˘ ø, Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙËÓ Èı·ÓfiÙËÙ·:

i) Ó· ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙÔ ∞ ii) Ó· ÌËÓ ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙÔ µ
iii) Ó· ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙÔ ∞ Î·È ÛÙÔ µ iv) Ó· ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙÔ ∞ ‹ ÛÙÔ µ.

™’ ¤Ó· Î·Ù·„‡ÎÙË ˘¿Ú¯Ô˘Ó 12 ·ÁˆÙ¿, ·fi Ù· ÔÔ›· 3 Â›Ó·È ‚·Ó›ÏÈ·, 3 ÛÔÎÔÏ¿Ù·,
3 ÊÚ¿Ô˘Ï· Î·È 3 ÊÈÛÙ›ÎÈ. ¶ÔÈ· Â›Ó·È Ë Èı·ÓfiÙËÙ· Ó· ¿ÚÂÈ Ë ª·Ú›· Ù˘¯·›· ¤Ó· ·ÁˆÙfi
ÌÂ ÁÂ‡ÛË ÊÚ¿Ô˘Ï·˜ Ô˘ ÌfiÓÔ ·˘Ùfi ‰ÂÓ ÙË˜ ·Ú¤ÛÂÈ; ¢‡Ô Ì¤ÚÂ˜ ·ÚÁfiÙÂÚ· 1 ·ÁˆÙfi
‚·Ó›ÏÈ·, 2 ·ÁˆÙ¿ ÛÔÎÔÏ¿Ù· Î·È 1 ·ÁˆÙfi ÊÚ¿Ô˘Ï· ¤¯Ô˘Ó Î·Ù·Ó·ÏˆıÂ›. ¶ÔÈ· Â›Ó·È
ÙÒÚ· Ë Èı·ÓfiÙËÙ· Ó· ¿ÚÂÈ Ë ª·Ú›· Ù˘¯·›· ¤Ó· ·ÁˆÙfi Ô˘ Ó· ÙË˜ ·Ú¤ÛÂÈ;

∆· 80 ·È‰È¿ ÙË˜ °� Ù¿ÍË˜ ÂÓfi˜ °˘ÌÓ·Û›Ô˘ Â¤ÏÂÍ·Ó Ó· ‰È‰·¯ÙÔ‡Ó ÌÈ· ‰Â‡ÙÂÚË
Í¤ÓË ÁÏÒÛÛ· ·Ó¿ÌÂÛ· ÛÙ· °·ÏÏÈÎ¿ Î·È Ù· °ÂÚÌ·ÓÈÎ¿. ∆· 18 ·fi Ù· 30 ·ÁfiÚÈ·
Â¤ÏÂÍ·Ó Ù· °ÂÚÌ·ÓÈÎ¿, ÂÓÒ 36 ÎÔÚ›ÙÛÈ· Â¤ÏÂÍ·Ó Ù· °·ÏÏÈÎ¿.
··)) ¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÔÓ ›Ó·Î·:

‚‚)) ∂ÈÏ¤ÁÔ˘ÌÂ Ù˘¯·›· ¤Ó· ·È‰›. ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙËÓ Èı·ÓfiÙËÙ·:
i) Ó· Â›Ó·È ·ÁfiÚÈ
ii) Ó· ¤¯ÂÈ ÂÈÏ¤ÍÂÈ Ù· °ÂÚÌ·ÓÈÎ¿
iii) Ó· Â›Ó·È ·ÁfiÚÈ Î·È Ó· ¤¯ÂÈ ÂÈÏ¤ÍÂÈ Ù· °·ÏÏÈÎ¿
iv) Ó· Â›Ó·È ÎÔÚ›ÙÛÈ ‹ Ó· ¤¯ÂÈ ÂÈÏ¤ÍÂÈ Ù· °ÂÚÌ·ÓÈÎ¿.

∞fi ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ �25Æ, 36Æ, 65Æ, 92Æ� Ô˘ ÂÚÈ¤¯ÂÈ ˆ˜ ÛÙÔÈ¯Â›· Ì¤ÙÚ· ÁˆÓÈÒÓ, ÂÈÏ¤-
ÁÔ˘ÌÂ Ù˘¯·›· ‰‡Ô ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜. ∞Ó ·˘ÙÔ› ÂÎÊÚ¿˙Ô˘Ó Ù· Ì¤ÙÚ· ‰‡Ô
ÁˆÓÈÒÓ ÂÓfi˜ ÙÚÈÁÒÓÔ˘, ÔÈ· Â›Ó·È Ë Èı·ÓfiÙËÙ· ÙÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ ·˘Ùfi Ó· Â›Ó·È ÔÚıÔÁÒÓÈÔ;

∞fi ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ �8, 12, 16, 20 � ÂÈÏ¤ÁÔ˘ÌÂ Ù˘¯·›· ÙÚÂÈ˜ ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜.
¶ÔÈ· Ë Èı·ÓfiÙËÙ· ÔÈ ÙÚÂÈ˜ ·˘ÙÔ› ·ÚÈıÌÔ› Ó· ÂÎÊÚ¿˙Ô˘Ó Ù· Ì‹ÎË ÙˆÓ ÏÂ˘ÚÒÓ ÂÓfi˜
ÙÚÈÁÒÓÔ˘;

∞fi ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ �1, 2, 3, 4 � ÂÈÏ¤ÁÔ˘ÌÂ  Ù˘¯·›· ‰‡Ô ·ÚÈıÌÔ‡˜ ÙÔÓ ¤Ó· ÌÂÙ¿ ÙÔÓ ¿ÏÏÔ66

55

44

°ÂÚÌ·ÓÈÎ¿

°·ÏÏÈÎ¿
∫ÔÚ›ÙÛÈ·∞ÁfiÚÈ·

33

22

11
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Î·È ÌÂ ·˘ÙÔ‡˜ Û¯ËÌ·Ù›˙Ô˘ÌÂ ¤Ó· ÎÏ¿ÛÌ·. √ ÚÒÙÔ˜ Â›Ó·È Ô ·ÚÈıÌËÙ‹˜ Î·È Ô
‰Â‡ÙÂÚÔ˜ Â›Ó·È Ô ·ÚÔÓÔÌ·ÛÙ‹˜ ÙÔ˘ ÎÏ¿ÛÌ·ÙÔ˜. ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙËÓ Èı·ÓfiÙËÙ· ÒÛÙÂ
ÙÔ ÎÏ¿ÛÌ· ··)) Ó· ÂÎÊÚ¿˙ÂÈ ·Î¤Ú·ÈÔ ·ÚÈıÌfi ‚‚)) Ó· Â›Ó·È ÌÈÎÚfiÙÂÚÔ ÙË˜ ÌÔÓ¿‰·˜.

∞Ó ÁÈ· ‰‡Ô ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓ· ∞, µ ÂÓfi˜ ‰ÂÈÁÌ·ÙÈÎÔ‡ ¯ÒÚÔ˘ ø ÈÛ¯‡Ô˘Ó ƒ(∞ � µ) = Î·È

ƒ(∞�) + ƒ(µ�) =  , Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙËÓ Èı·ÓfiÙËÙ· ƒ(∞ � µ).

√ ¡›ÎÔ˜ ÈÛ¯˘Ú›˙ÂÙ·È fiÙÈ, fiÙ·Ó Ú›¯ÓÔ˘ÌÂ ‰‡Ô ˙¿ÚÈ·, Ë Èı·ÓfiÙËÙ· Ó· ¤¯Ô˘Ó
¿ıÚÔÈÛÌ· 8 Â›Ó·È ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚË ·fi ÙËÓ Èı·ÓfiÙËÙ· Ó· ¤¯Ô˘Ó ¿ıÚÔÈÛÌ· 7. ∂›Ó·È
ÛˆÛÙfi˜ Ô ÈÛ¯˘ÚÈÛÌfi˜ ÙÔ˘;

Το τρίγωνο του Πασκάλ και οι Πιθανότητες
√ ¶·ÛÎ¿Ï ¯ÚËÛÈÌÔÔ›ËÛÂ ÙÔ ·ÚÈıÌËÙÈÎfi ÙÚ›ÁˆÓÔ (ÙÚ›ÁˆÓÔ ¶·ÛÎ¿Ï) ÚÔÎÂÈÌ¤ÓÔ˘ Ó·
ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÂÈ ÙÔ Ï‹ıÔ˜ ÙˆÓ ‰˘Ó·ÙÒÓ ·ÔÙÂÏÂÛÌ¿ÙˆÓ Î·Ù¿ ÙË Ú›„Ë ÂÓfi˜ ÓÔÌ›ÛÌ·ÙÔ˜.
°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ·Ó Ú›ÍÔ˘ÌÂ ¤Ó· ÓfiÌÈÛÌ· Ì›·, ‰‡Ô, ÙÚÂÈ˜ ÊÔÚ¤˜, ÙfiÙÂ Ù· ‰˘Ó·Ù¿
·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù· Î·È ÙÔ Ï‹ıÔ˜ ÙÔ˘˜ Ê·›ÓÔÓÙ·È ÛÙÔÓ ·Ú·Î¿Ùˆ ›Ó·Î·:

N· ‚ÚÂ›ÙÂ:
··)) ∆Ô Ï‹ıÔ˜ ÙˆÓ ‰˘Ó·ÙÒÓ ·ÔÙÂÏÂÛÌ¿ÙˆÓ ÛÂ 5 Ú›„ÂÈ˜ ÙÔ˘ ÓÔÌ›ÛÌ·ÙÔ˜.
‚‚)) ∆ËÓ Èı·ÓfiÙËÙ· Ó· Ê¤ÚÔ˘ÌÂ ÙËÓ ›‰È· ¤Ó‰ÂÈÍË Î·È ÙÈ˜ 5 ÊÔÚ¤˜.
ÁÁ)) ∆ËÓ Èı·ÓfiÙËÙ· Ó· Ê¤ÚÔ˘ÌÂ fiÏÂ˜ ÙÈ˜ ÊÔÚ¤˜ ÁÚ¿ÌÌ·Ù·, ·Ó Ú›ÍÔ˘ÌÂ ÙÔ ÓfiÌÈÛÌ· 6 ÊÔÚ¤˜.

ññ ™™‡‡ÓÓÔÔÏÏÔÔ  Â›Ó·È Î¿ıÂ Û˘ÏÏÔÁ‹ ·ÓÙÈÎÂÈÌ¤ÓˆÓ, Ô˘ Î·ıÔÚ›˙ÔÓÙ·È ÌÂ ·fiÏ˘ÙË Û·Ê‹ÓÂÈ· Î·È ‰È·ÎÚ›-
ÓÔÓÙ·È ÙÔ ¤Ó· ·fi ÙÔ ¿ÏÏÔ.

ññ ŒÓ· Û‡ÓÔÏÔ ÌÔÚÂ› Ó· ·Ú·ÛÙ·ıÂ› ÌÂ ··ÓÓ··ÁÁÚÚ··ÊÊ‹‹ ‹ ÌÂ ÂÂÚÚÈÈÁÁÚÚ··ÊÊ‹‹ ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÙÔ˘ Î·È ÌÂ ÙÔ
‰‰ÈÈ¿¿ÁÁÚÚ··ÌÌÌÌ··  VVeennnn.

ññ ÿÿÛÛ·· ÔÓÔÌ¿˙ÔÓÙ·È ‰‡Ô Û‡ÓÔÏ·, fiÙ·Ó ¤¯Ô˘Ó Ù· ›‰È· ·ÎÚÈ‚Ò˜ ÛÙÔÈ¯Â›·.
ññ ŒÓ· Û‡ÓÔÏÔ ∞ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ˘̆ÔÔÛÛ‡‡ÓÓÔÔÏÏÔÔ ÂÓfi˜ Û˘ÓfiÏÔ˘ µ, fiÙ·Ó Î¿ıÂ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ˘ ∞ Â›Ó·È Î·È

ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘ µ Î·È Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ∞∞  � µµ.
ññ ∫∫ÂÂÓÓfifi  Û‡ÓÔÏÔ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ Ô˘ ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ Î·Ó¤Ó· ÛÙÔÈ¯Â›Ô Î·È Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È �.

Α.  ΣΥΝΟΛΑ

EE¶¶∞∞¡¡∞∞§§∏∏ææ∏∏  ––  ∞∞¡¡∞∞∫∫∂∂ºº∞∞§§∞∞ππøø™™∏∏  55oo˘̆  KK∂∂ºº∞∞§§∞∞ππ√√ÀÀ
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1 2 1
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∫∫° °°∫

∫∫∫ ∫°∫ °∫° °°°
°∫∫ ∫°°

1
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3

¶¶ÏÏ‹‹ııÔÔ˜̃  ‰‰˘̆ÓÓ··ÙÙÒÒÓÓ
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ññ ŒŒÓÓˆ̂ÛÛËË  ‰‡Ô Û˘ÓfiÏˆÓ ∞, µ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ¤Ó· Ó¤Ô Û‡ÓÔÏÔ Ô˘ ¤¯ÂÈ ˆ˜ ÛÙÔÈ¯Â›· Ù· ÎÔÈÓ¿ 
Î·È ÌË ÎÔÈÓ¿ ÛÙÔÈ¯Â›· ÙˆÓ ‰‡Ô Û˘ÓfiÏˆÓ Î·È Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ∞∞  � µµ.

ññ ∆∆ÔÔÌÌ‹‹ ‰‡Ô Û˘ÓfiÏˆÓ ∞, µ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ¤Ó· Ó¤Ô Û‡ÓÔÏÔ Ô˘ ¤¯ÂÈ ˆ˜ ÛÙÔÈ¯Â›· Ù· ÎÔÈÓ¿
ÛÙÔÈ¯Â›· Î·È ÙˆÓ ‰‡Ô Û˘ÓfiÏˆÓ Î·È Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ∞∞  � µµ.

ññ ™™˘̆ÌÌÏÏ‹‹ÚÚˆ̂ÌÌ·· ÂÓfi˜ Û˘ÓfiÏÔ˘ ∞ ˆ˜ ÚÔ˜ ¤Ó· ‚·ÛÈÎfi Û‡ÓÔÏÔ ø ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ¤Ó· Ó¤Ô
Û‡ÓÔÏÔ Ô˘ ¤¯ÂÈ ˆ˜ ÛÙÔÈ¯Â›· fiÏ· Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘ ø Ô˘ ‰ÂÓ ·Ó‹ÎÔ˘Ó ÛÙÔ ∞ Î·È
Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ∞∞�.

ññ ¶¶ÂÂ››ÚÚ··ÌÌ··  ÙÙ‡‡¯̄ËË˜̃  ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È Î¿ıÂ Â›Ú·Ì· Ô˘ fiÛÂ˜ ÊÔÚ¤˜ Î·È ·Ó ÙÔ Â·Ó·Ï¿‚Ô˘ÌÂ, ‰ÂÓ
ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ÚÔ‚Ï¤„Ô˘ÌÂ ÙÔ ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ¿ ÙÔ˘ ÌÂ ·fiÏ˘ÙË ‚Â‚·ÈfiÙËÙ·.

ññ ¢¢ÂÂÈÈÁÁÌÌ··ÙÙÈÈÎÎfifi˜̃  ¯̄ÒÒÚÚÔÔ˜̃ ÂÓfi˜ ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜ Ù‡¯Ë˜ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ fiÏˆÓ ÙˆÓ ‰˘Ó·ÙÒÓ ·ÔÙÂÏÂ-
ÛÌ¿ÙˆÓ ÙÔ˘ Î·È Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ ø.

ññ ∂∂ÓÓ‰‰ÂÂ¯̄fifiÌÌÂÂÓÓÔÔ  ÂÓfi˜ ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜ Ù‡¯Ë˜ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È Î¿ıÂ ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ÙÔ˘ ‰ÂÈÁÌ·ÙÈÎÔ‡ ¯ÒÚÔ˘ ø.
ññ ŒÓ· ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓÔ ÚÚ··ÁÁÌÌ··ÙÙÔÔÔÔÈÈÂÂ››ÙÙ··ÈÈ, fiÙ·Ó ÙÔ ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ· ÙÔ˘ ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜ ÛÂ ÌÈ· Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓË

ÂÎÙ¤ÏÂÛ‹ ÙÔ˘ Â›Ó·È ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ˘ ÂÓ‰Â¯ÔÌ¤ÓÔ˘.
ññ µµ¤¤‚‚··ÈÈÔÔ ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓÔ ÂÓfi˜ ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜ Ù‡¯Ë˜ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÙÔ ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓÔ Ô˘ Ú·ÁÌ·ÙÔÔÈÂ›Ù·È

ÛÂ ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ ÂÎÙ¤ÏÂÛË ÙÔ˘ ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜.
ññ ∞∞‰‰‡‡ÓÓ··ÙÙÔÔ ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓÔ ÂÓfi˜ ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜ Ù‡¯Ë˜ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÙÔ ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓÔ Ô˘ ‰ÂÓ Ú·ÁÌ·ÙÔ-

ÔÈÂ›Ù·È ÛÂ Î·ÌÈ¿ ÂÎÙ¤ÏÂÛË ÙÔ˘ ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜.

ññ ∞∞ÛÛ˘̆ÌÌ‚‚››‚‚··ÛÛÙÙ·· ÔÓÔÌ¿˙ÔÓÙ·È ‰‡Ô ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓ· ∞ Î·È µ, fiÙ·Ó ∞ � µ = �.

ññ ∫∫ÏÏ··ÛÛÈÈÎÎfifi˜̃  ÔÔÚÚÈÈÛÛÌÌfifi˜̃  ÙÙËË˜̃  ÈÈıı··ÓÓfifiÙÙËËÙÙ··˜̃
™’ ¤Ó· Â›Ú·Ì· Ù‡¯Ë˜ ÌÂ ÈÛÔ›ı·Ó· ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù· Èı·ÓfiÙËÙ· ÂÓfi˜ ÂÓ‰Â¯ÔÌ¤ÓÔ˘ ∞ ÔÓÔÌ¿-
˙Ô˘ÌÂ ÙÔÓ ·ÚÈıÌfi

ƒ(∞) = = 

–– °È· Î¿ıÂ ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓÔ ∞ ÂÓfi˜ ‰ÂÈÁÌ·ÙÈÎÔ‡ ¯ÒÚÔ˘ ø ÈÛ¯‡ÂÈ 0 � ƒ(∞) � 1.
–– πÛ¯‡Ô˘Ó ƒ(ø) = 1  Î·È   ƒ(�) = 0.

ññ µµ··ÛÛÈÈÎÎÔÔ››  ÎÎ··ÓÓfifiÓÓÂÂ˜̃  ÏÏÔÔÁÁÈÈÛÛÌÌÔÔ‡‡  ÙÙˆ̂ÓÓ  ÈÈıı··ÓÓÔÔÙÙ‹‹ÙÙˆ̂ÓÓ
™’ ¤Ó· Â›Ú·Ì· Ù‡¯Ë˜
–– ÁÈ· ÔÔÈÔ‰‹ÔÙÂ ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓÔ ∞ ÈÛ¯‡ÂÈ ƒ(∞) + ƒ(∞�) = 1
– ÁÈ· ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓ· ∞, µ ÈÛ¯‡ÂÈ ƒ(∞ � µ) + ƒ(∞ � µ) = ƒ(∞) + ƒ(µ).

¡(∞)
¡(ø)

Ï‹ıÔ˜ Â˘ÓÔ˚ÎÒÓ ÂÚÈÙÒÛÂˆÓ
Ï‹ıÔ˜ ‰˘Ó·ÙÒÓ ÂÚÈÙÒÛÂˆÓ

Γ .  ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΕΣ

∆Ô ∞� Ú·ÁÌ·ÙÔÔÈÂ›Ù·È
fiÙ·Ó ‰ÂÓ Ú·ÁÌ·ÙÔÔÈÂ›Ù·È

ÙÔ ∞.
« Ÿ¯È ∞»∞∞�

∆Ô ∞ � µ Ú·ÁÌ·ÙÔÔÈÂ›Ù·È
fiÙ·Ó Ú·ÁÌ·ÙÔÔÈÔ‡ÓÙ·È
Ù·˘Ùfi¯ÚÔÓ· Ù· ∞ Î·È µ.

« ∞ Î·È µ»∞∞  � µµ

∆Ô ∞ � µ Ú·ÁÌ·ÙÔÔÈÂ›Ù·È
fiÙ·Ó Ú·ÁÌ·ÙÔÔÈÂ›Ù·È ¤Ó·
ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ ·fi Ù· ∞, µ.

«  ∞ ‹ µ»∞∞  � µµ

¶·Ú¿ÛÙ·ÛË™ËÌ·Û›·EÓ‰Â¯fiÌÂÓÔ™˘Ì‚ÔÏÈÛÌfi˜

Β.  ∆ΕΙΓΜΑΤΙΚΟΣ ΧΩΡΟΣ – ΕΝ∆ΕΧΟΜΕΝΑ

¶¶
ÚÚ¿¿
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ÈÈ˜̃

  ÌÌ
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¯̄fifi
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Œ
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Ì
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∞∞�
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