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°� ∫.¶.™. / ∂¶∂∞∂∫ II / ∂Ó¤ÚÁÂÈ· 2.2.1. / ∫·ÙËÁÔÚ›· ¶Ú¿ÍÂˆÓ 2.2.1.·:
«∞Ó·ÌfiÚÊˆÛË ÙˆÓ ÚÔÁÚ·ÌÌ¿ÙˆÓ ÛÔ˘‰ÒÓ Î·È Û˘ÁÁÚ·Ê‹ Ó¤ˆÓ ÂÎ·È‰Â˘ÙÈÎÒÓ ·Î¤ÙˆÓ»

¶∞π¢∞°ø°π∫√ π¡™∆π∆√À∆√
¢ËÌ‹ÙÚÈÔ˜ °. µÏ¿¯Ô˜
√ÌfiÙÈÌÔ˜ ∫·ıËÁËÙ‹˜ ÙÔ˘ ∞.¶.£.,
¶ÚfiÂ‰ÚÔ˜ ÙÔ˘ ¶·È‰·ÁˆÁÈÎÔ‡ πÓÛÙÈÙÔ‡ÙÔ˘

¶Ú¿ÍË ÌÂ Ù›ÙÏÔ: «™˘ÁÁÚ·Ê‹ Ó¤ˆÓ ‚È‚Ï›ˆÓ Î·È ·Ú·ÁˆÁ‹
˘ÔÛÙËÚÈÎÙÈÎÔ‡ ÂÎ·È‰Â˘ÙÈÎÔ‡ ˘ÏÈÎÔ‡ ÌÂ ‚¿ÛË
ÙÔ ¢∂¶¶™ Î·È Ù· ∞¶™ ÁÈ· ÙÔ °˘ÌÓ¿ÛÈÔ»

∂ÈÛÙËÌÔÓÈÎfi˜ ÀÂ‡ı˘ÓÔ˜ ŒÚÁÔ˘
∞ÓÙÒÓÈÔ˜ ™. ªÔÌ¤ÙÛË˜   
™‡Ì‚Ô˘ÏÔ˜ ÙÔ˘ ¶·È‰·ÁˆÁÈÎÔ‡ πÓÛÙÈÙÔ‡ÙÔ˘

∞Ó·ÏËÚˆÙ¤˜ ∂ÈÛÙËÌÔÓÈÎÔ› ÀÂ‡ı˘ÓÔÈ ŒÚÁÔ˘
°ÂÒÚÁÈÔ˜ ∫. ¶·ÏËfi˜ 
™‡Ì‚Ô˘ÏÔ˜ ÙÔ˘ ¶·È‰·ÁˆÁÈÎÔ‡ πÓÛÙÈÙÔ‡ÙÔ˘
πÁÓ¿ÙÈÔ˜ ∂. Ã·Ù˙ËÂ˘ÛÙÚ·Ù›Ô˘   
ªfiÓÈÌÔ˜ ¶¿ÚÂ‰ÚÔ˜ ÙÔ˘ ¶·È‰·ÁˆÁÈÎÔ‡ πÓÛÙÈÙÔ‡ÙÔ˘

ŒÚÁÔ Û˘Á¯ÚËÌ·ÙÔ‰ÔÙÔ‡ÌÂÓÔ 75% ·fi ÙÔ ∂˘Úˆ·˚Îfi ∫ÔÈÓˆÓÈÎfi ∆·ÌÂ›Ô Î·È 25% ·fi ÂıÓÈÎÔ‡˜ fiÚÔ˘˜.

™À°°ƒ∞º∂π™ ¢ËÌ‹ÙÚÈÔ˜ ∞ÚÁ˘Ú¿ÎË˜, ª·ıËÌ·ÙÈÎfi˜,
∂Î·È‰Â˘ÙÈÎfi˜ µ/ıÌÈ·˜ ∂Î·›‰Â˘ÛË˜

¶·Ó·ÁÈÒÙË˜ µÔ˘ÚÁ¿Ó·˜, ª·ıËÌ·ÙÈÎfi˜,
∂Î·È‰Â˘ÙÈÎfi˜ µ/ıÌÈ·˜ ∂Î·›‰Â˘ÛË˜

∫ˆÓÛÙ·ÓÙ›ÓÔ˜ ªÂÓÙ‹˜, ª·ıËÌ·ÙÈÎfi˜,
∂Î·È‰Â˘ÙÈÎfi˜ µ/ıÌÈ·˜ ∂Î·›‰Â˘ÛË˜

™Ù·Ì·ÙÔ‡Ï· ∆ÛÈÎÔÔ‡ÏÔ˘, ª·ıËÌ·ÙÈÎfi˜,
∂Î·È‰Â˘ÙÈÎfi˜ µ/ıÌÈ·˜ ∂Î·›‰Â˘ÛË˜

ªÈ¯·‹Ï ÃÚ˘ÛÔ‚¤ÚÁË˜, ™¯ÔÏÈÎfi˜ ™‡Ì‚Ô˘ÏÔ˜ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ

∫ƒπ∆∂™ - ∞•π√§√°∏∆∂™ ∂ÌÌ·ÓÔ˘‹Ï ª·Ó·Ù¿ÎË˜, ∂›ÎÔ˘ÚÔ˜ Î·ıËÁËÙ‹˜ ¶ÔÏ˘ÙÂ¯ÓÈÎ‹˜ ™¯ÔÏ‹˜
¶·ÓÂÈÛÙËÌ›Ô˘ ¶·ÙÚÒÓ

ªÈ¯·‹Ï ™·Ï›¯Ô˜, ™¯ÔÏÈÎfi˜ ™‡Ì‚Ô˘ÏÔ˜ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ
¡ÈÎfiÏ·Ô˜ ¶··Â˘ÛÙÚ·Ù›Ô˘, ª·ıËÌ·ÙÈÎfi˜,

∂Î·È‰Â˘ÙÈÎfi˜ µ/ıÌÈ·˜ ∂Î·›‰Â˘ÛË˜

∂π∫√¡√°ƒ∞º∏™∏ ¡ÈÎfiÏ·Ô˜ ª·ÚÔ˘Ï¿ÎË˜, ™ÎÈÙÛÔÁÚ¿ÊÔ˜ - ∂ÈÎÔÓÔÁÚ¿ÊÔ˜

ºπ§√§√°π∫∏ ∂¶πª∂§∂π∞ ∂˘ÁÂÓ›· µÂÏ¿ÁÎÔ˘, ºÈÏfiÏÔÁÔ˜

À¶∂À£À¡√™ ∆√À ª∞£∏ª∞∆√™ ∫∞π ¢ËÌ‹ÙÚÈÔ˜ ∫ÔÓÙÔÁÈ¿ÓÓË˜, ™‡Ì‚Ô˘ÏÔ˜ ÙÔ˘ ¶·È‰·ÁˆÁÈÎÔ‡ πÓÛÙÈÙÔ‡ÙÔ˘
∆√À À¶√∂ƒ°√À ∫∞∆∞ ∆∏ ™À°°ƒ∞º∏

∂•øºÀ§§√ ¶·Ó·ÁÈÒÙË˜ °Ú¿‚‚·ÏÔ˜, ∑ˆÁÚ¿ÊÔ˜

¶ƒ√∂∫∆À¶ø∆π∫∂™ ∂ƒ°∞™π∂™
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™Ù·Ì·ÙÔ‡Ï· ∆ÛÈÎÔÔ‡ÏÔ˘
ªÈ¯·‹Ï ÃÚ˘ÛÔ‚¤ÚÁË˜
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∆Ô ‚È‚Ï›Ô Ô˘ ÎÚ·Ù¿˜ ÛÙ· ¯¤ÚÈ· ÛÔ˘, ¤¯ÂÈ ÛÎÔfi Ó· ‚ÔËı‹ÛÂÈ ÂÛ¤Ó· ÙÔ Ì·ıËÙ‹
ÙË˜ °� °˘ÌÓ·Û›Ô˘, Ó· Î·Ù·ÓÔ‹ÛÂÈ˜ Î·È Ó· ÂÌÂ‰ÒÛÂÈ˜ ÙÈ˜ ‰È¿ÊÔÚÂ˜ Ì·ıËÌ·ÙÈÎ¤˜
¤ÓÓÔÈÂ˜ Î·È Ó· ·ÔÎÙ‹ÛÂÈ˜ ÙÈ˜ ·Ó·ÁÎ·›Â˜ ‰ÂÍÈfiÙËÙÂ˜ Ô˘ ÂÚÈÏ·Ì‚¿ÓÔÓÙ·È ÛÙÔ
·Ó·Ï˘ÙÈÎfi ÚfiÁÚ·ÌÌ· ÙË˜ Ù¿ÍË˜ ÛÔ˘.
∏ ‡ÏË ÙÔ˘ ‚È‚Ï›Ô˘ Â›Ó·È ÔÚÁ·ÓˆÌ¤ÓË ÛÂ ‰‡Ô Ì¤ÚË. ∆Ô ∞� ª¤ÚÔ˜ ÂÚÈÏ·Ì‚¿ÓÂÈ 5
∫ÂÊ¿Ï·È· Ô˘ ·Ó·Ê¤ÚÔÓÙ·È ÛÙËÓ ÕÏÁÂ‚Ú·, ÂÓÒ ÙÔ µ� ª¤ÚÔ˜ ÂÚÈÏ·Ì‚¿ÓÂÈ 2
∫ÂÊ¿Ï·È· Ô˘ ·Ó·Ê¤ÚÔÓÙ·È ÛÙË °ÂˆÌÂÙÚ›· Î·È ÙËÓ ∆ÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚ›·. ∫¿ıÂ
∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ ¯ˆÚ›˙ÂÙ·È ÛÂ ÂÓfiÙËÙÂ˜ Ì·ıËÌ¿ÙˆÓ.

™Â Î¿ıÂ ÂÓfiÙËÙ· ÂÚÈÏ·Ì‚¿ÓÔÓÙ·È:
1. √È Î‡ÚÈÔÈ ÛÙfi¯ÔÈ. ™ÙËÓ ·Ú¯‹ Î¿ıÂ ÂÓfiÙËÙ·˜ ·Ó·ÁÚ¿ÊÔÓÙ·È ÔÈ Î‡ÚÈÔÈ ÛÙfi¯ÔÈ
ÙË˜, fiˆ˜ ‰È·Ù˘ÒÓÔÓÙ·È ÛÙÔ ·Ó·Ï˘ÙÈÎfi ÚfiÁÚ·ÌÌ·, ÒÛÙÂ Ó· Í¤ÚÂÈ˜ Ô‡ ÛÂ
Ô‰ËÁÂ› Ô Î·ıËÁËÙ‹˜ ÛÔ˘.

2. ∏ ‰Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ·. √È ‰Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙÂ˜ Â›Ó·È ÌÈ· ÌÂÁ¿ÏË ÔÈÎÈÏ›· ÚÔ‚ÏËÌ¿ÙˆÓ,
fiÛÔ ÙÔ ‰˘Ó·ÙfiÓ ÈÔ ÎÔÓÙ¿ ÛÙ· ÂÓ‰È·Ê¤ÚÔÓÙ¿ ÛÔ˘, Ô˘ Ô‰ËÁÔ‡Ó ÛÙËÓ
·Ó·ÁÎ·ÈfiÙËÙ· ÙË˜ ÂÈÛ·ÁˆÁ‹˜ ÙˆÓ ÂÓÓÔÈÒÓ Ô˘ ı· ‰È‰·¯ıÂ›˜ ‹ ÛÙËÓ Â·Ó¿ÏË„Ë
Î·È ‰ÈÂ‡Ú˘ÓÛË ¿ÏÏˆÓ Ô˘ ¤¯ÂÈ˜ ‹‰Ë ‰È‰·¯ıÂ› ÛÂ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÂ˜ Ù¿ÍÂÈ˜. ªÂ
Î·Ù¿ÏÏËÏ· ÂÚˆÙ‹Ì·Ù· Á›ÓÂÙ·È ÚÔÛ¿ıÂÈ· Ó· ÂÈÎÂÓÙÚˆıÂ› Ë ÚÔÛÔ¯‹ ÛÔ˘ ÛÂ
ÔÚÈÛÌ¤ÓÂ˜ ÂÓ¤ÚÁÂÈÂ˜ Ô˘ ı· ÛÔ˘ ‰ÒÛÔ˘Ó ÙËÓ Â˘Î·ÈÚ›· Ó· ·Ó·Ù‡ÍÂÈ˜
ÚˆÙÔ‚Ô˘Ï›·, Ó· ‰È·Ù˘ÒÛÂÈ˜ ÙÈ˜ È‰¤Â˜ Î·È ·fi„ÂÈ˜ ÛÔ˘ Î·È Ó· ÙÈ˜ ·ÓÙ·ÏÏ¿ÍÂÈ˜ ÌÂ
ÙÔ˘˜ Û˘ÌÌ·ıËÙ¤˜ ÛÔ˘.

3. ∆Ô Î˘Ú›ˆ˜ Ì¿ıËÌ·. ¶ÂÚÈÏ·Ì‚¿ÓÂÈ ÁÓÒÛÂÈ˜ Ô˘ Ú¤ÂÈ Ó· ·ÔÎÙ‹ÛÂÈ˜, Ó·
Û˘ÁÎÚ·Ù‹ÛÂÈ˜ Î·È Ó· ÌÔÚÂ›˜ Ó· ÂÊ·ÚÌfi˙ÂÈ˜, fiˆ˜ ÔÚÈÛÌÔ‡˜ Î·È È‰ÈfiÙËÙÂ˜, Ô˘ ı·
ÛÔ˘ ÂÈÙÚ¤„Ô˘Ó Ó· ÂÈÏ‡ÂÈ˜ ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· Î·È Ó· ‰È·Ù˘ÒÓÂÈ˜ Û˘ÏÏÔÁÈÛÌÔ‡˜. ™Â
ÔÏÏ¤˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ ÂÚÈÏ·Ì‚¿ÓÂÈ ·Ô‰Â›ÍÂÈ˜ ‚·ÛÈÎÒÓ ÚÔÙ¿ÛÂˆÓ.

4. ¶·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· - ∂Ê·ÚÌÔÁ¤˜. ¶ÚfiÎÂÈÙ·È ÁÈ· ¤Ó· Û‡ÓÔÏÔ Ï˘Ì¤ÓˆÓ ·ÛÎ‹ÛÂˆÓ
Î·È ÚÔ‚ÏËÌ¿ÙˆÓ, Ô˘ ÛÎÔÂ‡Ô˘Ó Ó· ÛÔ˘ ‰ÒÛÔ˘Ó ÙË ‰˘Ó·ÙfiÙËÙ· Ó· Ì¿ıÂÈ˜ Ò˜
Ó· ·ÓÙÈÌÂÙˆ›˙ÂÈ˜ ·Ó¿ÏÔÁÂ˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜, Ó· ‰È·ÈÛÙÒÛÂÈ˜ ÙËÓ Â˘Ú‡ÙËÙ· ÙˆÓ
ÂÊ·ÚÌÔÁÒÓ Ô˘ ¤¯Ô˘Ó Ù· ª·ıËÌ·ÙÈÎ¿, Ó· ·ÔÎÙ‹ÛÂÈ˜ Ó¤Â˜ ÂÌÂÈÚ›Â˜ ÛÙÈ˜
ÌÂıfi‰Ô˘˜ Â›Ï˘ÛË˜ ÚÔ‚ÏËÌ¿ÙˆÓ Î·È Ó· ‰ÈÂ˘Ú‡ÓÂÈ˜ ÙÔ Â‰›Ô ÙˆÓ ÁÓÒÛÂÒÓ ÛÔ˘.

5. ∂ÚˆÙ‹ÛÂÈ˜ Î·Ù·ÓfiËÛË˜. ∂›Ó·È ·Ï¿ ÂÚˆÙ‹Ì·Ù· ‹ Û‡ÓÙÔÌ· ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· Ù·
ÔÔ›· Ú¤ÂÈ Ó· ÌÔÚÂ›˜ Ó· ··ÓÙ‹ÛÂÈ˜, ÌÂÙ¿ ÙËÓ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÛË ÙÔ˘ Ì·ı‹Ì·ÙÔ˜.

Πρόλογος
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6. ¶ÚÔÙÂÈÓfiÌÂÓÂ˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ Î·È ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù·. π‰È·›ÙÂÚË ÚÔÛ¿ıÂÈ·
Î·Ù·‚Ï‹ıËÎÂ ÁÈ· ÙË Û˘ÏÏÔÁ‹ Î·È ÙËÓ Ù·ÍÈÓfiÌËÛË ÙˆÓ ÚÔÙÂÈÓfiÌÂÓˆÓ ·ÛÎ‹ÛÂˆÓ
Î·È ÚÔ‚ÏËÌ¿ÙˆÓ. ∞fi ÙÈ˜ ÈÔ ·Ï¤˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ ˆ˜ Ù· ÈÔ Û‡ÓıÂÙ· ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù·,
¤ÁÈÓÂ ÚÔÛ¿ıÂÈ· Ó· ·Ó·‰ÂÈ¯ıÂ› Ë ¯ÚËÛÈÌfiÙËÙ¿ ÙÔ˘˜ ÛÂ Î¿ıÂ ÙÔÌ¤· ÂÊ·ÚÌÔÁ‹˜
ÙÔ˘˜, (º˘ÛÈÎ‹ - ÃËÌÂ›· - √ÈÎÔÓÔÌ›· Î.Ù.Ï.) Ô˘ ÂÓ‰Â›ÎÓ˘Ù·È ÁÈ· ÙËÓ ËÏÈÎ›· Î·È ÙÈ˜
ÁÓÒÛÂÈ˜ ÛÔ˘, ·ÏÏ¿ Î·È ÛÂ Î·Ù·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ÙË˜ Î·ıËÌÂÚÈÓ‹˜ ˙ˆ‹˜.

™Â ÔÚÈÛÌ¤ÓÂ˜ ÂÓfiÙËÙÂ˜ ÂÚÈÏ·Ì‚¿ÓÔÓÙ·È Û˘ÌÏËÚˆÌ·ÙÈÎ¿:
- £¤Ì·Ù· ·fi ÙËÓ πÛÙÔÚ›· ÙˆÓ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ Î·È ¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙÂ˜ Ô˘
ÛÙÔ¯Â‡Ô˘Ó Ó· ÎÂÓÙÚ›ÛÔ˘Ó ÙÔ ÂÓ‰È·Ê¤ÚÔÓ ÛÔ˘ ÒÛÙÂ Ó· Û˘ÓÂÈÛÊ¤ÚÔ˘Ó ÛÙËÓ
Î·Ù·ÓfiËÛË ÙˆÓ ÂÓÓÔÈÒÓ Î·È ÙˆÓ Ì·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ ÚÔ‚ÏËÌ¿ÙˆÓ ÛÙ· ÔÔ›·
·Ó·Ê¤ÚÔÓÙ·È.
- ¢È·ıÂÌ·ÙÈÎ¿ Û¯¤‰È· ÂÚÁ·Û›·˜. ¶ÚfiÎÂÈÙ·È ÁÈ· ‰Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙÂ˜ ÔÈ ÔÔ›Â˜ ı·
·ÔÙÂÏ¤ÛÔ˘Ó ı¤Ì·Ù· ÁÈ· ÔÌ·‰ÈÎ‹ ¤ÚÂ˘Ó· Î·È Û˘ÓÂÚÁ·Û›·.
™ÙÔ Ù¤ÏÔ˜ Î¿ıÂ ÎÂÊ·Ï·›Ô˘ ˘¿Ú¯Ô˘Ó:
- °ÂÓÈÎ¤˜ ∂·Ó·ÏËÙÈÎ¤˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ Î·È ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· Î·È ÌÈ· Û‡ÓÙÔÌË
∂·Ó¿ÏË„Ë - ∞Ó·ÎÂÊ·Ï·›ˆÛË ÌÂ ÙÈ˜ ‚·ÛÈÎfiÙÂÚÂ˜ ÁÓÒÛÂÈ˜ Ô˘ ·ÔÙÂÏÔ‡Ó ÙÔÓ
˘Ú‹Ó· ÙÔ˘ ÎÂÊ·Ï·›Ô˘.
∆Ô ‚È‚Ï›Ô ÎÏÂ›ÓÂÈ ÌÂ:
∞·ÓÙ‹ÛÂÈ˜ - ÀÔ‰Â›ÍÂÈ˜ ÙˆÓ ·ÛÎ‹ÛÂˆÓ Î·È ∂˘ÚÂÙ‹ÚÈÔ fiÚˆÓ.

¶ÈÛÙÂ‡Ô˘ÌÂ fiÙÈ ÙÔ ‚È‚Ï›Ô ·˘Ùfi ·ÓÙ·ÔÎÚ›ÓÂÙ·È ÛÙÈ˜ ··ÈÙ‹ÛÂÈ˜ ÙË˜ Û‡Á¯ÚÔÓË˜
·È‰·ÁˆÁÈÎ‹˜ Î·È fiÙÈ ÔÈ ÁÓÒÛÂÈ˜ Ô˘ ı· ·ÔÎÙ‹ÛÂÈ˜ ·fi ·˘Ùfi ı· ÛÂ ‚ÔËı‹ÛÔ˘Ó
ÛÙ· ÂfiÌÂÓ· ‚‹Ì·Ù¿ ÛÔ˘. °È· Ó· ÂÈÙÂ˘¯ıÔ‡Ó ÔÈ ÛÙfi¯ÔÈ ÙÔ˘ ‚È‚Ï›Ô˘ ·˘ÙÔ‡ ÂÎÙfi˜
·fi ÙË ‰ÈÎ‹ ÛÔ˘ ÚÔÛ¿ıÂÈ·, ¯ÚÂÈ¿˙ÂÙ·È Î·È Ë ·ÚÌÔÓÈÎ‹ Û˘ÓÂÚÁ·Û›· ÌÂ ÙÔÓ
Î·ıËÁËÙ‹ ÛÔ˘.

√È Û˘ÁÁÚ·ÊÂ›˜

Πρόλογος
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1.1 Πράξεις µε πραγµατικούς αριθµούς
(επαναλήψεις – συµπληρώσεις)

1.2 Μονώνυµα – Πράξεις µε µονώνυµα

1.3 Πολυώνυµα – Πρόσθεση και
Αφαίρεση πολυωνύµων

1.4 Πολλαπλασιασµός πολυωνύµων

1.5 Αξιοσηµείωτες ταυτότητες

1.6 Παραγοντοποίηση αλγεβρικών
παραστάσεων

1.7 ∆ιαίρεση πολυωνύµων

1.8 Ε.Κ.Π. και Μ.Κ.∆. ακεραίων
αλγεβρικών παραστάσεων

1.9 Ρητές αλγεβρικές παραστάσεις

1.10 Πράξεις ρητών παραστάσεων
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Επανάληψη – Ανακεφαλα ίωση
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✔ Θυµάµαι τους πραγµατικούς αριθµούς, τις τεχνικές και
τις βασικές ιδιότητες των πράξεών τους.

✔ Εµπεδώνω τις ιδιότητες των δυνάµεων.
✔ Γνωρίζω τις ιδιότητες των ριζών και µαθαίνω να τις χρησιµοποιώ.

√√ÈÈ  ÚÚ··ÁÁÌÌ··ÙÙÈÈÎÎÔÔ››  ··ÚÚÈÈııÌÌÔÔ››  ÎÎ··ÈÈ  ÔÔÈÈ  ÚÚ¿¿ÍÍÂÂÈÈ˜̃  ÙÙÔÔ˘̆˜̃  
¶¶ÚÚ··ÁÁÌÌ··ÙÙÈÈÎÎÔÔ›› ·ÚÈıÌÔ› Â›Ó·È fiÏÔÈ ÔÈ ·ÚÈıÌÔ› Ô˘ ÁÓˆÚ›Û·ÌÂ ÛÙÈ˜ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÂ˜ Ù¿ÍÂÈ˜.

¶.¯. ,  – ,  7,34,    ��2,    3,    ,    ,    ��4,    –0,5,    1 + ��3,    6,1010010001...

√È Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ› ·ÔÙÂÏÔ‡ÓÙ·È ·fi ÙÔ˘˜ ÚËÙÔ‡˜ Î·È ÙÔ˘˜ ¿ÚÚËÙÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜.

ƒƒËËÙÙfifi˜̃ Ï¤ÁÂÙ·È Î¿ıÂ ·ÚÈıÌfi˜ Ô˘ ¤¯ÂÈ ‹
ÌÔÚÂ› Ó· ¿ÚÂÈ ÙË ÌÔÚÊ‹ ÂÓfi˜ ÎÏ¿ÛÌ·ÙÔ˜

, fiÔ˘ Ì, Ó ·Î¤Ú·ÈÔÈ ·ÚÈıÌÔ› Î·È Ó � 0.

ÕÕÚÚÚÚËËÙÙÔÔ˜̃ Ï¤ÁÂÙ·È Î¿ıÂ ·ÚÈıÌfi˜ Ô˘ ‰ÂÓ
Â›Ó·È ÚËÙfi˜.

∫¿ıÂ Ú·ÁÌ·ÙÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜ ·ÚÈÛÙ¿ÓÂÙ·È Ì’ ¤Ó· ÛËÌÂ›Ô ¿Óˆ Û’ ¤Ó·Ó ¿ÍÔÓ·.

∏ ··fifiÏÏ˘̆ÙÙËË  ÙÙÈÈÌÌ‹‹  ÂÓfi˜ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ‡ ·ÚÈıÌÔ‡ · Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ � ·� Î·È Â›Ó·È ›ÛË ÌÂ ÙËÓ
·fiÛÙ·ÛË ÙÔ˘ ÛËÌÂ›Ô˘, Ô˘ ·ÚÈÛÙ¿ÓÂÈ ÙÔÓ ·ÚÈıÌfi ·, ·fi ÙËÓ ·Ú¯‹ ÙÔ˘ ¿ÍÔÓ·.

°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·: �–2 � = 2, � 2� = 2, �0 � = 0, � – � = 

√√ÈÈ  ÚÚ¿¿ÍÍÂÂÈÈ˜̃  ÛÛÙÙÔÔ˘̆˜̃  ÚÚ··ÁÁÌÌ··ÙÙÈÈÎÎÔÔ‡‡˜̃  ··ÚÚÈÈııÌÌÔÔ‡‡˜̃
¶¶ÚÚfifiÛÛııÂÂÛÛËË
ññ °È· Ó· ÚÔÛı¤ÛÔ˘ÌÂ ‰‡Ô ÔÔÌÌfifiÛÛËËÌÌÔÔ˘̆˜̃ ·ÚÈıÌÔ‡˜, ÚÔÛı¤ÙÔ˘ÌÂ

ÙÈ˜ ·fiÏ˘ÙÂ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙÔ˘˜ Î·È ÛÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ¿ ÙÔ˘˜ ‚¿˙Ô˘ÌÂ
ÚfiÛËÌÔ, ÙÔ ÎÔÈÓfi ÙÔ˘˜ ÚfiÛËÌÔ.
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¶Ú¿ÍÂÈ˜ ÌÂ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ (Â·Ó·Ï‹„ÂÈ˜ – Û˘ÌÏËÚÒÛÂÈ˜)11..11
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ññ °È· Ó· ÚÔÛı¤ÛÔ˘ÌÂ ‰‡Ô ÂÂÙÙÂÂÚÚfifiÛÛËËÌÌÔÔ˘̆˜̃ ·ÚÈıÌÔ‡˜, ·Ê·ÈÚÔ‡ÌÂ
ÙËÓ ÌÈÎÚfiÙÂÚË ·fiÏ˘ÙË ÙÈÌ‹ ·fi ÙË ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚË Î·È ÛÙË ‰È·-
ÊÔÚ¿ ÙÔ˘˜ ‚¿˙Ô˘ÌÂ ÚfiÛËÌÔ, ÙÔ ÚfiÛËÌÔ ÙÔ˘ ·ÚÈıÌÔ‡ Ô˘
¤¯ÂÈ ÙË ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚË ·fiÏ˘ÙË ÙÈÌ‹.

¶¶ÔÔÏÏÏÏ··ÏÏ··ÛÛÈÈ··ÛÛÌÌfifi˜̃
ññ °È· Ó· ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿ÛÔ˘ÌÂ ‰‡Ô ÔÔÌÌfifiÛÛËËÌÌÔÔ˘̆˜̃ ·ÚÈıÌÔ‡˜, ÔÏÏ·-

Ï·ÛÈ¿˙Ô˘ÌÂ ÙÈ˜ ·fiÏ˘ÙÂ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙÔ˘˜ Î·È ‚¿˙Ô˘ÌÂ ÚfiÛËÌÔ ++

ññ °È· Ó· ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿ÛÔ˘ÌÂ ‰‡Ô ÂÂÙÙÂÂÚÚfifiÛÛËËÌÌÔÔ˘̆˜̃ ·ÚÈıÌÔ‡˜, ÔÏÏ·-
Ï·ÛÈ¿˙Ô˘ÌÂ ÙÈ˜ ·fiÏ˘ÙÂ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙÔ˘˜ Î·È ‚¿˙Ô˘ÌÂ ÚfiÛËÌÔ ––

√√ÈÈ  ÈÈ‰‰ÈÈfifiÙÙËËÙÙÂÂ˜̃  ÙÙËË˜̃  ÚÚfifiÛÛııÂÂÛÛËË˜̃  ÎÎ··ÈÈ  ÙÙÔÔ˘̆  ÔÔÏÏÏÏ··ÏÏ··ÛÛÈÈ··ÛÛÌÌÔÔ‡‡
°È· ÙËÓ ÚfiÛıÂÛË Î·È ÙÔÓ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi ÈÛ¯‡Ô˘Ó ÔÈ È‰ÈfiÙËÙÂ˜:

ÀÂÓı˘Ì›˙Ô˘ÌÂ ·ÎfiÌË fiÙÈ:
ñ · � 0 = 0.
ñ AÓ ·‚ = 0, ÙfiÙÂ · = 0   ‹ ‚ = 0.
ñ ¢‡Ô ·ÚÈıÌÔ› Ô˘ ¤¯Ô˘Ó ¿ıÚÔÈÛÌ· ÌË‰¤Ó, Ï¤ÁÔÓÙ·È ··ÓÓÙÙ››ııÂÂÙÙÔÔÈÈ.
ñ ¢‡Ô ·ÚÈıÌÔ› Ô˘ ¤¯Ô˘Ó ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÙË ÌÔÓ¿‰·, Ï¤ÁÔÓÙ·È ··ÓÓÙÙ››ÛÛÙÙÚÚÔÔÊÊÔÔÈÈ.

∞∞ÊÊ··››ÚÚÂÂÛÛËË  ––  ¢¢ÈÈ··››ÚÚÂÂÛÛËË
√È Ú¿ÍÂÈ˜ ÙË˜ ·Ê·›ÚÂÛË˜ Î·È ÙË˜ ‰È·›ÚÂÛË˜ Á›ÓÔÓÙ·È ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙË˜ ÚfiÛıÂÛË˜ Î·È
ÙÔ˘ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌÔ‡ ·ÓÙÈÛÙÔ›¯ˆ˜.
ñ °È· Ó· ‚ÚÔ‡ÌÂ ÙË ‰È·ÊÔÚ¿ ‰‡Ô ·ÚÈıÌÒÓ,

ÚÔÛı¤ÙÔ˘ÌÂ ÛÙÔ ÌÂÈˆÙ¤Ô ÙÔÓ ·ÓÙ›ıÂÙÔ ÙÔ˘
·Ê·ÈÚÂÙ¤Ô˘.

ñ °È· Ó· ‚ÚÔ‡ÌÂ ÙÔ ËÏ›ÎÔ ‰‡Ô ·ÚÈıÌÒÓ

(· :: ‚, ‹ ÌÂ ‚ � 0), ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿˙Ô˘ÌÂ ÙÔ

‰È·ÈÚÂÙ¤Ô ÌÂ ÙÔÓ ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ ÙÔ˘ ‰È·ÈÚ¤ÙË.

‹
· 1
 = · � 
‚  ‚

1   
·  :  ‚  = · � 

‚ 

·
‚

· – ‚ = · + ( –‚)

··  ((‚‚  ++  ÁÁ))  ==  ··  ‚‚  ++  ··  ÁÁ∂ÈÌÂÚÈÛÙ ÈÎ‹

11··  �  ==  11,,        ··  � 00····  ++  ((––··))  ==  00

··  � 11  ==  ····  ++  00  ==  ··√˘‰¤ÙÂÚÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô
··((‚‚ÁÁ)) ==  ((··‚‚))ÁÁ··  ++  ((‚‚  ++  ÁÁ))  ==  ((··  ++  ‚‚))  ++  ÁÁ¶ÚÔÛÂÙ·ÈÚÈÛÙ ÈÎ‹

··‚‚ ==  ‚‚····  ++  ‚‚  ==  ‚‚  ++  ··∞ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎ‹

¶ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi˜¶ÚfiÛıÂÛËππ‰‰ÈÈfifiÙÙËËÙÙ··

13

1.1 ¶¶ÚÚ¿¿ÍÍÂÂÈÈ˜̃  ÌÌÂÂ  ÚÚ··ÁÁÌÌ··ÙÙÈÈÎÎÔÔ‡‡˜̃  ··ÚÚÈÈııÌÌÔÔ‡‡˜̃

+5 – 7 = –2
–5 + 7 = +2

(+5) � (+7) = +35
(–5) � (–7) = +35

(+5) � (–7) = –35
(–5) � (+7) = –35

5 – 7 = 5 + (–7) = –2

5 – (–7) = 5 + (+7) = 12

–5 : 15 = –5 � = – = –
1
3

5
15

1
15

–3 ,  3

, 
5
4

4
5
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NN··  ˘̆ÔÔÏÏÔÔÁÁÈÈÛÛÙÙÔÔ‡‡ÓÓ  ÔÔÈÈ  ··ÚÚ··ÛÛÙÙ¿¿ÛÛÂÂÈÈ˜̃::

··)) ((––33))  � (–– ) ––  (–– ++  33) ––  (++ ) � (–– )               ‚‚))  

Λύση
··)) (–3) � (– ) – (– + 3) – (+ ) � (– ) = + + – 3 – (– ) =

= + + – 3 + = + –  + = = 2 

‚‚)) = = = – = –

∞∞ÓÓ  ··  ++  ‚‚  ==  ––33  ÎÎ··ÈÈ  ÁÁ  ++  ‰‰  ==  ––55,,  ÓÓ··  ‚‚ÚÚÂÂııÂÂ››  ËË  ··ÚÚÈÈııÌÌËËÙÙÈÈÎÎ‹‹  ÙÙÈÈÌÌ‹‹  ÙÙËË˜̃  ··ÚÚ¿¿ÛÛÙÙ··ÛÛËË˜̃

∞∞  ==  ––((ÁÁ  ––  22··))  ++  22(‚‚  –– )..
Λύση

∞ = –(Á – 2·) + 2(‚ – ) =
= –Á + 2· + 2‚ – ‰ = (ÂÈÌÂÚÈÛÙÈÎ‹ È‰ÈfiÙËÙ·)
= 2· + 2‚ – Á – ‰ = (·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎ‹ È‰ÈfiÙËÙ·)
= 2(· + ‚) – (Á + ‰) = (ÂÈÌÂÚÈÛÙÈÎ‹ È‰ÈfiÙËÙ·)
= 2(–3) – (–5) =
= – 6 + 5 =
= – 1

¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÔÓ ·Ú·Î¿Ùˆ ›Ó·Î· ÛËÌÂÈÒÓÔÓÙ·˜ «x» ÛÙËÓ Î·Ù¿ÏÏËÏË ı¤ÛË.

¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÈ˜ ÈÛfiÙËÙÂ˜:
··)) –3 + 7 = ..... ‚‚)) –6 + 6 = ..... ÁÁ)) –2 – 9 = .....

‰‰)) (–2) � = ..... ÂÂ)) 0 � (– ) = ..... ÛÛÙÙ)) (– ) � (– ) = .....

˙̇))(–6) :: (– )= ..... ËË)) (– ) :: (+4)= ..... ıı)) (– ) :: (+ )= .....4
3

4
3

8
5

12
5

5
4

4
5

2
7

1
3

22

ÕÕÚÚÚÚËËÙÙÔÔ˜̃
ƒƒËËÙÙfifi˜̃

∞∞ÎÎ¤¤ÚÚ··ÈÈÔÔ˜̃

2222
7733,,1144��1166��33––00,,8800,,�336611

22––33

11

EΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ

‰
2

‰‰
22

22

3
2

15
10

5– �2
5 
�3  

6 1– � + �2    2
6 1

� – �3  3

1–3 + �2
12 – �3

12
6

1
6

18
6

2
6

27
6

1
6

1
3

9
2

1
6

1
3

9
2

1
2

1
3

1
3

3
2

11––33  ++ �22
1122  –– �33

11
22

11
33

11
33

33
22

11

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ – ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

14

M¤ÚÔ˜ ∞ - ∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 1Ô
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¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÈ˜ ÈÛfiÙËÙÂ˜:
··)) (–3 � 2 – 5)x = ........ ‚‚)) –3(2 – 5x) = ........          ÁÁ)) –3(2 – 5)x =........
‰‰)) –2(x ... .....) = ..... + 6 ÂÂ)) (3 + x)(2 + y) = ........ ÛÛÙÙ))  4(... + ...) = 12x + 8

¡· ÂÈÏ¤ÍÂÙÂ ÙË ÛˆÛÙ‹ ·¿ÓÙËÛË:
ii)) AÓ ‰‡Ô ·ÚÈıÌÔ› Â›Ó·È ·ÓÙ›ıÂÙÔÈ, ÙfiÙÂ:

··)) Â›Ó·È ÔÌfiÛËÌÔÈ ‚‚)) ¤¯Ô˘Ó ›ÛÂ˜ ·fiÏ˘ÙÂ˜ ÙÈÌ¤˜
ÁÁ)) ¤¯Ô˘Ó ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÌË‰¤Ó ‰‰)) ¤¯Ô˘Ó ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÙË ÌÔÓ¿‰·.

iiii)) AÓ ‰‡Ô ·ÚÈıÌÔ› Â›Ó·È ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔÈ, ÙfiÙÂ:
··)) Â›Ó·È ÂÙÂÚfiÛËÌÔÈ ‚‚)) ¤¯Ô˘Ó ¿ıÚÔÈÛÌ· ÌË‰¤Ó
ÁÁ)) ¤¯Ô˘Ó ›ÛÂ˜ ·fiÏ˘ÙÂ˜ ÙÈÌ¤˜ ‰‰)) ¤¯Ô˘Ó ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÙË ÌÔÓ¿‰·.

¡· ¯·Ú·ÎÙËÚ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜ ÌÂ (™), ·Ó Â›Ó·È ÛˆÛÙ¤˜ ‹ ÌÂ (§), ·Ó
Â›Ó·È Ï·Óı·ÛÌ¤ÓÂ˜:

··)) √È ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔÈ ·ÚÈıÌÔ› Â›Ó·È ÔÌfiÛËÌÔÈ.

‚‚)) ∆Ô ¿ıÚÔÈÛÌ· ‰‡Ô ÔÌfiÛËÌˆÓ ·ÚÈıÌÒÓ Â›Ó·È ıÂÙÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜.

ÁÁ)) ∏ ·fiÏ˘ÙË ÙÈÌ‹ Î¿ıÂ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ‡ ·ÚÈıÌÔ‡ Â›Ó·È ıÂÙÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜.

‰‰)) ¢‡Ô ·ÚÈıÌÔ› ÌÂ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ıÂÙÈÎfi Î·È ¿ıÚÔÈÛÌ· ·ÚÓËÙÈÎfi Â›Ó·È ·ÚÓËÙÈÎÔ›.

N· Î¿ÓÂÙÂ ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜:
··)) 2 + 3 � 4 – 12 :: (–4) + 1 ‚‚)) 2 + 3 � (4 – 12) :: (–4 + 1)
ÁÁ)) –3 � (–2) – 5 + 4 :: (–2) – 6 ‰‰)) –8 :: (–3 + 5) – 4 � (–2 + 6)

∆· ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù· ÙˆÓ ·Ú·Î¿Ùˆ Ú¿ÍÂˆÓ Û¯ËÌ·Ù›˙Ô˘Ó ÙÔ ¤ÙÔ˜ Ô˘ ¤ÁÈÓÂ ¤Ó·
ÁÂÁÔÓfi˜ ÛÙË ¯ÒÚ· Ì·˜ ÌÂ ·ÁÎfiÛÌÈÔ ÂÓ‰È·Ê¤ÚÔÓ.

–(5 – 4) – (+2) + (–6 + 4) – (–7) =
4 – (– 2 + 6 – 3) + (–9 + 6) =

14 + (–6 + 5 – 3) – (– 4 – 1) � (–2) =
(–3) � (–2) + 4 – (+5) – (–1) :: (–1) =

ŒÓ· ·˘ÙÔÎ›ÓËÙÔ ÍÂÎ›ÓËÛÂ ·fi ÙË ı¤ÛË √, ÎÈÓ‹ıËÎÂ ¿Óˆ ÛÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x�x ÚÔ˜ Ù·
·ÚÈÛÙÂÚ¿ ÛÙË ı¤ÛË µ Î·È ÛÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· ÚÔ˜ Ù· ‰ÂÍÈ¿ ÛÙË ı¤ÛË °. ∞Ó Â›Ó·È √∞ = 5
km, ÙfiÙÂ Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ fiÛÔ ‰È¿ÛÙËÌ· ‰È‹Ó˘ÛÂ ÙÔ ·˘ÙÔÎ›ÓËÙÔ Î·È fiÛÔ ÌÂÙ·ÎÈÓ‹ıËÎÂ
·fi ÙËÓ ·Ú¯ÈÎ‹ ÙÔ˘ ı¤ÛË.

33

22

11

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ – ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ

55

44

33

15

1.1 ¶¶ÚÚ¿¿ÍÍÂÂÈÈ˜̃  ÌÌÂÂ  ÚÚ··ÁÁÌÌ··ÙÙÈÈÎÎÔÔ‡‡˜̃  ··ÚÚÈÈııÌÌÔÔ‡‡˜̃

OO AA °°BB

––11––22––33––44––55––66 00 11 22 33 44 55 66xx� xx
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¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:

··)) – (– ) + (– ) – (+ ) ‚‚)) – (– + – ) + (– + – )

ÁÁ)) –5 � – – 5 � ( – ) ‰‰)) (1 – ) � ( – ) – :: (– + )

¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:

··)) ‚‚)) ÁÁ))    –7 + 

√È ÂÏ¿¯ÈÛÙÂ˜ ıÂÚÌÔÎÚ·Û›Â˜ ÌÈ·˜ fiÏË˜ ÙÔ ÚÒÙÔ 
‰ÂÎ·‹ÌÂÚÔ ÙÔ˘ ¤ÙÔ˘˜ ‹Ù·Ó:
1,    –3,    0,    2,    1,    –2,    –5,    0,    –3,    –1.

¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙË Ì¤ÛË ÂÏ¿¯ÈÛÙË ıÂÚÌÔÎÚ·Û›· ÙË˜ 
fiÏË˜ ÙÔ ‰ÂÎ·‹ÌÂÚÔ ·˘Ùfi.

¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ Ù· ·Ú·Î¿Ùˆ ÎÂÓ¿ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÒÓÙ·˜ ÙÔ Î·Ù¿ÏÏËÏÔ Û‡Ì‚ÔÏÔ (+ ‹ –).
··)) 12 ... 5 ... 20 = –3 ‚‚)) –8 ... 9 ... 1 = 0

ÁÁ)) ... ... = 3 ‰‰)) –0,35 ... 6,15 ... 8,50 = 2

¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÈÛfiÙËÙÂ˜:
··)) 8 – (· – ‚) + (· – 5 – ‚) = 3
‚‚)) 2 – (· + ‚ – Á) – (4 + Á – ‚) – (–2 – ·) = 0
ÁÁ)) –2 � (· – 3) + · � (–7 + 9) – 3 � (+2) = 0

∞Ó x + y = –5 Î·È ˆ + Ê = –7, Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:
∞ = 4 – (x – ˆ) – (y – Ê) µ = –(–5 – x + Ê) + (–8 + y) – (ˆ – 4)

∞Ó ·, ‚ Â›Ó·È ÔÈ ‰È·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ÂÓfi˜ ÔÚıÔÁˆÓ›Ô˘, Ô˘ ¤¯ÂÈ ÂÚ›ÌÂÙÚÔ 56 Î·È Á, ‰ ÔÈ
‰È·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ÂÓfi˜ ¿ÏÏÔ˘ ÔÚıÔÁˆÓ›Ô˘, Ô˘ ¤¯ÂÈ ÂÚ›ÌÂÙÚÔ 32, Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙËÓ
·Ú¿ÛÙ·ÛË ∞ = · – (9 – 2Á) – (15 – ‚ – 2‰).

¡· ÙÔÔıÂÙ‹ÛÂÙÂ Î·ı¤Ó·Ó ·fi ÙÔ˘˜
·Ú·Î¿Ùˆ ·ÚÈıÌÔ‡˜

–7,    –6,    –5,    –3,    1,    2,    4,    5,    9

ÛÂ ¤Ó· ÙÂÙÚ¿ÁˆÓÔ, ÒÛÙÂ Ù· ÙÚ›· ·ıÚÔ›ÛÌ·Ù·
Ó· Â›Ó·È ›Û· ÌÂÙ·Í‡ ÙÔ˘˜.

1111

1100

99

88

10
4

3
4

5
4

77

66

1– 3 – �3
1– 2 + �3

1– 2 � 3 – �4
1– 2 � (3 – �)4

1 2– � + � – 12    3
1 13 – � + �6  2

55

2
3

2
5

3
5

4
5

1
2

7
2

2
3

1
2

2
3

1
2

11
6

5
3

1
2

5
6

3
2

1
3

1
12

1
2

1
4

2
3

44

16
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¢¢˘̆ÓÓ¿¿ÌÌÂÂÈÈ˜̃  ÚÚ··ÁÁÌÌ··ÙÙÈÈÎÎÒÒÓÓ  ··ÚÚÈÈııÌÌÒÒÓÓ  
∏ ‰‰‡‡ÓÓ··ÌÌËË ÌÂ ‚¿ÛË ¤Ó·Ó Ú·ÁÌ·ÙÈÎfi ·ÚÈıÌfi · Î·È ÂÎı¤ÙË ¤Ó·
Ê˘ÛÈÎfi ·ÚÈıÌfi Ó � 2 Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ ··ÓÓ Î·È Â›Ó·È ÙÔ ÁÈÓfiÌÂÓÔ
Ó ·Ú·ÁfiÓÙˆÓ ›ÛˆÓ ÌÂ ÙÔÓ ·ÚÈıÌfi ·.
¢ËÏ·‰‹ ··ÓÓ ==  ··  � ··  � ··  � ......  � ··

Ó - ·Ú¿ÁÔÓÙÂ˜

√Ú›˙Ô˘ÌÂ ·ÎfiÌË: ··11 ==  ··
··00 ==  11  ÌÌÂÂ            ··  � 00

··––ÓÓ ==  ÌÌÂÂ            ··  � 00

°È· ÙÈ˜ ‰˘Ó¿ÌÂÈ˜ ÌÂ ÂÎı¤ÙÂ˜ ·Î¤Ú·ÈÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ Î·È ÂÊfiÛÔÓ ·˘Ù¤˜ ÔÚ›˙ÔÓÙ·È, ÈÛ¯‡Ô˘Ó
ÔÈ È‰ÈfiÙËÙÂ˜:

NN··  ˘̆ÔÔÏÏÔÔÁÁÈÈÛÛÙÙÔÔ‡‡ÓÓ  ÔÔÈÈ  ··ÚÚ··ÛÛÙÙ¿¿ÛÛÂÂÈÈ˜̃::

··)) ‚‚))  xx22 � ((xx  � yy22))33 ::  ((xx22 � yy33))22

Λύση
··)) = = = – = – 

‚‚)) x2(xy2)3 :: (x2y3)2 = = = = x 

AAÓÓ          xx33  � yy22 ==  ––33,,  ÓÓ··  ˘̆ÔÔÏÏÔÔÁÁÈÈÛÛÙÙÂÂ››  ËË  ··ÚÚ¿¿ÛÛÙÙ··ÛÛËË  ∞∞  ==  xx22 � ((xx22 � yy33))22 � ((xx––11))––33..

Λύση
AA =  x2 � (x2 � y3)2 � (x–1)–3 = x2 � x4 � y6 � x3 = x2 � x4 � x3 � y6 = x9 � y6 =

= (x3 � y2)3 = (–3)3 = –27.

22

x5y6

x4y6

x2x3(y2)3

(x2)2(y3)2

x2(xy2)3

(x2y3)2

3
4

3
22

–22 � 33

32 � 24

22 � (–33)
32 � (22)2

(–2)2 � (–3)3

(3 � 22)2

((––22))22 � ((––33))33

((33  � 2222))22

11

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ – ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

2 –4 3  4(  ) = (  )3 2
··      ––ÓÓ            ‚‚      ÓÓ

(  ) ==  (    )‚‚ ··

(2–3)–2 = 26 = 64((·· ÌÌ)) ÓÓ ==  ·· ÌÌÓÓ

2  3 23      8(  ) =   = 3 33     27
··      ÓÓ            ··ÓÓ

(    ) ==       
‚‚ ‚‚ÓÓ

(2χ) 2 = 22χ2 = 4χ2((··‚‚)) ÓÓ ==  ·· ÓÓ‚‚ÓÓ

35 : 33 = 35–3 = 32··ÌÌ    :: ··ÓÓ ==  ·· ÌÌ––ÓÓ

23 � 24 = 23+4 = 27··ÌÌ � ··ÓÓ ==  ·· ÌÌ++ÓÓ

¶·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù·π‰ÈfiÙËÙÂ˜

11
··ÓÓ

BB

17

1.1 ¶¶ÚÚ¿¿ÍÍÂÂÈÈ˜̃  ÌÌÂÂ  ÚÚ··ÁÁÌÌ··ÙÙÈÈÎÎÔÔ‡‡˜̃  ··ÚÚÈÈııÌÌÔÔ‡‡˜̃

23 = 2 � 2 � 2 = 8

(–3)2 = (–3) � (–3) = 9
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NN··  ˘̆ÔÔÏÏÔÔÁÁÈÈÛÛÙÙÔÔ‡‡ÓÓ  ÔÔÈÈ  ··ÚÚ··ÛÛÙÙ¿¿ÛÛÂÂÈÈ˜̃::
AA  ==  ((––22))22 � ((––33))  ++  22  � 3322 ––  5522 � ((––22))  ::  55  ––  66 BB  ==  ((22  � 55  ––3322))  ++  22  � ((2233 ––  44))  ––  1122  ::  ((––33))

Λύση

∞ = (–2)2 � (–3) + 2 � 32 – 52 � (–2) :: 5 – 6 =
= 4 � (–3) + 2 � 9 – 25 � (–2) :: 5 – 6 =
= –12 + 18 + 50 :: 5 – 6 =
= –12 + 18 + 10 – 6 = 
= 10

µ = (2 � 5 – 32) + 2 � (23 – 4) – 12 :: (–3) =
= (2 � 5 – 9) + 2 � (8 – 4) – 12 : (–3) =
= 10 – 9 + 2 � 4 – 12 : (–3) =
= 1 + 8 + 4 =
= 9 + 4 = 
= 13

¡· ¯·Ú·ÎÙËÚ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜ ÌÂ (™), ·Ó Â›Ó·È ÛˆÛÙ¤˜ ‹ ÌÂ (§), ·Ó
Â›Ó·È Ï·Óı·ÛÌ¤ÓÂ˜:

··)) °È· Î¿ıÂ ·ÚÈıÌfi · ÈÛ¯‡ÂÈ · + · + · + · = ·4.

‚‚)) °È· Î¿ıÂ ·ÚÈıÌfi · ÈÛ¯‡ÂÈ · � · � · � · = ·4.

ÁÁ)) √È ·ÚÈıÌÔ› (–5)6 Î·È –56 Â›Ó·È ·ÓÙ›ıÂÙÔÈ.

‰‰)) √È ·ÚÈıÌÔ› ( )8
Î·È ( )8

Â›Ó·È ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔÈ.                                              

ÂÂ)) °È· Î¿ıÂ ·ÚÈıÌfi · ÈÛ¯‡ÂÈ (3·)2 = 9·2.

ÛÛÙÙ)) √ ·ÚÈıÌfi˜ –(–5)2 Â›Ó·È ıÂÙÈÎfi˜.

˙̇)) √ ·ÚÈıÌfi˜ –3–2 Â›Ó·È ıÂÙÈÎfi˜.

¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ Ù· ·Ú·Î¿Ùˆ ÎÂÓ¿ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÒÓÙ·˜ ÙÔ Î·Ù¿ÏÏËÏÔ Û‡Ì‚ÔÏÔ (= ‹ �).

··)) (–1)6 ... 1 ‚‚)) 3–2 ... 9 ÁÁ)) –42 ... –16 ‰‰)) ( )–1
... 

ÂÂ))  5–2 ... ÛÛÙÙ))( )0
... 0          ˙̇))  (– )5

... ËË))  (7 + 2)2 ... 72 + 22

¡· ÂÈÏ¤ÍÂÙÂ ÙË ÛˆÛÙ‹ ·¿ÓÙËÛË.

ii)) H ÙÈÌ‹ ÙË˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜ ( )–2
Â›Ó·È:

··)) – ‚‚)) – ÁÁ)) ‰‰))  4
9

9
4

9
4

4
9

2
3

33

1
32

1
2

2
5

1
–25

2
5

5
2

22

3
2

2
3

11

EΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ

33

18

M¤ÚÔ˜ ∞ - ∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 1Ô

HH  ÚÚÔÔÙÙÂÂÚÚ··ÈÈfifiÙÙËËÙÙ··  ÙÙˆ̂ÓÓ  ÚÚ¿¿ÍÍÂÂˆ̂ÓÓ
ñ ¶ÚÒÙ· ˘ÔÏÔÁ›˙Ô˘ÌÂ ÙÈ˜ ‰˘Ó¿ÌÂÈ˜.
ñ ™ÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· Î¿ÓÔ˘ÌÂ ÙÔ˘˜

ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌÔ‡˜ Î·È ÙÈ˜
‰È·ÈÚ¤ÛÂÈ˜.

ñ ∆¤ÏÔ˜, Î¿ÓÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ ÚÔÛı¤ÛÂÈ˜
Î·È ÙÈ˜ ·Ê·ÈÚ¤ÛÂÈ˜.

ñ ŸÙ·Ó Ë ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÂÚÈ¤¯ÂÈ Î·È
·ÚÂÓı¤ÛÂÈ˜, ÂÎÙÂÏÔ‡ÌÂ ÚÒÙ· ÙÈ˜
Ú¿ÍÂÈ˜ Ì¤Û· ÛÙÈ˜ ·ÚÂÓı¤ÛÂÈ˜ ÌÂ
ÙË ÛÂÈÚ¿ Ô˘ ·Ó·Ê¤Ú·ÌÂ ·Ú·¿Óˆ.
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iiii)) H ÙÈÌ‹ ÙË˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜ �(–2)0�3 Â›Ó·È:
··)) –23 ‚‚)) –6 ÁÁ)) 23 ‰‰)) 1

iiiiii)) H ÙÈÌ‹ ÙË˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜ 23 + 32 Â›Ó·È:
··)) 55 ‚‚)) 17 ÁÁ)) 56 ‰‰)) 65

¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÔÓ ›Ó·Î· ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›˙ÔÓÙ·˜ ÛÂ Î¿ıÂ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ ÛÙ‹ÏË˜ ∞,
ÙÔ ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ¿ ÙË˜ ·fi ÙË ÛÙ‹ÏË µ.

N· ÁÚ¿„ÂÙÂ Î·ıÂÌÈ¿ ·fi ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ˆ˜ Ì›· ‰‡Ó·ÌË:

··)) 2–5 � 28 ‚‚)) 34 :: 3–2 ÁÁ)) 23 � 53 ‰‰)) (5–2)–4

ÂÂ)) 3–2 � (–3)4 ÛÛÙÙ)) ˙̇)) 42 :: 34 ËË)) 27 � 34 �

N· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙËÓ ÙÈÌ‹ Î¿ıÂ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜:

··)) (2–2)3 � 28 ‚‚)) (–3)2 � (–3)–4 ÁÁ)) (0,75)–2 � ( )2
‰‰)) 363 :: (–12)3

ÂÂ)) (2,5)4 � (–4)4 ÛÛÙÙ)) 412 :: 220 ˙̇)) (– )12
� ( )–14

ËË)) (0,01)3 � 105

N· ·ÏÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:
··)) (x2)3 � 5x4 ‚‚)) (xy3)2 � x3y ÁÁ)) (–2x)2 � (–2x2)

‰‰)) (– x)3 
:: x2 ÂÂ)) (–3x2)3 � (–2x3)2 ÛÛÙÙ)) x

3 
: (– x)2

N· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙËÓ ÙÈÌ‹ Î¿ıÂ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜:
∞ = 3 � (–2)2 + 4 – (–7)0 � 2 – 8 � (2–1 – 1) – 2 � 32 µ = (–4)2 :: 2 – 5 – (–3) � 22 – (–2)4

° = (2,5)2 � (1,25)3 � (–4)2 � (–8)3 ¢ = (257 � 84) :: (57 � 404)

∞Ó ÙÚÈÏ·ÛÈ¿ÛÔ˘ÌÂ ÙËÓ ÏÂ˘Ú¿ ÂÓfi˜ ÙÂÙÚ·ÁÒÓÔ˘, fiÛÂ˜ ÊÔÚ¤˜ ÌÂÁ·ÏÒÓÂÈ ÙÔ
ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘;

55

44

3
2

3
–2

2
3

33

2
3

2
3

3
4

22

1
35

(–6)6

26

11

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ – ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ

11.. 1
�
4

22.. –24

33.. 4
44.. 23

55.. 2–4

66.. 1

··.. (24)–1

‚‚.. (2–5)2 � 210

ÁÁ.. (–2)–2

‰‰.. (24 :: 23) � 22

™Ù‹ÏË µ™Ù‹ÏË ∞

44

19

1.1 ¶¶ÚÚ¿¿ÍÍÂÂÈÈ˜̃  ÌÌÂÂ  ÚÚ··ÁÁÌÌ··ÙÙÈÈÎÎÔÔ‡‡˜̃  ··ÚÚÈÈııÌÌÔÔ‡‡˜̃

‰Á‚·
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20

M¤ÚÔ˜ ∞ - ∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 1Ô

∆∆ÂÂÙÙÚÚ··ÁÁˆ̂ÓÓÈÈÎÎ‹‹  ÚÚ››˙̇··  ÚÚ··ÁÁÌÌ··ÙÙÈÈÎÎÔÔ‡‡  ··ÚÚÈÈııÌÌÔÔ‡‡

∏ ÙÙÂÂÙÙÚÚ··ÁÁˆ̂ÓÓÈÈÎÎ‹‹  ÚÚ››˙̇·· ÂÓfi˜ ıÂÙÈÎÔ‡ ·ÚÈıÌÔ‡ x Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ
��xx  Î·È Â›Ó·È Ô ıÂÙÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜ Ô˘ fiÙ·Ó ˘„ˆıÂ› ÛÙÔ ÙÂÙÚ¿-
ÁˆÓÔ Ì·˜ ‰›ÓÂÈ ÙÔÓ ·ÚÈıÌfi x.   ¶.¯. ��25 = 5, ·ÊÔ‡ 52 = 25
√Ú›˙Ô˘ÌÂ ·ÎfiÌË ��0 = 0.
ŸÌˆ˜ Î·È (–5)2 = 25, ÔfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ ��(–5)2 = ��25 = 5 = �– 5 � .

ÕÚ·, ÁÈ· Î¿ıÂ ÚÚ··ÁÁÌÌ··ÙÙÈÈÎÎfifi  ··ÚÚÈÈııÌÌfifi  xx ÈÛ¯‡ÂÈ:

¢ÂÓ ÔÚ›˙ÂÙ·È ÙÂÙÚ·ÁˆÓÈÎ‹ Ú›˙· ·ÚÓËÙÈÎÔ‡ ·ÚÈıÌÔ‡, ÁÈ·Ù› ‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ ·ÚÈıÌfi˜ Ô˘ ÙÔ
ÙÂÙÚ¿ÁˆÓfi ÙÔ˘ Ó· Â›Ó·È ·ÚÓËÙÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜.
¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ  ·ÎfiÌË fiÙÈ: (��9 )2 = 32 = 9,  ‰ËÏ·‰‹  (��9 )2 = 9. °ÂÓÈÎ¿

II‰‰ÈÈfifiÙÙËËÙÙÂÂ˜̃  ÙÙˆ̂ÓÓ  ÚÚÈÈ˙̇ÒÒÓÓ

1. ¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ Ù· ·Ú·Î¿Ùˆ ÎÂÓ¿ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÒÓÙ·˜ ÙÔ Î·Ù¿ÏÏËÏÔ Û‡Ì‚ÔÏÔ (= ‹ �)

��4 � ��100 ... ��4 � 100 Î·È ... ��

2. ªÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÂÓfi˜ ˘ÔÏÔÁÈÛÙ‹ ÙÛ¤Ë˜ Ó· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ Î·È Ù· ·Ú·Î¿Ùˆ ÎÂÓ¿:

��2 � ��5 ... ��2 � 5 Î·È ... ��

°È· ÙÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ 4 Î·È 100 ÌÔÚÔ‡ÌÂ Â‡ÎÔÏ· Ó· ‰È·ÈÛÙÒÛÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÈÛ¯‡Ô˘Ó:

��4 � ��100 = ��4 � 100     Î·È      = ��

ªÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÂÓfi˜ ˘ÔÏÔÁÈÛÙ‹ ÙÛ¤Ë˜ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· Î·Ù·Ï‹ÍÔ˘ÌÂ ÛÂ ·Ó¿ÏÔÁÂ˜ ÈÛfiÙË-
ÙÂ˜ Î·È ÁÈ· ÙÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ 2 Î·È 5. ŸÛ· fiÌˆ˜ ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· ÎÈ ·Ó ÂÍÂÙ¿ÛÔ˘ÌÂ, ‰ÂÓ
·ÚÎÔ‡Ó ÁÈ· Ó· Ì·˜ Â›ÛÔ˘Ó, fiÙÈ ÔÈ Û¯¤ÛÂÈ˜ ·˘Ù¤˜ Â›Ó·È ·ÏËıÂ›˜ ÁÈ· ÔÔÈÔ˘Û‰‹ÔÙÂ ÌË
·ÚÓËÙÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜. ªfiÓÔ ÌÈ· ·fi‰ÂÈÍË ÌÔÚÂ› Ó· Ì·˜ Â›ÛÂÈ.

°È· ‰‡Ô ÌË ·ÚÓËÙÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ·, ‚ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ·Ô‰Â›ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ:
ñ ∆Ô ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÙˆÓ ÙÂÙÚ·ÁˆÓÈÎÒÓ ÚÈ˙ÒÓ ÙÔ˘˜ ÈÛÔ‡Ù·È

ÌÂ ÙËÓ ÙÂÙÚ·ÁˆÓÈÎ‹ Ú›˙· ÙÔ˘ ÁÈÓÔÌ¤ÓÔ˘ ÙÔ˘˜.

ñ ∆Ô ËÏ›ÎÔ ÙˆÓ ÙÂÙÚ·ÁˆÓÈÎÒÓ ÚÈ˙ÒÓ ÙÔ˘˜ ÈÛÔ‡Ù·È
ÌÂ ÙËÓ ÙÂÙÚ·ÁˆÓÈÎ‹ Ú›˙· ÙÔ˘ ËÏ›ÎÔ˘ ÙÔ˘˜.

Γενικά

4
100

��4
��100

2
5

��2
��5

4
100

��4
��100

∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ

∞ Ó  x ≥ 0,  Ù fi Ù Â  (��x )2 = x

��x2  =  xx

°°

��(–7)2 = �–7� = 7,     ��72 = 7

��··  � ��‚‚ = ��··‚‚

��··
== ��·· ÌÌÂÂ ‚‚  >>  00 

��‚‚ ‚‚
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°È· Ó· ·Ô‰Â›ÍÔ˘ÌÂ ÙËÓ ÚÒÙË ÈÛfiÙËÙ·, ˘ÔÏÔÁ›˙Ô˘ÌÂ ÙÔ ÙÂÙÚ¿ÁˆÓÔ Î¿ıÂ Ì¤ÏÔ˘˜ ÙË˜
ÍÂ¯ˆÚÈÛÙ¿.

ñ (��· � ��‚ )2 = (��·)2 
� (��‚)2 = ·‚             ñ (��·‚ )2 = ·‚

¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ, fiÙÈ ÔÈ ‰‡Ô ÌË ·ÚÓËÙÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ› ��· � ��‚ Î·È ��·‚ ¤¯Ô˘Ó ÙÔ ›‰ÈÔ ÙÂÙÚ¿ÁˆÓÔ
·‚, ÔfiÙÂ Â›Ó·È ›ÛÔÈ.

ÕÚ·    ��· � ��‚ = ��·‚ .
ªÂ ÙÔÓ ›‰ÈÔ ÙÚfiÔ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ·Ô‰Â›ÍÔ˘ÌÂ Î·È ÙË ‰Â‡ÙÂÚË ÈÛfiÙËÙ·.

¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ ·ÎfiÌË fiÙÈ ��16 + ��9 = 4 + 3 = 7, ÂÓÒ ��16 + 9 = ��25 = 5
‰ËÏ·‰‹ ��16 + ��9  � ��16 + 9.
°°ÂÂÓÓÈÈÎÎ¿¿::
∞∞ÓÓ  ··,,  ‚‚  ÂÂ››ÓÓ··ÈÈ  ııÂÂÙÙÈÈÎÎÔÔ››  ··ÚÚÈÈııÌÌÔÔ››,,  ÙÙfifiÙÙÂÂ ��· + ��‚ � ��·+‚

NN··  ··ÔÔ‰‰ÂÂÈÈ¯̄ııÂÂ››  fifiÙÙÈÈ  ��2200  ==  22��55  ÎÎ··ÈÈ  ÁÁÂÂÓÓÈÈÎÎ¿¿  ÁÁÈÈ··  ÌÌËË  ··ÚÚÓÓËËÙÙÈÈÎÎÔÔ‡‡˜̃  ··ÚÚÈÈııÌÌÔÔ‡‡˜̃  ··,,  ‚‚  fifiÙÙÈÈ  ÈÈÛÛ¯̄‡‡ÂÂÈÈ  
��··22‚‚ ==  ··��‚‚..

Λύση
∂ÂÈ‰‹ 20 = 4 � 5 = 22 � 5 ¤¯Ô˘ÌÂ ��20 = ��22 � 5 = ��22 � ��5 = 2��5.
√ÌÔ›ˆ˜ ¤¯Ô˘ÌÂ ��·2‚ = ��·2 � ��‚ = ·��‚.

➤ √ ·ÚÈıÌfi˜ 20 ÌÔÚÂ› Ó· ·Ó·Ï˘ıÂ› Î·È ÌÂ ¿ÏÏÔÓ ÙÚfiÔ ÛÂ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ·Ú·Áfi-

ÓÙˆÓ .¯. 20 = 2 � 10, ·ÏÏ¿ ÙfiÙÂ Î·Ó¤Ó·˜ ·Ú¿ÁÔÓÙ¿˜ ÙÔ˘ ‰ÂÓ Â›Ó·È ÙÂÙÚ¿ÁˆÓÔ

ÂÓfi˜ ıÂÙÈÎÔ‡ ·Î¤Ú·ÈÔ˘ ·ÚÈıÌÔ‡.

NN··  ··ÔÔ‰‰ÂÂÈÈ¯̄ııÂÂ››  fifiÙÙÈÈ::
··)) 33��33  ++  22��33  ==    55��33 ‚‚)) ��33  � ��2244  ==  66��22 ÁÁ)) ��5500  ––  ��1188  ==  22��22

Λύση
··)) ªÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙË˜ ÂÈÌÂÚÈÛÙÈÎ‹˜ È‰ÈfiÙËÙ·˜ ¤¯Ô˘ÌÂ:

3��3 + 2��3 = (3 + 2)��3 = 5��3
‚‚)) ��3 � ��24 = ��3 � 24 = ��72 = ��36 � 2 = ��36  � ��2 = 6��2
ÁÁ)) ��50 – ��18 = ��25 � 2 – ��9 � 2 = ��25 � ��2 – ��9  � ��2 = 5��2 – 3��2 = 2��2

NN··  ÌÌÂÂÙÙ··ÙÙÚÚ··ÂÂ››  ÙÙÔÔ  ÎÎÏÏ¿¿ÛÛÌÌ··  ,, ÔÔ˘̆  ¤¤¯̄ÂÂÈÈ  ¿¿ÚÚÚÚËËÙÙÔÔ  ··ÚÚÔÔÓÓÔÔÌÌ··ÛÛÙÙ‹‹,,  ÛÛÂÂ  ÈÈÛÛÔÔ‰‰‡‡ÓÓ··ÌÌÔÔ

ÎÎÏÏ¿¿ÛÛÌÌ··  ÌÌÂÂ  ÚÚËËÙÙfifi  ··ÚÚÔÔÓÓÔÔÌÌ··ÛÛÙÙ‹‹..

Λύση

= = = 5��3
3

5��3
(��3 )2

5 ���3
��3 � ��3

5
��3

55
��33

33

22

11

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ – ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

21

1.1 ¶¶ÚÚ¿¿ÍÍÂÂÈÈ˜̃  ÌÌÂÂ  ÚÚ··ÁÁÌÌ··ÙÙÈÈÎÎÔÔ‡‡˜̃  ··ÚÚÈÈııÌÌÔÔ‡‡˜̃

¶ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿˙Ô˘ÌÂ Î·È Ùo˘˜ ‰‡Ô fiÚÔ˘˜ ÙÔ˘
ÎÏ¿ÛÌ·ÙÔ˜ ÌÂ ÙÔÓ ·ÚÔÓÔÌ·ÛÙ‹.
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∆∆··  ÙÙÂÂÙÙÚÚ¿¿ÁÁˆ̂ÓÓ··  ∞∞µµ°°¢¢  ÎÎ··ÈÈ  °°∑∑∏∏££  ¤¤¯̄ÔÔ˘̆ÓÓ  ÂÂÌÌ‚‚··‰‰fifiÓÓ  1122  mm22 ÎÎ··ÈÈ  33  mm22 ··ÓÓÙÙÈÈÛÛÙÙÔÔ››¯̄ˆ̂˜̃..  ¡¡··
‚‚ÚÚÂÂııÂÂ››  ÙÙÔÔ  ÂÂÌÌ‚‚··‰‰fifiÓÓ  ÙÙÔÔ˘̆  ÔÔÚÚııÔÔÁÁˆ̂ÓÓ››ÔÔ˘̆  µµ∫∫∑∑°°  ÎÎ··ÈÈ  ÙÙÔÔ  ÌÌ‹‹ÎÎÔÔ˜̃  ÙÙÔÔ˘̆  ÙÙÌÌ‹‹ÌÌ··ÙÙÔÔ˜̃  µµ££..

Λύση
∆Ô ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ ÙÂÙÚ·ÁÒÓÔ˘ ∞µ°¢ Â›Ó·È µ° 2 = 12 m2,
ÔfiÙÂ Ë ÏÂ˘Ú¿ ÙÔ˘ Â›Ó·È µ° = ��12 m. 
TÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ ÙÂÙÚ·ÁÒÓÔ˘ °∑∏£ Â›Ó·È °∑ 2 = 3 m2,
ÔfiÙÂ Ë ÏÂ˘Ú¿ ÙÔ˘ Â›Ó·È °∑ = ��3 m. ∂ÔÌ¤Óˆ˜
∆Ô ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ ÔÚıÔÁˆÓ›Ô˘ µ∫∑° Â›Ó·È:
∂ = µ° � °∑ = ��12 � ��3 = ��12 � 3 = ��36 = 6 m2.
∆Ô Ì‹ÎÔ˜ ÙÔ˘ ÙÌ‹Ì·ÙÔ˜ µ£ Â›Ó·È: 
µ£ = µ° + °£ = µ° + °∑ = ��12 + ��3 =
��4 � 3 + ��3 = 2��3 + ��3 = 3��3 m. 

¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÈ˜ ÈÛfiÙËÙÂ˜:
··)) 3��3 + ��3 = ..... ‚‚)) 5��2 – 3��2 = ..... ÁÁ)) ��5 + 4��5 – 5��5 = .....
‰‰)) ��12 � ��3 = ..... ÂÂ)) ��18 :: ��2 = ..... ÛÛÙÙ)) 3��2 � ��8 = ..... 

¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÔÓ ·Ú·Î¿Ùˆ ›Ó·Î· ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›˙ÔÓÙ·˜ ÛÂ Î¿ıÂ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙË˜
ÛÙ‹ÏË˜ ∞ ¤Ó· ÛÙÔÈ¯Â›Ô ·fi ÙË ÛÙ‹ÏË µ.

¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÔ˘˜ ›Ó·ÎÂ˜:

3664
169
14

��·· � ��‚‚��··‚‚��·· ++  ��‚‚��·· ++  ‚‚��‚‚��··‚‚··

¶¶ËËÏÏ››ÎÎÔÔ°°ÈÈÓÓfifiÌÌÂÂÓÓÔÔÕÕııÚÚÔÔÈÈÛÛÌÌ··

33

11.. –5

22.. ‰ÂÓ ÔÚ›˙ÂÙ·È

33.. 5

··.. ��25

‚‚.. ��–25

ÁÁ.. –��25

‰‰.. ��52

ÂÂ.. ��(–5)2

ÛÛÙÙ.. ��–52

™™ÙÙ‹‹ÏÏËË  BB™™ÙÙ‹‹ÏÏËË  ∞∞

22

11

EΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ

44

22

M¤ÚÔ˜ ∞ - ∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 1Ô

12 m2

3 m2

∞∞

¢¢

µµ

∂∂

∫∫

∑∑

∏∏

°°

££

��··
‚‚

��··
��‚‚

ÛÙÂ‰Á‚·
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¡· ¯·Ú·ÎÙËÚ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜ ÌÂ (™), ·Ó Â›Ó·È ÛˆÛÙ¤˜ ‹ ÌÂ (§), ·Ó
Â›Ó·È Ï·Óı·ÛÌ¤ÓÂ˜.
··)) ��2 � ��3 = ��6

‚‚)) ��2 + ��3 = ��5

ÁÁ)) �� =  

‰‰)) ��(–3)2 = 3

ÂÂ)) ��( – 1)2 
= – 1

ÛÛÙÙ)) ∆Ô ‰ÈÏ¿ÛÈÔ ÙÔ˘ ��5 Â›Ó·È ÙÔ ��10.

˙̇)) ∆Ô ÌÈÛfi ÙÔ˘ ��12 Â›Ó·È ÙÔ ��3.

ŒÓ· ÙÂÙÚ¿ÁˆÓÔ ¤¯ÂÈ ÂÌ‚·‰fiÓ 50 m2. ∂›Ó·È ÛˆÛÙfi Ó· ÈÛ¯˘ÚÈÛÙÔ‡ÌÂ fiÙÈ Ë ÏÂ˘Ú¿
ÙÔ˘ Â›Ó·È 5��2 m;

N· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:

··)) 3��5 – 7��5 + 2��5 ‚‚)) 5��7 – 8��3 –2��7 + 4��3

ÁÁ)) �� � �� – �� � �� ‰‰))  �� � �� + �� � ��

N· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ ÙÈ˜ ÈÛfiÙËÙÂ˜:

··)) 3��2 – ��50 + ��32 – 6��8 = – 10��2 ‚‚)) ��27 – ��20 + ��12 – ��5 = 5��3 – 3��5

ÁÁ)) ��3 � ��18 – ��2 � ��48 + = ��6     ‰‰)) ��3,6 � ��4,9  – ��0,8 � ��0,2 = 3,8

N· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:

··)) ��12+��16 ‚‚)) ��86+2��52–��9 ÁÁ))  ��6 ��12��3��9

N· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÔÓ ›Ó·Î· ÌÂ ÙÈ˜ ÂÚÈÌ¤ÙÚÔ˘˜ Î·È Ù· ÂÌ‚·‰¿ ÙˆÓ ÔÚıÔÁˆÓ›ˆÓ
∞µ°¢, ∂∑∏£ Î·È ∫§ª¡. ¶ÔÈÔ ·fi Ù· ÔÚıÔÁÒÓÈ· ¤¯ÂÈ ÙÔ ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚÔ ÂÌ‚·‰fiÓ;

3��23��2∫§ª¡

2��24��2E∑∏£

��25��2∞µ°¢
ÂÌ‚·‰fiÓÂÚ›ÌÂÙÚÔ˜Ï¿ÙÔ˜Ì‹ÎÔ˜

44

33

��120
��5

22

14
3

21
2

10
7

14
5

12
7

3
7

5
8

5
2

11

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ – ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ

55

1
2

1
2

3
2

9
4

44
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N· Î¿ÓÂÙÂ ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜:

··)) ��2 (��18 + ��8 ) ‚‚)) ��6 (��27 – ��3 )
ÁÁ)) (��75 + ��45 – ��300 ) :: ��15 ‰‰)) (��7 – ��5)(��7 + ��5)

N· ÌÂÙ·ÙÚ¤„ÂÙÂ Ù· ·Ú·Î¿Ùˆ ÎÏ¿ÛÌ·Ù·, Ô˘ ¤¯Ô˘Ó ¿ÚÚËÙÔ˘˜ ·ÚÔÓÔÌ·ÛÙ¤˜, ÛÂ
ÈÛÔ‰‡Ó·Ì· ÎÏ¿ÛÌ·Ù· ÌÂ ÚËÙÔ‡˜ ·ÚÔÓÔÌ·ÛÙ¤˜.

··)) ‚‚)) ÁÁ)) ‰‰))

N· Ï‡ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜:

··)) ��5 + x = 3��5 – x ‚‚)) ��6 x = ��24

ÁÁ)) = ��32 ‰‰)) 3��3 – x = ��27 

N· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ (��3 – 1)(��3 + 1) = 2. ÃÚËÛÈÌÔÔÈÒÓÙ·˜ ÙËÓ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË ÈÛfi-

ÙËÙ· Ó· ÌÂÙ·ÙÚ¤„ÂÙÂ ÙÔ ÎÏ¿ÛÌ· , Ô˘ ¤¯ÂÈ ¿ÚÚËÙÔ ·ÚÔÓÔÌ·ÛÙ‹, ÛÂ ÈÛÔ‰‡-

Ó·ÌÔ ÌÂ ÚËÙfi ·ÚÔÓÔÌ·ÛÙ‹.

∞Ó Ù· ÙÂÙÚ¿ÁˆÓ· ∞µ°¢, °E∑∏ ¤¯Ô˘Ó
ÂÌ‚·‰fiÓ 50 m2 Î·È 8 m2 ·ÓÙÈÛÙÔ›¯ˆ˜, Ó·
·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ ÙÂÙÚ·ÁÒ-
ÓÔ˘ µ£π∂ Â›Ó·È 98 m2.

™ÙÈ˜ Î¿ıÂÙÂ˜ ÏÂ˘Ú¤˜ ∞µ = 3 cm Î·È ∞° = 6 cm ÔÚıÔÁˆÓ›Ô˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘ ∞µ°, Ó·
¿ÚÂÙÂ ·ÓÙÈÛÙÔ›¯ˆ˜ Ù· ÛËÌÂ›· ¢, ∂, ¤ÙÛÈ ÒÛÙÂ ∞¢ = 2 cm Î·È AE = 1 cm. ¡·
·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ µ° = 3¢∂.

™ÙÔ ÈÛÔÛÎÂÏ¤˜ ÙÚ›ÁˆÓÔ ∞µ° (∞µ = ∞°), ÙÔ ‡„Ô˜
∞¢ = 4 cm Î·È Ë ÏÂ˘Ú¿ µ° = 4 cm.
··)) ¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙËÓ ÏÂ˘Ú¿ ∞° Î·È ÛÙË Û˘Ó¤-

¯ÂÈ· Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ Ë ÂÚ›ÌÂÙÚÔ˜ ÙÔ˘
ÙÚÈÁÒÓÔ˘ ∞µ° Â›Ó·È 4 + 4��5 cm.

‚‚)) ™ÙËÓ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË ÂÚÒÙËÛË 4 Ì·ıËÙ¤˜ ¤‰ˆÛ·Ó
ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ··ÓÙ‹ÛÂÈ˜:
4 + ��20,   4 + 2��20,   8��5 ,   2(2 + ��20).
¶ÔÈÂ˜ ·fi ·˘Ù¤˜ Â›Ó·È ÛˆÛÙ¤˜;

1111

1100

99

1
��3 – 1

88

x
��2

77

2��3 + ��6 
��3

5
2��5

4
��6

1
��2

66

55

24

M¤ÚÔ˜ ∞ - ∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 1Ô

∞∞

¢¢ ∏∏ °°

50 m2

8 m2

∑∑

BB ££

ππ∂∂

∞∞

µµ ¢¢

4 
cm

°°
4 cm
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✔ Mαθαίνω τι είναι αλγεβρική παράσταση και πώς βρίσκεται
η αριθµητική τιµή της.

✔ ∆ιακρίνω αν µια αλγεβρική παράσταση είναι µονώνυµο και
προσδιορίζω το βαθµό του.

✔ Μαθαίνω να κάνω πράξεις µε µονώνυµα.

∞∞ÏÏÁÁÂÂ‚‚ÚÚÈÈÎÎ¤¤˜̃  ··ÚÚ··ÛÛÙÙ¿¿ÛÛÂÂÈÈ˜̃  --  ªªÔÔÓÓÒÒÓÓ˘̆ÌÌ··  

1. ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙËÓ ÂÚ›ÌÂÙÚÔ Î·È ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙˆÓ
Î›ÙÚÈÓˆÓ Û¯ËÌ¿ÙˆÓ.

2. ™ÙÔ Ú¿ÛÈÓÔ Û¯‹Ì· Ê·›ÓÂÙ·È Ë Î¿ÙÔ„Ë ÂÓfi˜
Î·Ù·ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ Ô˘ ÚfiÎÂÈÙ·È Ó· ÛÙÚˆıÂ› ÌÂ
Ï·Î¿ÎÈ·. ¡· ÂÍËÁ‹ÛÂÙÂ ÁÈ·Ù› Ù· Ï·Î¿ÎÈ· Ô˘ 
ı· ¯ÚÂÈ·ÛÙÔ‡Ó ¤¯Ô˘Ó Û˘ÓÔÏÈÎfi ÂÌ‚·‰fiÓ 2x2 + xy. 
∞Ó  x = 5 Î·È y = 8, ÔÈÔ Â›Ó·È ÙÔ Û˘ÓÔÏÈÎfi
ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘˜;

AAÏÏÁÁÂÂ‚‚ÚÚÈÈÎÎ¤¤˜̃  ··ÚÚ··ÛÛÙÙ¿¿ÛÛÂÂÈÈ˜̃
¶ÔÏÏ¤˜ ÊÔÚ¤˜ ÁÈ· Ó· Ï‡ÛÔ˘ÌÂ ¤Ó· Úfi‚ÏËÌ·, Î·Ù·-
Ï‹ÁÔ˘ÌÂ ÛÂ ÂÎÊÚ¿ÛÂÈ˜ Ô˘ ÂÚÈ¤¯Ô˘Ó ÌfiÓÔ ·ÚÈıÌÔ‡˜
Î·È ÁÈ’ ·˘Ùfi ÔÓÔÌ¿˙ÔÓÙ·È ··ÚÚÈÈııÌÌËËÙÙÈÈÎÎ¤¤˜̃  ··ÚÚ··ÛÛÙÙ¿¿ÛÛÂÂÈÈ˜̃..

À¿Ú¯Ô˘Ó fiÌˆ˜ Î·È ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· ÛÙ· ÔÔ›· Î·Ù·-
Ï‹ÁÔ˘ÌÂ ÛÂ ÂÎÊÚ¿ÛÂÈ˜ ÔÈ ÔÔ›Â˜, ÂÎÙfi˜ ·fi ·ÚÈıÌÔ‡˜,
ÂÚÈ¤¯Ô˘Ó Î·È ÌÂÙ·‚ÏËÙ¤˜. √È ÂÎÊÚ¿ÛÂÈ˜ ·˘Ù¤˜
Ï¤ÁÔÓÙ·È ··ÏÏÁÁÂÂ‚‚ÚÚÈÈÎÎ¤¤˜̃  ··ÚÚ··ÛÛÙÙ¿¿ÛÛÂÂÈÈ˜̃.

∂È‰ÈÎfiÙÂÚ· ÌÈ· ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË Ï¤ÁÂÙ·È
··ÎÎ¤¤ÚÚ··ÈÈ··, fiÙ·Ó ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ ÌÂÙ·‚ÏËÙÒÓ ÙË˜ ÛËÌÂÈÒ-
ÓÔÓÙ·È ÌfiÓÔ ÔÈ Ú¿ÍÂÈ˜ ÙË˜ ÚfiÛıÂÛË˜ Î·È ÙÔ˘
ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌÔ‡ Î·È ÔÈ ÂÎı¤ÙÂ˜ ÙˆÓ ÌÂÙ·‚ÏËÙÒÓ ÙË˜ Â›Ó·È Ê˘ÛÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ›.

AÓ ÛÂ ÌÈ· ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ·ÓÙÈÎ·Ù·ÛÙ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ¤˜ ÌÂ ·ÚÈıÌÔ‡˜ Î·È
Î¿ÓÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜, ı· ÚÔÎ‡„ÂÈ ¤Ó·˜ ·ÚÈıÌfi˜ Ô˘ Ï¤ÁÂÙ·È ··ÚÚÈÈııÌÌËËÙÙÈÈÎÎ‹‹  ÙÙÈÈÌÌ‹‹  ‹ ·Ï¿
ÙÙÈÈÌÌ‹‹ ÙË˜ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ‹˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜.
°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, Ë ÙÈÌ‹ ÙË˜ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ‹˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜ 2x2 + xy ÁÈ· x = 5 Î·È y = 8, Â›Ó·È
2 � 52 + 5 � 8 = 90.

∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ

∞∞

MÔÓÒÓ˘Ì· – ¶Ú¿ÍÂÈ˜ ÌÂ ÌÔÓÒÓ˘Ì·11..22

·
x

x

x

5

5

5

8

x

x

y

‚

6 � 5 + 2 � 8, 2 � 52 + 5 � 8

4x,   2α + 2β,   x2,   αβ,

, 2x2 + xy2x
y 3

2x + 3χ2,  α + β2,  πR34
3

1
2
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ªªÔÔÓÓÒÒÓÓ˘̆ÌÌ··
√È ·Î¤Ú·ÈÂ˜ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜, ÛÙÈ˜ ÔÔ›Â˜
ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ ÌÂÙ·‚ÏËÙÒÓ ÛËÌÂÈÒÓÂÙ·È ÌfiÓÔ Ë Ú¿ÍË ÙÔ˘
ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌÔ‡, Ï¤ÁÔÓÙ·È ÌÌÔÔÓÓÒÒÓÓ˘̆ÌÌ··.

™’ ¤Ó· ÌÔÓÒÓ˘ÌÔ Ô ·ÚÈıÌËÙÈÎfi˜ ·Ú¿ÁÔÓÙ·˜ Ï¤ÁÂÙ·È
ÛÛ˘̆ÓÓÙÙÂÂÏÏÂÂÛÛÙÙ‹‹˜̃ ÙÔ˘ ÌÔÓˆÓ‡ÌÔ˘, ÂÓÒ ÙÔ ÁÈÓfiÌÂÓÔ fiÏˆÓ
ÙˆÓ ÌÂÙ·‚ÏËÙÒÓ ÙÔ˘ ÌÂ ÙÔ˘˜ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ô˘˜ ÂÎı¤ÙÂ˜ ÙÔ˘˜
Ï¤ÁÂÙ·È ÎÎ‡‡ÚÚÈÈÔÔ  ÌÌ¤¤ÚÚÔÔ˜̃ ÙÔ˘ ÌÔÓˆÓ‡ÌÔ˘.

√ ÂÎı¤ÙË˜ ÌÈ·˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹˜ Ï¤ÁÂÙ·È ‚‚··ııÌÌfifi˜̃ ÙÔ˘
ÌÔÓˆÓ‡ÌÔ˘ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹ ·˘Ù‹, ÂÓÒ Ô ‚‚··ııÌÌfifi˜̃
ÙÔ˘ ÌÔÓˆÓ‡ÌÔ˘ ˆ˜ ÚÔ˜ fiÏÂ˜ ÙÈ˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ¤˜ ÙÔ˘
Ï¤ÁÂÙ·È ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· ÙˆÓ ÂÎıÂÙÒÓ ÙˆÓ ÌÂÙ·‚ÏËÙÒÓ ÙÔ˘.

∆· ÌÔÓÒÓ˘Ì· Ô˘ ¤¯Ô˘Ó ÙÔ ›‰ÈÔ Î‡ÚÔ˜ Ì¤ÚÔ˜ Ï¤ÁÔÓÙ·È fifiÌÌÔÔÈÈ··.

°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· Ù· ÌÔÓÒÓ˘Ì·  x3yˆ2,  –5x3yˆ2,  x3yˆ2, Â›Ó·È fiÌÔÈ·.

∆· fiÌÔÈ· ÌÔÓÒÓ˘Ì· Ô˘ ¤¯Ô˘Ó ÙÔÓ ›‰ÈÔ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹ Ï¤ÁÔÓÙ·È ››ÛÛ·· ÂÓÒ, ·Ó ¤¯Ô˘Ó ·ÓÙ›ıÂÙÔ˘˜

Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜, Ï¤ÁÔÓÙ·È ··ÓÓÙÙ››ııÂÂÙÙ··.

°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· Ù· ÌÔÓÒÓ˘Ì·  2x3y Î·È  –2x3y Â›Ó·È ·ÓÙ›ıÂÙ·.

™˘ÌÊˆÓÔ‡ÌÂ ·ÎfiÌË Ó· ıÂˆÚÔ‡ÓÙ·È Î·È ÔÈ ·ÚÈıÌÔ› ˆ˜ ÌÔÓÒÓ˘Ì· Î·È Ù· ÔÓÔÌ¿˙Ô˘ÌÂ
ÛÛÙÙ··ııÂÂÚÚ¿¿ ÌÔÓÒÓ˘Ì·. ∂È‰ÈÎfiÙÂÚ·, Ô ·ÚÈıÌfi˜ 0 Ï¤ÁÂÙ·È ÌÌËË‰‰ÂÂÓÓÈÈÎÎfifi  ÌÌÔÔÓÓÒÒÓÓ˘̆ÌÌÔÔ Î·È ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ
‚·ıÌfi, ÂÓÒ fiÏ· Ù· ¿ÏÏ· ÛÙ·ıÂÚ¿ ÌÔÓÒÓ˘Ì· Â›Ó·È ÌË‰ÂÓÈÎÔ‡ ‚·ıÌÔ‡. °È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·,
Ô ·ÚÈıÌfi˜ 5 Â›Ó·È ÛÙ·ıÂÚfi ÌÔÓÒÓ˘ÌÔ ÌË‰ÂÓÈÎÔ‡ ‚·ıÌÔ‡.

NN··  ‚‚ÚÚÂÂııÂÂ››  ËË  ··ÚÚÈÈııÌÌËËÙÙÈÈÎÎ‹‹  ÙÙÈÈÌÌ‹‹  ÙÙˆ̂ÓÓ  ··ÚÚ··ÛÛÙÙ¿¿ÛÛÂÂˆ̂ÓÓ
··)) ––33xx22yy33,,  ÁÁÈÈ··  xx  ==  ––22  ÎÎ··ÈÈ  yy  ==  ––11 ‚‚)) 22··22 ––  33‚‚  ++  66  ÁÁÈÈ··  ··  ==  ––33  ÎÎ··ÈÈ  ‚‚  ==  88..

Λύση
··)) H ·ÚÈıÌËÙÈÎ‹ ÙÈÌ‹ ÙË˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜  –3x2y3 ÁÈ·  x = –2  Î·È  y = –1 Â›Ó·È:

–3 � (–2)2 � (–1)3 = –3 � (+4) � (–1) = 12.

‚‚)) ∏ ·ÚÈıÌËÙÈÎ‹ ÙÈÌ‹ ÙË˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜ 2·2 – 3‚ + 6 ÁÈ· · = –3 Î·È ‚ = 8 Â›Ó·È:
2 � (–3)2 – 3 � 8 + 6 = 2 � (+9) – 24 + 6 = 18 – 24 + 6 = 0.

11

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ – ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

2
5
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M¤ÚÔ˜ ∞ - ∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 1Ô

4x,   x2,   αβ,  ��2 x 4y2ω32
3

∆∆ÔÔ  ÌÌÔÔÓÓÒÒÓÓ˘̆ÌÌÔÔ  22xx33yy  ÂÂ››ÓÓ··ÈÈ::
33ÔÔ˘̆ ‚·ıÌÔ‡ ˆ˜ ÚÔ˜ xx
11ÔÔ˘̆ ‚·ıÌÔ‡ ˆ˜ ÚÔ˜ yy
44ÔÔ˘̆ ‚·ıÌÔ‡ ˆ˜ ÚÔ˜ xx  Î·È yy

Μονώνυµο
2x3y

συντελεστής κύριο µέρος
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TTÔÔ  ÈÈ‰‰··ÓÓÈÈÎÎfifi  ‚‚¿¿ÚÚÔÔ˜̃  µµ  ((ÛÛÂÂ  ÎÎÈÈÏÏ¿¿))  ÂÂÓÓfifi˜̃  ÂÂÓÓ‹‹ÏÏÈÈÎÎ··,,  ‡‡„„ÔÔ˘̆˜̃  ˘̆  ((ÛÛÂÂ  ccmm))  ‰‰››ÓÓÂÂÙÙ··ÈÈ  ··fifi  ÙÙÔÔÓÓ  ÙÙ‡‡ÔÔ

µµ  ==  ÎÎ  (˘̆  ––  110000  ++  ),,  fifiÔÔ˘̆  tt  ÂÂ››ÓÓ··ÈÈ  ËË  ËËÏÏÈÈÎÎ››··  ÙÙÔÔ˘̆  ((ÛÛÂÂ  ¤¤ÙÙËË))  ÎÎ··ÈÈ  ÎÎ  ÌÌÈÈ··  ÛÛÙÙ··ııÂÂÚÚ¿¿  ((ÁÁÈÈ··  ÙÙÔÔÓÓ

¿¿ÓÓ‰‰ÚÚ··  ÎÎ  ==  00,,99  ÎÎ··ÈÈ  ÁÁÈÈ··  ÙÙËË  ÁÁ˘̆ÓÓ··››ÎÎ··  ÎÎ  ==  00,,88))..  ¡¡··  ‚‚ÚÚÂÂııÂÂ››  ÔÔÈÈÔÔ  ÂÂ››ÓÓ··ÈÈ  ÙÙÔÔ  ÈÈ‰‰··ÓÓÈÈÎÎfifi  ‚‚¿¿ÚÚÔÔ˜̃
ÁÁÈÈ··  ¤¤ÓÓ··ÓÓ  ¿¿ÓÓ‰‰ÚÚ··  ÎÎ··ÈÈ  ÌÌÈÈ··  ÁÁ˘̆ÓÓ··››ÎÎ··,,  ··fifi  ÙÙÔÔ˘̆˜̃  ÔÔÔÔ››ÔÔ˘̆˜̃  ÔÔ  ÎÎ··ıı¤¤ÓÓ··˜̃  ÂÂ››ÓÓ··ÈÈ  3300  ÂÂÙÙÒÒÓÓ  ÎÎ··ÈÈ  ¤¤¯̄ÂÂÈÈ
‡‡„„ÔÔ˜̃  11,,7777  mm..

Λύση
TÔ È‰·ÓÈÎfi ‚¿ÚÔ˜ µ (ÛÂ ÎÈÏ¿) ÂÓfi˜ ¿Ó‰Ú· ËÏÈÎ›·˜ 30 ÂÙÒÓ Î·È ‡„Ô˘˜ 1,77 m = 177 cm,

Â›Ó·È µ = 0,9 � (177 – 100 + ) = 0,9 � (177 – 100 + 3) = 0,9 � 80 = 72 ÎÈÏ¿.

TÔ È‰·ÓÈÎfi ‚¿ÚÔ˜ µ (ÛÂ ÎÈÏ¿) ÌÈ·˜ Á˘Ó·›Î·˜ ËÏÈÎ›·˜ 30 ÂÙÒÓ Î·È ‡„Ô˘˜ 1,77 m = 177 cm,

Â›Ó·È µ = 0,8 � (177 – 100 + ) = 0,8 � (177 – 100 + 3) = 0,8 � 80 = 64 ÎÈÏ¿.

¡¡··  ‚‚ÚÚÂÂııÂÂ››  ÙÙÔÔ  ÌÌÔÔÓÓÒÒÓÓ˘̆ÌÌÔÔ  ÔÔ˘̆  ÂÂÎÎÊÊÚÚ¿¿˙̇ÂÂÈÈ  ÙÙÔÔ  ÂÂÌÌ‚‚··‰‰fifiÓÓ  ÙÙÔÔ˘̆
¯̄ÚÚˆ̂ÌÌ··ÙÙÈÈÛÛÌÌ¤¤ÓÓÔÔ˘̆  ÌÌ¤¤ÚÚÔÔ˘̆˜̃,,  ÙÙÔÔ  ÔÔÔÔ››ÔÔ  ÂÂÚÚÈÈ¤¤¯̄ÂÂÙÙ··ÈÈ  ÌÌÂÂÙÙ··ÍÍ‡‡  ÙÙÔÔ˘̆
ÙÙÂÂÙÙÚÚ··ÁÁÒÒÓÓÔÔ˘̆  ÎÎ··ÈÈ  ÙÙÔÔ˘̆  ÎÎ‡‡ÎÎÏÏÔÔ˘̆..  ¡¡··  ÚÚÔÔÛÛ‰‰ÈÈÔÔÚÚÈÈÛÛÙÙÂÂ››  ÔÔ  ÛÛ˘̆ÓÓÙÙÂÂ--
ÏÏÂÂÛÛÙÙ‹‹˜̃  ÙÙÔÔ˘̆,,  ÙÙÔÔ  ÎÎ‡‡ÚÚÈÈÔÔ  ÌÌ¤¤ÚÚÔÔ˜̃  ÙÙÔÔ˘̆  ÎÎ··ÈÈ  ÔÔ  ‚‚··ııÌÌfifi˜̃  ÙÙÔÔ˘̆..
¡¡··  ˘̆ÔÔÏÏÔÔÁÁÈÈÛÛÙÙÂÂ››  ËË  ··ÚÚÈÈııÌÌËËÙÙÈÈÎÎ‹‹  ÙÙÈÈÌÌ‹‹  ÙÙÔÔ˘̆  ÁÁÈÈ··  ÚÚ  ==  1100  ccmm..

Λύση
TÔ ÙÂÙÚ¿ÁˆÓÔ ¤¯ÂÈ ÏÂ˘Ú¿ 2Ú, ÔfiÙÂ ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ Â›Ó·È (2Ú)2 = 4Ú2. ∂ÂÈ‰‹ ÙÔ
ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ Î‡ÎÏÔ˘ Â›Ó·È Ú2, ÙÔ ¯ÚˆÌ·ÙÈÛÌ¤ÓÔ Ì¤ÚÔ˜ ¤¯ÂÈ ÂÌ‚·‰fiÓ 4Ú2 – Ú2. ªÂ ÙËÓ
ÂÈÌÂÚÈÛÙÈÎ‹ È‰ÈfiÙËÙ· Ë ·Ú¿ÛÙ·ÛË 4Ú2 – Ú2 ÁÚ¿ÊÂÙ·È

4Ú2 – Ú2 = (4 – )Ú2 = (4 – 3,14)Ú2 = 0,86Ú2

ÕÚ· Â›Ó·È ÌÔÓÒÓ˘ÌÔ ‰Â˘Ù¤ÚÔ˘ ‚·ıÌÔ‡ ÌÂ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹ 0,86 Î·È Î‡ÚÈÔ Ì¤ÚÔ˜ Ú2.
∏ ·ÚÈıÌËÙÈÎ‹ ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ ÁÈ· Ú = 10 cm Â›Ó·È 0,86 � 102 = 0,86 � 100 = 86 cm2.

¶ÔÈÂ˜ ·fi ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ Â›Ó·È ÌÔÓÒÓ˘Ì·;

··)) –3x2y ‚‚)) 3 + x2y ÁÁ)) ‰‰)) 2x2yˆ3 ÂÂ)) (3 –��2)·‚3 ÛÛÙÙ))  ·‚Á3

¶ÔÈ· ·fi Ù· ·Ú·Î¿Ùˆ ÌÔÓÒÓ˘Ì· Â›Ó·È fiÌÔÈ·:

··)) 6x2y2 ‚‚)) – xy3 ÁÁ)) –x3yˆ ‰‰)) –5y3x ÂÂ)) ÛÛÙÙ))  y2x2

˙̇ )) ËË)) –x2y2 ıı)) yx3ˆ ÈÈ))  ��2xy3xy3
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N· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÔÓ ·Ú·Î¿Ùˆ ›Ó·Î·:

ŒÓ· ÌÔÓÒÓ˘ÌÔ ¤¯ÂÈ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹ – Î·È Î‡ÚÈÔ Ì¤ÚÔ˜ xy2ˆ3. ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔ ›ÛÔ ÙÔ˘

Î·È ÙÔ ·ÓÙ›ıÂÙÔ ÌÔÓÒÓ˘Ìfi ÙÔ˘.

¡· Ï‡ÛÂÙÂ ÙÔ ÛÙ·˘ÚfiÏÂÍÔ.

OOƒƒππ∑∑√√¡¡∆∆ππ∞∞ ∫∫∞∞££∂∂∆∆∞∞
11.. ŒÎÊÚ·ÛË Ô˘ ÂÚÈ¤¯ÂÈ ·ÚÈıÌÔ‡˜ 11.. ∆Ô ÌÔÓÒÓ˘ÌÔ ·˘Ùfi ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ ‚·ıÌfi.

Î·È ÌÂÙ·‚ÏËÙ¤˜ Û˘Ó‰ÂfiÌÂÓÂ˜ ÌÂ Ù· 22.. ™ÙÔ ÌÔÓÒÓ˘ÌÔ 7x4yˆ5 ˆ˜ ÚÔ˜ x
Û‡Ì‚ÔÏ· ÙˆÓ Ú¿ÍÂˆÓ (‰‡Ô Ï¤ÍÂÈ˜). Â›Ó·È 4.

22.. ∂›Ó·È Ù· ÌÔÓÒÓ˘Ì· 8, –5, 0, 3. 33.. ¶·Ú¿ÛÙ·ÛË Ô˘ ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ ÌÂÙ·-
33.. ∂›Ó·È Ô ‚·ıÌfi˜ ÙÔ˘ ÌÔÓˆÓ‡ÌÔ˘ ‚ÏËÙÒÓ ÙË˜ ÛËÌÂÈÒÓÔÓÙ·È ÌfiÓÔ ÔÈ

3x2ˆ ˆ˜ ÚÔ˜ y. Ú¿ÍÂÈ˜ ÙË˜ ÚfiÛıÂÛË˜ Î·È ÙÔ˘
44.. ™ÙÔ ÌÔÓÒÓ˘ÌÔ –2x2y Â›Ó·È ÙÔ –2. ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌÔ‡.

55.. ∂›Ó·È Ù· ÌÔÓÒÓ˘Ì· – x3y, –3x3y. 44.. ∂›Ó·È Ù· ÌÔÓÒÓ˘Ì· 5xy2, –��25xy2.

66.. O Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹˜ ÙÔ˘ ÌÔÓˆÓ‡ÌÔ˘ xy. 55.. E›Ó·È Ù· ÌÔÓÒÓ˘Ì· 4·2‚5, –·2‚5.
77.. ∂›Ó·È ÙÔ xyˆ2 ÛÙÔ ÌÔÓÒÓ˘ÌÔ 4xyˆ2 66.. H ......... ÙÔ˘ ÌÔÓˆÓ‡ÌÔ˘ –2x2y ÁÈ·

(‰‡Ô Ï¤ÍÂÈ˜). x = 2 Î·È y = –1 Â›Ó·È 8.
88.. ∏ ·ÏÔ‡ÛÙÂÚË ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË. 77.. ∂›Ó·È Ô ‚·ıÌfi˜ ÙˆÓ ÛÙ·ıÂÚÒÓ ÌÔÓˆ-

Ó‡ÌˆÓ 6, –3, 7.
88.. ∏ Ú¿ÍË ·˘Ù‹ ‰Â ÛËÌÂÈÒÓÂÙ·È ÌÂÙ·-

Í‡ ÙˆÓ ÌÂÙ·‚ÏËÙÒÓ ÂÓfi˜ ÌÔÓˆÓ‡ÌÔ˘.
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1
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––��33xx44
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––xxyy 22
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N· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙËÓ ·ÚÈıÌËÙÈÎ‹ ÙÈÌ‹ ÙˆÓ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎÒÓ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ:
··)) –2xy3 + x2y – 4 ÁÈ· x = –2 Î·È y = 1

‚‚)) xˆ2 + ˆ3 ÁÈ· x = 3 Î·È ˆ = –2

ŒÓ· ÌÔÓÒÓ˘ÌÔ ¤¯ÂÈ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹ – Î·È ÌÂÙ·‚ÏËÙ¤˜ ·, ‚. ¡· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÂÙÂ ÙÔ

ÌÔÓÒÓ˘ÌÔ, ·Ó Ô ‚·ıÌfi˜ ÙÔ˘ ˆ˜ ÚÔ˜ · Â›Ó·È 2 Î·È ˆ˜ ÚÔ˜ · Î·È ‚ Â›Ó·È 5.

¡· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÂÙÂ ÙËÓ ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ Ê˘ÛÈÎÔ‡ ·ÚÈıÌÔ‡ Ó, ÒÛÙÂ ÙÔ ÌÔÓÒÓ˘ÌÔ 3xÓy2

··)) Ó· Â›Ó·È ÌË‰ÂÓÈÎÔ‡ ‚·ıÌÔ‡ ˆ˜ ÚÔ˜ x
‚‚)) Ó· Â›Ó·È ¤ÌÙÔ˘ ‚·ıÌÔ‡ ˆ˜ ÚÔ˜ x Î·È y
ÁÁ)) Ó· ¤¯ÂÈ ·ÚÈıÌËÙÈÎ‹ ÙÈÌ‹ 48, ÁÈ· x = 2 Î·È y = –1.

¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ Î. Ï, Ó, ÒÛÙÂ Ù· ÌÔÓÒÓ˘Ì· 4x3yÓ,  ÏxÎy2 Ó· Â›Ó·È:
··)) fiÌÔÈ· ‚‚)) ›Û· ÁÁ)) ·ÓÙ›ıÂÙ·

¡· ÁÚ¿„ÂÙÂ Ù· ÌÔÓÒÓ˘Ì· Ô˘ ÂÎÊÚ¿˙Ô˘Ó ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ
Î·È ÙÔÓ fiÁÎÔ ÌÈ·˜ ÛÊ·›Ú·˜ Ô˘ ¤¯ÂÈ ·ÎÙ›Ó· Ú. ¡·
ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÂÙÂ ÙÔ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹, ÙÔ Î‡ÚÈÔ Ì¤ÚÔ˜ Î·È ÙÔ
‚·ıÌfi Î¿ıÂ ÌÔÓˆÓ‡ÌÔ˘. ¶ÔÈ· Â›Ó·È Ë ·ÚÈıÌËÙÈÎ‹ ÙÈÌ‹
Î¿ıÂ ÌÔÓˆÓ‡ÌÔ˘, fiÙ·Ó Ú = 10;

ªÈ· ÔÌ¿‰· Î·Ï·ıÔÛÊ·›ÚÈÛË˜ ¤‰ˆÛÂ 9 ·ÁÒÓÂ˜.
¡· ÁÚ¿„ÂÙÂ ÌÈ· ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË Ô˘ ÂÎÊÚ¿˙ÂÈ
ÙÔ˘˜ ‚·ıÌÔ‡˜ Ô˘ Û˘ÁÎ¤ÓÙÚˆÛÂ, ·Ó ÛÂ Î¿ıÂ Ó›ÎË
·›ÚÓÂÈ 2 ‚·ıÌÔ‡˜ Î·È ÛÂ Î¿ıÂ ‹ÙÙ· 1 ‚·ıÌfi.

¡· ÁÚ¿„ÂÙÂ ÙËÓ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË Ô˘
ÂÎÊÚ¿˙ÂÈ ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ ÙÂÙÚ·ÁÒÓÔ˘ µ°¢∂.
¶ÔÈÔ Â›Ó·È ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ, fiÙ·Ó x = 12;
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¶¶ÚÚ¿¿ÍÍÂÂÈÈ˜̃  ÌÌÂÂ  ÌÌÔÔÓÓÒÒÓÓ˘̆ÌÌ··  
√È ÌÂÙ·‚ÏËÙ¤˜ ÂÓfi˜ ÌÔÓˆÓ‡ÌÔ˘ ·ÓÙÈÚÔÛˆÂ‡Ô˘Ó ·ÚÈıÌÔ‡˜ Î·È ÁÈ’ ·˘Ùfi ÛÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜
Ô˘ Á›ÓÔÓÙ·È ÌÂÙ·Í‡ ÌÔÓˆÓ‡ÌˆÓ ÈÛ¯‡Ô˘Ó fiÏÂ˜ ÔÈ È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÙˆÓ Ú¿ÍÂˆÓ Ô˘ ÈÛ¯‡Ô˘Ó Î·È
ÛÙÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜.

¶¶ÚÚfifiÛÛııÂÂÛÛËË  ÌÌÔÔÓÓˆ̂ÓÓ‡‡ÌÌˆ̂ÓÓ
ŒÓ· ¿ıÚÔÈÛÌ· ÔÌÔ›ˆÓ ÌÔÓˆÓ‡ÌˆÓ .¯. –5x3 + 2x3 ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙË˜ ÂÈÌÂÚÈÛÙÈÎ‹˜
È‰ÈfiÙËÙ·˜ ÁÚ¿ÊÂÙ·È 

–5x3 + 2x3 = (–5 + 2)x3 = –3x3

¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ:
∆∆ÔÔ  ¿¿ııÚÚÔÔÈÈÛÛÌÌ··  ÔÔÌÌÔÔ››ˆ̂ÓÓ  ÌÌÔÔÓÓˆ̂ÓÓ‡‡ÌÌˆ̂ÓÓ  ÂÂ››ÓÓ··ÈÈ  ÌÌÔÔÓÓÒÒÓÓ˘̆ÌÌÔÔ  fifiÌÌÔÔÈÈÔÔ  ÌÌÂÂ  ··˘̆ÙÙ¿¿  ÎÎ··ÈÈ  ¤¤¯̄ÂÂÈÈ  ÛÛ˘̆ÓÓÙÙÂÂÏÏÂÂÛÛÙÙ‹‹
ÙÙÔÔ  ¿¿ııÚÚÔÔÈÈÛÛÌÌ··  ÙÙˆ̂ÓÓ  ÛÛ˘̆ÓÓÙÙÂÂÏÏÂÂÛÛÙÙÒÒÓÓ  ÙÙÔÔ˘̆˜̃..

™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÔÓ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÔ Î·ÓfiÓ·, ¤¯Ô˘ÌÂ  –12x2y – 3x2y = –15x2y.
AÓ Ù· ÌÔÓÒÓ˘Ì· ‰ÂÓ Â›Ó·È fiÌÔÈ·, fiˆ˜ Ù· 3x Î·È 5y, ÙfiÙÂ ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ¿ ÙÔ˘˜ 3x + 5y ‰ÂÓ
Â›Ó·È ÌÔÓÒÓ˘ÌÔ.

¶¶ÔÔÏÏÏÏ··ÏÏ··ÛÛÈÈ··ÛÛÌÌfifi˜̃  ÌÌÔÔÓÓˆ̂ÓÓ‡‡ÌÌˆ̂ÓÓ
ŒÓ· ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÌÔÓˆÓ‡ÌˆÓ .¯. (–2x)(3x2y) ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙˆÓ È‰ÈÔÙ‹ÙˆÓ ÙÔ˘ ÔÏÏ·Ï·-
ÛÈ·ÛÌÔ‡ Î·È ÙˆÓ ‰˘Ó¿ÌÂˆÓ ÁÚ¿ÊÂÙ·È

(–2x)(3x2y) = (–2)x � 3x2y = (–2) � 3(xx2)y = –6x3y.

¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ:
∆Ô ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÌÔÓˆÓ‡ÌˆÓ Â›Ó·È ÌÔÓÒÓ˘ÌÔ ÌÂ:
ñ ÛÛ˘̆ÓÓÙÙÂÂÏÏÂÂÛÛÙÙ‹‹ ÙÔ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÙˆÓ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙÒÓ ÙÔ˘˜ Î·È
ñ ÎÎ‡‡ÚÚÈÈÔÔ  ÌÌ¤¤ÚÚÔÔ˜̃ ÙÔ ÁÈÓfiÌÂÓÔ fiÏˆÓ ÙˆÓ ÌÂÙ·‚ÏËÙÒÓ ÙÔ˘˜ ÌÂ ÂÎı¤ÙË Î¿ıÂ ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹˜ ÙÔ

¿ıÚÔÈÛÌ· ÙˆÓ ÂÎıÂÙÒÓ ÙË˜.

™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÔÓ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÔ Î·ÓfiÓ· ¤¯Ô˘ÌÂ  (–3x4y3ˆ)( xˆ3) = – x5y3ˆ4.

¢¢ÈÈ··››ÚÚÂÂÛÛËË  ÌÌÔÔÓÓˆ̂ÓÓ‡‡ÌÌˆ̂ÓÓ
∏ ‰È·›ÚÂÛË ÌÔÓˆÓ‡ÌˆÓ, fiˆ˜ Î·È Ë ‰È·›ÚÂÛË ·ÚÈıÌÒÓ Á›ÓÂÙ·È, ·Ó ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ
‰È·ÈÚÂÙ¤Ô ÌÂ ÙÔÓ ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ ÙÔ˘ ‰È·ÈÚ¤ÙË.
°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·,
(–12x4yω2) : (4x 2yω) = –12x4yω2 � = = – � � � = –3x2ω.

√ÌÔ›ˆ˜ ¤¯Ô˘ÌÂ: (7xy4) : (–x3y) = = – 

¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ ÛÙÔ ÚÒÙÔ ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· ÙÔ ËÏ›ÎÔ ÙˆÓ ÌÔÓˆÓ‡ÌˆÓ Â›Ó·È ÌÔÓÒÓ˘ÌÔ,
ÂÓÒ ÛÙÔ ‰Â‡ÙÂÚÔ ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· ‰ÂÓ Â›Ó·È ÌÔÓÒÓ˘ÌÔ.
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NN··  ÁÁ››ÓÓÔÔ˘̆ÓÓ  ÔÔÈÈ  ÚÚ¿¿ÍÍÂÂÈÈ˜̃::

··)) ––77··xx22 ––  ··xx22 ++  44··xx22 ‚‚)) (–– xxyy22) � (––  xx33yy22)     ÁÁ))  ( ··33‚‚) ::  (–– ··‚‚33)

Λύση
··)) –7·x2 – ·x2 + 4·x2 = (–7 – + 4) ·x2 = (– – + ) ·x2 = – ·x2

‚‚)) (– xy2) � (– x3y2) = x4y4 = x4y4

ÁÁ)) ( ·3‚) :: (– ·‚3) = : (– ) = � (– ) = – = –

∞∞fifi  ÙÙÔÔ  ÛÛËËÌÌÂÂ››ÔÔ  ∞∞  ··ÊÊ‹‹ÓÓÔÔ˘̆ÌÌÂÂ  ¤¤ÓÓ··  ÛÛÒÒÌÌ··  ÓÓ··  ¤¤ÛÛÂÂÈÈ  ÛÛÙÙÔÔ  ¤¤‰‰··ÊÊÔÔ˜̃..  ∞∞ÓÓ  ÔÔ
¯̄ÚÚfifiÓÓÔÔ˜̃  tt  ÛÛÂÂ  sseecc  ÔÔ˘̆  ÌÌÂÂÛÛÔÔÏÏ··‚‚ÂÂ››  ÌÌ¤¤¯̄ÚÚÈÈ  ÓÓ··  ÊÊÙÙ¿¿ÛÛÂÂÈÈ  ÛÛÙÙÔÔ  ¤¤‰‰··ÊÊÔÔ˜̃  ÂÂ››ÓÓ··ÈÈ
‰‰ÈÈÏÏ¿¿ÛÛÈÈÔÔ˜̃  ÙÙÔÔ˘̆  ¯̄ÚÚfifiÓÓÔÔ˘̆  ÔÔ˘̆  ıı··  ¤¤ÎÎ··ÓÓÂÂ,,  ··ÓÓ  ÙÙÔÔ  ··ÊÊ‹‹ÓÓ··ÌÌÂÂ  ÓÓ··  ¤¤ÛÛÂÂÈÈ  ··fifi  ÙÙÔÔ
ÛÛËËÌÌÂÂ››ÔÔ  µµ,,  ÓÓ··  ‚‚ÚÚÂÂııÂÂ››  ÙÙÔÔ  ÌÌÔÔÓÓÒÒÓÓ˘̆ÌÌÔÔ  ÔÔ˘̆  ÂÂÎÎÊÊÚÚ¿¿˙̇ÂÂÈÈ  ÙÙËËÓÓ  ··fifiÛÛÙÙ··ÛÛËË  ∞∞µµ..

Λύση
Afi ÙË º˘ÛÈÎ‹ ÁÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ fiÙÈ Ë ·fiÛÙ·ÛË ∞∂ ‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙÔÓ Ù‡Ô
∞∂ = gt2, fiÔ˘ g = 10 m/sec2 ÂÚ›Ô˘.  ÕÚ· ∞∂ = 5t2.

AÓ ·Ê‹Ó·ÌÂ ÙÔ ÛÒÌ· Ó· ¤ÛÂÈ ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô µ, ÙfiÙÂ ı· ¤ÊÙ·ÓÂ
ÛÙÔ ¤‰·ÊÔ˜ ÛÂ ¯ÚfiÓÔ sec Î·È ı· ‹Ù·Ó

µ∂ = � g � ( )2
= � 10 � = t2. 

H ·fiÛÙ·ÛË ∞µ Â›Ó·È ∞µ = ∞∂ – µ∂ = 5t2 – t2 = t2 – t2 =  t2. 

MMÈÈ··  ÙÙÛÛÈÈÌÌÂÂÓÓÙÙ¤¤ÓÓÈÈ··  ÎÎ˘̆ÏÏÈÈÓÓ‰‰ÚÚÈÈÎÎ‹‹  ÎÎÔÔÏÏÒÒÓÓ··,,  ÔÔ˘̆  ¤¤¯̄ÂÂÈÈ  ··ÎÎÙÙ››ÓÓ··  ‚‚¿¿ÛÛËË˜̃  ÚÚ  ÎÎ··ÈÈ  ‡‡„„ÔÔ˜̃  ˘̆,,  ÂÂÓÓÈÈÛÛ¯̄‡‡ÂÂÙÙ··ÈÈ
ÂÂÚÚÈÈÌÌÂÂÙÙÚÚÈÈÎÎ¿¿  ÌÌÂÂ  ÙÙÛÛÈÈÌÌ¤¤ÓÓÙÙÔÔ  ÎÎ··ÈÈ  ··ÔÔÎÎÙÙ¿¿  ··ÎÎÙÙ››ÓÓ··  ‚‚¿¿ÛÛËË˜̃  ‰‰ÈÈÏÏ¿¿ÛÛÈÈ··  ÙÙËË˜̃  ··ÚÚ¯̄ÈÈÎÎ‹‹˜̃..  √√ ÌÌËË¯̄··ÓÓÈÈÎÎfifi˜̃
ÈÈÛÛ¯̄˘̆ÚÚ››˙̇ÂÂÙÙ··ÈÈ  fifiÙÙÈÈ  ÙÙÔÔ  ÙÙÛÛÈÈÌÌ¤¤ÓÓÙÙÔÔ  ÔÔ˘̆  ÚÚÔÔÛÛÙÙ¤¤ııËËÎÎÂÂ  ¤¤¯̄ÂÂÈÈ  fifiÁÁÎÎÔÔ  ÙÙÚÚÈÈÏÏ¿¿ÛÛÈÈÔÔ  ÙÙÔÔ˘̆  ··ÚÚ¯̄ÈÈÎÎÔÔ‡‡  fifiÁÁÎÎÔÔ˘̆
ÙÙËË˜̃  ÎÎÔÔÏÏÒÒÓÓ··˜̃..  ∂∂››ÓÓ··ÈÈ  ÛÛˆ̂ÛÛÙÙfifi˜̃  ÔÔ  ÈÈÛÛ¯̄˘̆ÚÚÈÈÛÛÌÌfifi˜̃  ÙÙÔÔ˘̆;;

Λύση
√ ·Ú¯ÈÎfi˜ fiÁÎÔ˜ ÙË˜ ÎÔÏÒÓ·˜ ‹Ù·Ó V1 = Ú2˘.
ªÂÙ¿ ÙËÓ ÂÓ›Û¯˘ÛË ÙË˜ ÎÔÏÒÓ·˜, Ô Û˘ÓÔÏÈÎfi˜ fiÁÎÔ˜ ÙË˜ ¤ÁÈÓÂ
V2 = (2Ú)2˘ = (4Ú2)˘ = 4Ú2˘. ÕÚ· ÙÔ ÙÛÈÌ¤ÓÙÔ Ô˘ ÚÔ-
ÛÙ¤ıËÎÂ ¤¯ÂÈ fiÁÎÔ V2 – V1 = 4Ú2˘ – Ú2˘ = 3Ú2˘, Ô˘ Â›Ó·È
Ú¿ÁÌ·ÙÈ ÙÚÈÏ¿ÛÈÔ˜ ÙÔ˘ ·Ú¯ÈÎÔ‡ fiÁÎÔ˘ Ú2˘ ÙË˜ ÎÔÏÒÓ·˜.
∂ÔÌ¤Óˆ˜ Ô ÈÛ¯˘ÚÈÛÌfi˜ ÙÔ˘ ÌË¯·ÓÈÎÔ‡ Â›Ó·È ÛˆÛÙfi˜.
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1.2 MMÔÔÓÓÒÒÓÓ˘̆ÌÌ··  ––  ¶¶ÚÚ¿¿ÍÍÂÂÈÈ˜̃  ÌÌÂÂ  ÌÌÔÔÓÓÒÒÓÓ˘̆ÌÌ··

∞∞

µµ

∂∂

ÚÚ ÚÚ

˘̆
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¡· ¯·Ú·ÎÙËÚ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜ ÌÂ (™), ·Ó Â›Ó·È ÛˆÛÙ¤˜ ‹ ÌÂ (§) ·Ó
Â›Ó·È Ï·Óı·ÛÌ¤ÓÂ˜.
··)) ∆Ô ¿ıÚÔÈÛÌ· ÔÌÔ›ˆÓ ÌÔÓˆÓ‡ÌˆÓ Â›Ó·È ÌÔÓÒÓ˘ÌÔ.
‚‚)) ∏ ‰È·ÊÔÚ¿ ‰‡Ô ÌÔÓˆÓ‡ÌˆÓ Â›Ó·È ÌÔÓÒÓ˘ÌÔ.
ÁÁ)) ∆Ô ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÌÔÓˆÓ‡ÌˆÓ Â›Ó·È ÌÔÓÒÓ˘ÌÔ.
‰‰)) ∆Ô ËÏ›ÎÔ ‰‡Ô ÌÔÓˆÓ‡ÌˆÓ Â›Ó·È ÌÔÓÒÓ˘ÌÔ.

¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÈ˜ ÈÛfiÙËÙÂ˜:
··)) –5x2 + 2x2 = .......... ‚‚)) –5x2 � 2x3 = .......... ÁÁ)) 3x – 2y + 2x = ..........
‰‰)) 4x2y – yx2 = .......... ÂÂ)) 2xy � y2 = .......... ÛÛÙÙ)) 6x3y :: 3xy = ..........

˙̇)) 5x4ˆ3 (.....) = –10x6ˆ4 ËË)) = ıı)) 3x2y – ..... = –4x2y

N· Î¿ÓÂÙÂ ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜:
··)) –7x2y + 4x2y ‚‚)) 4·x2 – 6·x2 + ·x2 ÁÁ)) 6x3 – x3

‰‰)) 0,25·‚ – 0,35·‚ + 0,5·‚ ÂÂ)) xy2ˆ4 – 1,2xy2ˆ4 ÛÛÙÙ))  –3��2x2 + 4��2x2 – ��2x2

N· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ Ù· ÁÈÓfiÌÂÓ·:
··)) –3x � 5x2 ‚‚)) 6x2 � x3 ÁÁ)) 2xy3 � (–3x2y)        ‰‰)) –3x2y � (–2xy4ˆ)

ÂÂ)) – ·‚3 � 4·‚3 ÛÛÙÙ)) x3·2 � (– x·3) ˙̇)) (– xy3) � (–3x2ˆ) � (– yˆ3)
N· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ Ù· ËÏ›Î·:

··)) 12·3 :: (–3·) ‚‚)) 8x2y :: (2xy2) ÁÁ)) (– ·3‚5) :: ( ·2‚2)
‰‰)) (0,84x2ˆ5) :: (–0,12xˆ3) ÂÂ)) (–x3·4ˆ) ::  (– x2·) ÛÛÙÙ))  (0,5·3‚7) ::  (– ·2‚2)
¡· Î¿ÓÂÙÂ ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜:

··)) (– x2y)2 
� (6xy3)            ‚‚)) (–2x2y3)3 :: (–8x3y4)    ÁÁ)) (–2xy4ˆ3)2 � (–x2y)3

¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙˆÓ ·Ú·Î¿Ùˆ Û¯ËÌ¿ÙˆÓ. ¶ÔÈÂ˜ ·fi ÙÈ˜ ÂÎÊÚ¿ÛÂÈ˜ Ô˘
‚Ú‹Î·ÙÂ Â›Ó·È ÌÔÓÒÓ˘Ì·;

¡· Û˘ÁÎÚ›ÓÂÙÂ ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ Ú¿ÛÈÓÔ˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘ ÌÂ
ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· ÙˆÓ ÂÌ‚·‰ÒÓ ÙˆÓ Î›ÙÚÈÓˆÓ ÙÚÈÁÒÓˆÓ.
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33

✔ Mαθαίνω τι είναι πολυώνυµο, ποιος είναι ο βαθµός ενός
πολυωνύµου και διακρίνω αν δύο πολυώνυµα είναι ίσα.

✔ Mαθαίνω να προσθέτω και να αφαιρώ πολυώνυµα.

1. ¡· ÁÚ¿„ÂÙÂ ÙÚ›· fiÌÔÈ· ÌÔÓÒÓ˘Ì· ÌÂ ‰‡Ô ÌÂÙ·‚ÏËÙ¤˜ Î·È Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ¿ ÙÔ˘˜.

2. ¡· ÁÚ¿„ÂÙÂ ÙÚ›· ÌÔÓÒÓ˘Ì· ÌÂ ‰‡Ô ÌÂÙ·‚ÏËÙ¤˜ Ô˘ ‰ÂÓ Â›Ó·È fiÌÔÈ·. ªÔÚÂ›ÙÂ ÙÒÚ·
Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ ¤Ó· ÌÔÓÒÓ˘ÌÔ ›ÛÔ ÌÂ ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ¿ ÙÔ˘˜;

3. ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔ ‚·ıÌfi Î¿ıÂ ÌÔÓˆÓ‡ÌÔ˘ ÙË˜ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË˜ ÂÚÒÙËÛË˜, ˆ˜ ÚÔ˜ Î¿ıÂ
ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹ Î·È ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÈ˜ ‰‡Ô ÌÂÙ·‚ÏËÙ¤˜.

¶¶ÔÔÏÏ˘̆ÒÒÓÓ˘̆ÌÌ··  
™ÙËÓ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË ÂÓfiÙËÙ· Â›‰·ÌÂ, fiÙÈ ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· ÔÌÔ›ˆÓ ÌÔÓˆÓ‡ÌˆÓ
Â›Ó·È ÌÔÓÒÓ˘ÌÔ fiÌÔÈÔ ÌÂ ·˘Ù¿. ∞Ó ‰‡Ô ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ ÌÔÓÒÓ˘Ì· ‰ÂÓ Â›Ó·È
fiÌÔÈ·, ÙfiÙÂ ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ¿ ÙÔ˘˜ ‰ÂÓ Â›Ó·È ÌÔÓÒÓ˘ÌÔ ·ÏÏ¿ ÌÈ· ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ‹
·Ú¿ÛÙ·ÛË, Ô˘ Ï¤ÁÂÙ·È ÔÔÏÏ˘̆ÒÒÓÓ˘̆ÌÌÔÔ. .¯. 3x2y + 2xy4 – 5x3y3

K¿ıÂ ÌÔÓÒÓ˘ÌÔ Ô˘ ÂÚÈ¤¯ÂÙ·È ÛÂ ¤Ó·
ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ Ï¤ÁÂÙ·È fifiÚÚÔÔ˜̃ ÙÔ˘ ÔÏ˘ˆÓ‡ÌÔ˘.

EÈ‰ÈÎfiÙÂÚ·, ¤Ó· ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ Ô˘ ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ fiÌÔÈÔ˘˜ fiÚÔ˘˜ Ï¤ÁÂÙ·È
ñ ‰ÈÒÓ˘ÌÔ, ·Ó ¤¯ÂÈ ‰‡Ô fiÚÔ˘˜
ñ ÙÚÈÒÓ˘ÌÔ, ·Ó ¤¯ÂÈ ÙÚÂÈ˜ fiÚÔ˘˜.

µµ··ııÌÌfifi˜̃ ÂÓfi˜ ÔÏ˘ˆÓ‡ÌÔ˘ ˆ˜ ÚÔ˜ Ì›· ‹
ÂÚÈÛÛfiÙÂÚÂ˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ¤˜ ÙÔ˘, Â›Ó·È Ô ÌÂÁ·-
Ï‡ÙÂÚÔ˜ ·fi ÙÔ˘˜ ‚·ıÌÔ‡˜ ÙˆÓ fiÚˆÓ ÙÔ˘.

™˘ÌÊˆÓÔ‡ÌÂ, ·ÎfiÌ·, fiÙÈ Î¿ıÂ ·ÚÈıÌfi˜ ÌÔÚÂ› Ó· ıÂˆÚËıÂ› Î·È ˆ˜ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ, ÔfiÙÂ
Ï¤ÁÂÙ·È ÛÛÙÙ··ııÂÂÚÚfifi ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ. ∂È‰ÈÎfiÙÂÚ·, Ô ·ÚÈıÌfi˜ ÌË‰¤Ó Ï¤ÁÂÙ·È ÌÌËË‰‰ÂÂÓÓÈÈÎÎfifi ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ
Î·È ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ ‚·ıÌfi, ÂÓÒ Î¿ıÂ ¿ÏÏÔ ÛÙ·ıÂÚfi ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ Â›Ó·È ÌË‰ÂÓÈÎÔ‡ ‚·ıÌÔ‡.

∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤA

¶ÔÏ˘ÒÓ˘Ì· – ¶ÚfiÛıÂÛË Î·È ∞Ê·›ÚÂÛË ÔÏ˘ˆÓ‡ÌˆÓ11.. 33

3α2 – 2β
2χ2 – 3χ + 4

∆Ô ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ 3x2y + 2xy4 – 5x3y3

¤¯ÂÈ ÙÚÂÈ˜ fiÚÔ˘˜ Ô˘ Â›Ó·È Ù·
ÌÔÓÒÓ˘Ì· 3x2y, 2xy4, –5x3y3.

∆Ô ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ 3x2y + 2xy4 – 5x3y3 Â›Ó·È
3Ô˘ ‚·ıÌÔ‡ ˆ˜ ÚÔ˜ x,
4Ô˘ ‚·ıÌÔ‡ ˆ˜ ÚÔ˜ y,

6Ô˘ ‚·ıÌÔ‡ ˆ˜ ÚÔ˜ x Î·È y.

033-037  7-11-06  16:09  ™ÂÏ›‰·33



∆Ô ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ  –3x + 2x2 + 5  ¤¯ÂÈ Ì›· ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹ ÙËÓ x Î·È ÁÈ· Û˘ÓÙÔÌ›· Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È
ƒ(x)  ‹  Q(x)  ‹  A(x) Î.Ù.Ï.
∆Ô ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ ƒ(x) = –3x + 2x2 + 5 Â›Ó·È ‰Â˘Ù¤ÚÔ˘ ‚·ıÌÔ‡ Î·È ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ÙÔ
ÁÚ¿„Ô˘ÌÂ ¤ÙÛÈ, ÒÛÙÂ Î¿ıÂ fiÚÔ˜ ÙÔ˘ Ó· Â›Ó·È ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚÔ˘ ‚·ıÌÔ‡ ·fi ÙÔÓ ÂfiÌÂÓfi ÙÔ˘.

¢ËÏ·‰‹,  ƒ(x) = 2x2 – 3x + 5.
TfiÙÂ, Ï¤ÌÂ, fiÙÈ ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ ÙÔ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ ÎÎ··ÙÙ¿¿  ÙÙÈÈ˜̃  ÊÊıı››ÓÓÔÔ˘̆ÛÛÂÂ˜̃  ‰‰˘̆ÓÓ¿¿ÌÌÂÂÈÈ˜̃  ÙÙÔÔ˘̆  xx.
H ·ÚÈıÌËÙÈÎ‹ ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ˘ ƒ(x) ÁÈ· x = 5, Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ ƒ(5) Î·È Â›Ó·È:

ƒ(5) = 2 � 52 – 3 � 5 + 5 = 50 – 15 + 5 = 40.

¢‡Ô ÔÏ˘ÒÓ˘Ì· Â›Ó·È ››ÛÛ··, fiÙ·Ó ¤¯Ô˘Ó
fiÚÔ˘˜ ›Û· ÌÔÓÒÓ˘Ì·.

∞∞ÓÓ··ÁÁˆ̂ÁÁ‹‹  ÔÔÌÌÔÔ››ˆ̂ÓÓ  fifiÚÚˆ̂ÓÓ  
∞Ó ÛÂ ¤Ó· ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ ˘¿Ú¯Ô˘Ó
fiÌÔÈ· ÌÔÓÒÓ˘Ì·, ‹ fiˆ˜ Ï¤ÌÂ fiÌÔÈÔÈ
fiÚÔÈ, ÙfiÙÂ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ÙÔ˘˜ ·ÓÙÈÎ·-
Ù·ÛÙ‹ÛÔ˘ÌÂ ÌÂ ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ¿ ÙÔ˘˜. ∏
ÂÚÁ·Û›· ·˘Ù‹ Ï¤ÁÂÙ·È ··ÓÓ··ÁÁˆ̂ÁÁ‹‹
ÔÔÌÌÔÔ››ˆ̂ÓÓ  fifiÚÚˆ̂ÓÓ.

¶¶ÚÚfifiÛÛııÂÂÛÛËË  ––  ∞∞ÊÊ··››ÚÚÂÂÛÛËË  ÔÔÏÏ˘̆ˆ̂ÓÓ‡‡ÌÌˆ̂ÓÓ
ªÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ÚÔÛı¤ÙÔ˘ÌÂ ‹ Ó· ·Ê·ÈÚÔ‡ÌÂ ÔÏ˘ÒÓ˘Ì· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÒÓÙ·˜ ÙÈ˜ ÁÓˆÛÙ¤˜
È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÙˆÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ.
°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, Ù· ÔÏ˘ÒÓ˘Ì· ∞(x) = 3x3 – 2x2 – 7x – 5 Î·È µ(x) = 2x3 – x2 + x ¤¯Ô˘Ó
¿ıÚÔÈÛÌ· ‹ ‰È·ÊÔÚ¿ Ô˘ ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ ˆ˜ ÂÍ‹˜:
∞∞((xx))  ++  BB((xx))= (3x3 – 2x2 – 7x – 5) + (2x3 – x2 + x) = (∞·ÏÂ›ÊÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ ·ÚÂÓı¤ÛÂÈ˜)

= 3x3 – 2x2 – 7x – 5 + 2x3 – x2 + x = (∫¿ÓÔ˘ÌÂ ·Ó·ÁˆÁ‹ ÔÌÔ›ˆÓ fiÚˆÓ)
= 5x3 – 3x2 – 6x – 5.

√ÌÔ›ˆ˜, ¤¯Ô˘ÌÂ:
∞∞((xx))  ––  BB((xx)) = (3x3 – 2x2 – 7x – 5) – (2x3 – x2 + x) =

= 3x3 – 2x2 – 7x – 5 – 2x3 + x2 – x =
= x3 – x2 – 8x – 5.

··)) ¡¡··  ÁÁÚÚ··ÊÊÂÂ››  ÙÙÔÔ  ÔÔÏÏ˘̆ÒÒÓÓ˘̆ÌÌÔÔ  ƒƒ((xx))  ==  44xx22 ––  88xx  ++  ··xx33 ––  55  ÎÎ··ÙÙ¿¿  ÙÙÈÈ˜̃  ÊÊıı››ÓÓÔÔ˘̆ÛÛÂÂ˜̃  ‰‰˘̆ÓÓ¿¿ÌÌÂÂÈÈ˜̃  
ÙÙÔÔ˘̆  xx  ÎÎ··ÈÈ  ÓÓ··  ‚‚ÚÚÂÂııÂÂ››  ÔÔ  ‚‚··ııÌÌfifi˜̃  ÙÙÔÔ˘̆..

‚‚)) ∞∞ÓÓ  ÙÙÔÔ  ƒƒ((xx))  ÂÂ››ÓÓ··ÈÈ  ››ÛÛÔÔ  ÌÌÂÂ  ÙÙÔÔ  ÔÔÏÏ˘̆ÒÒÓÓ˘̆ÌÌÔÔ  QQ((xx))  ==  ‚‚xx22 ++  ÁÁxx  ++  ‰‰,,  ÔÔÈÈÂÂ˜̃  ÂÂ››ÓÓ··ÈÈ  ÔÔÈÈ  ÙÙÈÈÌÌ¤¤˜̃
ÙÙˆ̂ÓÓ  ··,,  ‚‚,,  ÁÁ,,  ‰‰;;

11
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M¤ÚÔ˜ ∞ - ∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 1Ô

∆· ÔÏ˘ÒÓ˘Ì· 3x2 – 5x + 1 Î·È ·x2 + ‚x + 1
Â›Ó·È ›Û·, ·Ó · = 3 Î·È ‚ = –5.

2·2 – 3‚ + 4·2 – 5‚ =
2·2 + 4·2 – 3‚ – 5‚ = 6·2 – 8‚

∏ ·Ú¯ÈÎ‹ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË, Ô˘ Â›¯Â
Ù¤ÛÛÂÚÈ˜ fiÚÔ˘˜, Û˘ÌÙ‡¯ıËÎÂ ÛÂ Ì›· ¿ÏÏË
ÌÂ ‰‡Ô fiÚÔ˘˜.
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Λύση
··)) ∆Ô ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ ƒ(x) = 4x2 – 8x + ·x3 – 5, Î·Ù¿ ÙÈ˜ Êı›ÓÔ˘ÛÂ˜ ‰˘Ó¿ÌÂÈ˜ ÙÔ˘ x

ÁÚ¿ÊÂÙ·È ƒ(x) = ·x3 + 4x2 – 8x – 5. To P(x) Â›Ó·È ÙÚ›ÙÔ˘ ‚·ıÌÔ‡, ·Ó · � 0 Î·È
‰Â˘Ù¤ÚÔ˘ ‚·ıÌÔ‡, ·Ó · = 0.

‚‚)) ∆· ÔÏ˘ÒÓ˘Ì· ƒ(x) = ·x3 + 4x2 – 8x – 5 Î·È Q(x) = ‚x2 + Áx + ‰ Â›Ó·È ›Û·, ·Ó 
· = 0, ‚ =  4, Á = –8 Î·È ‰ = –5.

ªªÈÈ··  ‚‚ÈÈÔÔÙÙÂÂ¯̄ÓÓ››··  ÚÚÔÔ‡‡¯̄ˆ̂ÓÓ  ÁÁÈÈ··  ÓÓ··  ÎÎ··ÙÙ··ÛÛÎÎÂÂ˘̆¿¿ÛÛÂÂÈÈ  xx  ÔÔ˘̆ÎÎ¿¿ÌÌÈÈÛÛ··  ÍÍÔÔ‰‰ÂÂ‡‡ÂÂÈÈ  ËËÌÌÂÂÚÚËËÛÛ››ˆ̂˜̃

550000  C ÁÁÈÈ··  ÌÌÈÈÛÛııÔÔ‡‡˜̃  ˘̆··ÏÏÏÏ‹‹ÏÏˆ̂ÓÓ,,  1100  C ÁÁÈÈ··  ÙÙ··  ˘̆ÏÏÈÈÎÎ¿¿  ÔÔ˘̆  ····ÈÈÙÙÂÂ››  ÎÎ¿¿ııÂÂ  ÔÔ˘̆ÎÎ¿¿ÌÌÈÈÛÛÔÔ

((‡‡ÊÊ··ÛÛÌÌ··,,  ÎÎÏÏˆ̂ÛÛÙÙ¤¤˜̃,,  ......))  ÎÎ··ÈÈ  xx22 C ÁÁÈÈ··  ÙÙ··  ˘̆fifiÏÏÔÔÈÈ··  ¤¤ÍÍÔÔ‰‰¿¿  ÙÙËË˜̃  ((ÌÌÂÂÙÙ··ÊÊÔÔÚÚÈÈÎÎ¿¿,,

ËËÏÏÂÂÎÎÙÙÚÚÈÈÎÎfifi  ÚÚÂÂ‡‡ÌÌ··  ......))..  ¶¶fifiÛÛ··  ÍÍÔÔ‰‰ÂÂ‡‡ÂÂÈÈ  ËËÌÌÂÂÚÚËËÛÛ››ˆ̂˜̃  ÁÁÈÈ··  ÙÙËËÓÓ  ÎÎ··ÙÙ··ÛÛÎÎÂÂ˘̆‹‹  xx  ÔÔ˘̆ÎÎ··ÌÌ››ÛÛˆ̂ÓÓ;;
¶¶ÔÔÈÈ··  ıı··  ÂÂ››ÓÓ··ÈÈ  ÙÙ··  ¤¤ÍÍÔÔ‰‰··  ÙÙËË˜̃  ‚‚ÈÈÔÔÙÙÂÂ¯̄ÓÓ››··˜̃,,  ··ÓÓ  ÎÎ··ÙÙ··ÛÛÎÎÂÂ˘̆¿¿ÛÛÂÂÈÈ  5500  ÔÔ˘̆ÎÎ¿¿ÌÌÈÈÛÛ··;;

Λύση
∆· ¤ÍÔ‰· ÙˆÓ ˘ÏÈÎÒÓ ÁÈ· ÙËÓ Î·Ù·ÛÎÂ˘‹ ÂÓfi˜ Ô˘Î¿ÌÈÛÔ˘ Â›Ó·È 10 C, ÔfiÙÂ ÁÈ· Ù·
x Ô˘Î¿ÌÈÛ· Ù· ¤ÍÔ‰· ÙˆÓ ˘ÏÈÎÒÓ ı· Â›Ó·È 10x C. ∆Ô Û˘ÓÔÏÈÎfi ÔÛfi ÛÂ C, Ô˘
ÍÔ‰Â‡ÂÈ ËÌÂÚËÛ›ˆ˜ Ë ‚ÈÔÙÂ¯Ó›· Â›Ó·È ƒ(x) = x2 + 10x + 500

°È· ÙËÓ Î·Ù·ÛÎÂ˘‹ 50 Ô˘Î¿ÌÈÛˆÓ Ù· ¤ÍÔ‰· Â›Ó·È:
ƒ(50) = 502 + 10 � 50 + 500 =  2500 + 500 + 500 = 1250 C

∞∞ÓÓ  ƒƒ((xx))  ==  xx22 ––  33xx  ++  44,,  ÓÓ··  ÚÚÔÔÛÛ‰‰ÈÈÔÔÚÚÈÈÛÛÙÙÂÂ››  ÙÙÔÔ  ÔÔÏÏ˘̆ÒÒÓÓ˘̆ÌÌÔÔ  QQ((xx))  ==  PP((22xx))  ––  PP((––xx))..

Λύση
∆o ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ ƒ(2x) ÚÔÎ‡ÙÂÈ, ·Ó ÛÙÔ ƒ(x) ı¤ÛÔ˘ÌÂ, fiÔ˘ x ÙÔ 2x, ÔfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ:
ƒ(2x) = (2x)2 – 3(2x) + 4 = 4x2 – 6x + 4
∆Ô ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ ƒ(–x) ÚÔÎ‡ÙÂÈ, ·Ó ÛÙÔ ƒ(x) ı¤ÛÔ˘ÌÂ, fiÔ˘ x ÙÔ –x, ÔfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ:
ƒ(–x) = (–x)2 – 3(–x) + 4 = x2 + 3x + 4. ÕÚ·:
Q(x) = P(2x) – P(–x) = (4x2 – 6x + 4) – (x2 + 3x + 4) =

= 4x2 – 6x + 4 – x2 – 3x – 4 = 3x2 – 9x

¶ÔÈÂ˜ ·fi ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ Â›Ó·È ÔÏ˘ÒÓ˘Ì·;

··)) 4x3 – 5x2 + 2x –   ‚‚)) 3x4 – 7x2 – 12

ÁÁ)) ��2 x2y – 5xy + y2 +   ‰‰)) x3 + 2x2y – ��x y2 + 3y3

¶ÔÈ· ·fi Ù· ·Ú·Î¿Ùˆ ÔÏ˘ÒÓ˘Ì· Â›Ó·È 2Ô˘ ‚·ıÌÔ‡ ˆ˜ ÚÔ˜ x;
··)) 7 – 3x – 2x2 ‚‚)) 3x2 – 5x – 3x2 + 10
ÁÁ)) 4x3 + x2 – 3x3 + 2x – x3 + 6 ‰‰)) 2xy – 3y + 9

22
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EΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ

33

1
10

1
10

1
10

11
1100

22

35

1.3 ¶¶ooÏÏ˘̆ÒÒÓÓ˘̆ÌÌ··  ––  ¶¶ÚÚfifiÛÛııÂÂÛÛËË  ÎÎ··ÈÈ  ∞∞ÊÊ··››ÚÚÂÂÛÛËË  ÔÔÏÏ˘̆ˆ̂ÓÓ‡‡ÌÌˆ̂ÓÓ

033-037  7-11-06  16:10  ™ÂÏ›‰·35



ŒÓ·˜ Ì·ıËÙ‹˜ ı¤ÏÔÓÙ·˜ Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÈ ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· Î·È ÙË ‰È·ÊÔÚ¿ ÙˆÓ ÔÏ˘ˆ-
Ó‡ÌˆÓ  4x3 – 8x2 + x + 7  Î·È  x3 – 6x + 2  ¤ÁÚ·„Â

ÕÕııÚÚÔÔÈÈÛÛÌÌ·· ¢¢ÈÈ··ÊÊÔÔÚÚ¿¿
4x3 – 8x2 + x + 7 4x3 – 8x2 + x + 7

+ x3 – 6x + 2 + –x3 + 6x – 2
5x3 – 8x2 – 5x + 9 3x3 – 8x2 + 7x + 5

E›Ó·È ÛˆÛÙfi˜ Ô ÙÚfiÔ˜ Ô˘ ÂÊ¿ÚÌÔÛÂ; ¡· ÙÂÎÌËÚÈÒÛÂÙÂ ÙËÓ ·¿ÓÙËÛ‹ Û·˜.

¡· ÂÈÏ¤ÍÂÙÂ ÙË ÛˆÛÙ‹ ·¿ÓÙËÛË.
∆Ô ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ Ô˘ Ú¤ÂÈ Ó· ÚÔÛı¤ÛÔ˘ÌÂ ÛÙÔ 2x2 + 5x + 7 ÁÈ· Ó· ‚ÚÔ‡ÌÂ
¿ıÚÔÈÛÌ· 8x2 + 4x – 5 Â›Ó·È ÙÔ:
··)) 6x2 + x – 2 ‚‚)) 10x2 + 9x + 2 ÁÁ)) 6x2 – x – 12 ‰‰)) –6x2 + x + 12.

T· ÔÏ˘ÒÓ˘Ì· ∞(x), B(x) Î·È °(x) ¤¯Ô˘Ó ‚·ıÌÔ‡˜ 2, 3 Î·È 2 ·ÓÙÈÛÙÔ›¯ˆ˜.
··)) ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔ ‚·ıÌfi ÙÔ˘ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ˘ ∞(x) + B(x).
‚‚)) AÓ ÙÔ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ ∞(x) + °(x) ‰ÂÓ Â›Ó·È ÙÔ ÌË‰ÂÓÈÎfi, ÙÈ ‚·ıÌfi ÌÔÚÂ› Ó· ¤¯ÂÈ;

N· ÁÚ¿„ÂÙÂ Ù· ÔÏ˘ÒÓ˘Ì· Î·Ù¿ ÙÈ˜ Êı›ÓÔ˘ÛÂ˜ ‰˘Ó¿ÌÂÈ˜ ÙÔ˘ x.
··)) P(x) = 3x – 5x2 + x4 + 10 + 2x3 ‚‚)) Q(x) = –6x + 2x3 + 1
ÁÁ)) A(x) = –3x2 + 7 + 2x3 + 7x ‰‰)) µ(x) = x – x4 – 5

¢›ÓÂÙ·È ÙÔ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ ∞ = –2xy2 + y3 + 2x3 – xy2.
··)) ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙËÓ ·ÚÈıÌËÙÈÎ‹ ÙÔ˘ ÙÈÌ‹ ÁÈ· x = 2 Î·È y = –1.
‚‚)) ¡· ÁÚ¿„ÂÙÂ ÙÔ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ Î·Ù¿ ÙÈ˜ Êı›ÓÔ˘ÛÂ˜ ‰˘Ó¿ÌÂÈ˜ ÙÔ˘ y. ¶ÔÈÔ˜ Â›Ó·È Ô

‚·ıÌfi˜ ÙÔ˘ ˆ˜ ÚÔ˜ x Î·È y;

AÓ ƒ(x) = 2x2 + 2x – 9, Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ:
··)) ƒ(–3) = ƒ(2) ‚‚)) 3ƒ(1) + ƒ(3) = 0

∏ ÂÈÊ¿ÓÂÈ· ÂÓfi˜ ÛÙ·‰›Ô˘ ·ÔÙÂÏÂ›Ù·È ·fi ‰‡Ô
ËÌÈÎ˘ÎÏÈÎÔ‡˜ ‰›ÛÎÔ˘˜ Î·È ¤Ó· ÔÚıÔÁÒÓÈÔ ·Ú·Ï-
ÏËÏfiÁÚ·ÌÌÔ, Ô˘ ¤¯ÂÈ Ì‹ÎÔ˜ 100 Ì¤ÙÚ· Î·È
Ï¿ÙÔ˜ 2x Ì¤ÙÚ·.
··)) ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙËÓ ÂÚ›ÌÂÙÚÔ Î·È ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘.
‚‚)) ¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙËÓ ÂÚ›ÌÂÙÚÔ Î·È ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ

ÙÔ˘, ·Ó ÙÔ Ï¿ÙÔ˜ ÙÔ˘ Â›Ó·È ›ÛÔ ÌÂ 60 Ì¤ÙÚ·.
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ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ – ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ
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N· Î¿ÓÂÙÂ ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜:
··)) (2x2 – x) – (x3 – 5x2 + x – 1) ‚‚)) –3x2y – (2xy – yx2) + (3xy – y3)
ÁÁ)) (2·2 – 3·‚) – (‚2 + 4·‚) – (·2 + ‚2) ‰‰)) 2ˆ2 – �4ˆ – 3 – (ˆ2 + 5ˆ)�
ÂÂ)) ( x2 – x + 1) – ( x + x2 – ) ÛÛÙÙ)) (0,4x3 + 2,3x2) + (3,6x3 – 0,3x2 + 4) 

AÓ ∞(x) = 2x3 – x2 + x – 4, B(x) = –3x3 + 5x – 2 Î·È °(x) = 4x2 – 3x + 8, Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ
Ù· ÔÏ˘ÒÓ˘Ì·:
··)) ∞(x) – B(x) ‚‚)) ∞(x) + °(x) ÁÁ)) °(x) – �A(x) + B(x)�

N· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ Ù· ÎÂÓ¿ ÛÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÈÛfiÙËÙÂ˜:
··)) (... ..... – 4x ... .....) + (x2 ... ..... + 4) = –6x2 – 8x + 7
‚‚)) (–x3 ... ..... + 8) – (... ..... + x2 ... .....) = x3 – x2 + 5x + 9 

¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÔ ·Ú·Î¿Ùˆ ÙÂÙÚ¿ÁˆÓÔ ÒÛÙÂ Ó· Â›Ó·È Ì·ÁÈÎfi. (∆· ÙÚ›· ÔÏ˘Ò-
Ó˘Ì· ÔÚÈ˙ÔÓÙ›ˆ˜, Î·ı¤Ùˆ˜ Î·È ‰È·ÁˆÓ›ˆ˜ ¤¯Ô˘Ó ÙÔ ›‰ÈÔ ¿ıÚÔÈÛÌ·).

AÓ P(x) = (–5x2 + 4x – 3) – (x2 – 2x + 1) + (3x2 + x) Î·È Q(x) = ·x2 + ‚x + Á, Ó·
‚ÚÂ›ÙÂ ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙˆÓ ·, ‚, Á, ÒÛÙÂ Ù· ÔÏ˘ÒÓ˘Ì· ƒ(x) Î·È Q(x) Ó· Â›Ó·È ›Û·.

ŒÓ·˜ Ô‰ËÏ¿ÙË˜ ÍÂÎÈÓ¿ÂÈ ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ∞
Î·È ÛÂ ¯ÚfiÓÔ t sec Î·ÙÂ‚·›ÓÂÈ ÙÔ ‰ÚfiÌÔ ∞µ
ÌÂ ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË · = 2 m/sec2. ŸÙ·Ó ÊÙ¿ÛÂÈ
ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô µ, Û˘ÓÂ¯›˙ÂÈ Ó· ÎÈÓÂ›Ù·È ÛÙÔ
‰ÚfiÌÔ µ° ÁÈ· 10 sec ÌÂ ÛÙ·ıÂÚ‹ Ù·¯‡ÙËÙ·.
¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙËÓ ·Ú¿ÛÙ·ÛË Ô˘ ÂÎÊÚ¿˙ÂÈ
ÙËÓ ·fiÛÙ·ÛË Ô˘ ‰È‹Ó˘ÛÂ Ô Ô‰ËÏ¿ÙË˜.
¶ÔÈ· ·fiÛÙ·ÛË ‰È‹Ó˘ÛÂ Ô Ô‰ËÏ¿ÙË˜, ·Ó
t = 5 sec;
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µµ °°

∞∞

2x2+2x–3

9x2–3x+2

4x2+4x–5

7x2+3x–4

033-037  3-11-06  00:50  ™ÂÏ›‰·37



38

Μαθαίνω να πολλαπλασιάζω:
✔ Μονώνυµο µε πολυώνυµο

✔ Πολυώνυµο µε πολυώνυµο

1. ¡· ÁÚ¿„ÂÙÂ ÙÔ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ·(‚ + Á) Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙËÓ ÂÈÌÂÚÈÛÙÈÎ‹ È‰ÈfiÙËÙ· Î·È ÌÂ
·Ó¿ÏÔÁÔ ÙÚfiÔ Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙËÓ ·Ú¿ÛÙ·ÛË 3x2(2x3 + 6x).

2. ¡· ÁÚ¿„ÂÙÂ ÙÔ ÁÈÓfiÌÂÓÔ (· + ‚)(Á + ‰) Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙËÓ ÂÈÌÂÚÈÛÙÈÎ‹ È‰ÈfiÙËÙ· Î·È
ÌÂ ·Ó¿ÏÔÁÔ ÙÚfiÔ Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙËÓ ·Ú¿ÛÙ·ÛË (3x2y + 2y)(2x2 + 5).

¶¶ÔÔÏÏÏÏ··ÏÏ··ÛÛÈÈ··ÛÛÌÌfifi˜̃  ÌÌÔÔÓÓˆ̂ÓÓ‡‡ÌÌÔÔ˘̆  ÌÌÂÂ  ÔÔÏÏ˘̆ÒÒÓÓ˘̆ÌÌÔÔ  
∆ËÓ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË 3x2(2x3 + 6x) Ô˘ Â›Ó·È ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÙÔ˘ ÌÔÓˆÓ‡ÌÔ˘ 3x2 ÌÂ ÙÔ
ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ 2x3 + 6x, Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙËÓ ÂÈÌÂÚÈÛÙÈÎ‹ È‰ÈfiÙËÙ·, ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ÙË ÁÚ¿„Ô˘ÌÂ

3x2(2x3 + 6x) = 3x2 � 2x3 + 3x2 � 6x = 6x5 + 18x3

¢È·ÈÛÙÒÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ:
°È· Ó· ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿ÛÔ˘ÌÂ ÌÔÓÒÓ˘ÌÔ ÌÂ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ, ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿˙Ô˘ÌÂ ÙÔ ÌÔÓÒ-
Ó˘ÌÔ ÌÂ Î¿ıÂ fiÚÔ ÙÔ˘ ÔÏ˘ˆÓ‡ÌÔ˘ Î·È ÚÔÛı¤ÙÔ˘ÌÂ Ù· ÁÈÓfiÌÂÓ· Ô˘ ÚÔÎ‡ÙÔ˘Ó.

¶¶ÔÔÏÏÏÏ··ÏÏ··ÛÛÈÈ··ÛÛÌÌfifi˜̃  ÔÔÏÏ˘̆ˆ̂ÓÓ‡‡ÌÌÔÔ˘̆  ÌÌÂÂ  ÔÔÏÏ˘̆ÒÒÓÓ˘̆ÌÌÔÔ  
∆ËÓ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË (3x2y + 2y)(2x2 + 5) Ô˘ Â›Ó·È ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÙÔ˘ ÔÏ˘ˆÓ‡ÌÔ˘
3x2y + 2y ÌÂ ÙÔ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ 2x2 + 5, Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙËÓ ÂÈÌÂÚÈÛÙÈÎ‹ È‰ÈfiÙËÙ·, ÌÔÚÔ‡ÌÂ
Ó· ÙË ÁÚ¿„Ô˘ÌÂ
(3x2y + 2y)(2x2 + 5) = 3x2y � 2x2 + 3x2y � 5 + 2y � 2x2 + 2y � 5 =

= 6x4y + 15x2y + 4x2y + 10y = 6x4y + 19x2y + 10y

¢È·ÈÛÙÒÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ:
°È· Ó· ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿ÛÔ˘ÌÂ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ ÌÂ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ, ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿˙Ô˘ÌÂ Î¿ıÂ fiÚÔ ÙÔ˘ 
ÂÓfi˜ ÔÏ˘ˆÓ‡ÌÔ˘ ÌÂ Î¿ıÂ fiÚÔ ÙÔ˘ ¿ÏÏÔ˘ ÔÏ˘ˆÓ‡ÌÔ˘ Î·È ÚÔÛı¤ÙÔ˘ÌÂ Ù· ÁÈÓfiÌÂÓ·
Ô˘ ÚÔÎ‡ÙÔ˘Ó.

ŸÙ·Ó Î¿ÓÔ˘ÌÂ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi ÌÔÓˆÓ‡ÌÔ˘ ÌÂ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ ‹ ‰‡Ô ÔÏ˘ˆÓ‡ÌˆÓ, Ï¤ÌÂ
fiÙÈ ·Ó·Ù‡ÛÛÔ˘ÌÂ Ù· ÁÈÓfiÌÂÓ· ·˘Ù¿ Î·È ÙÔ ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ· ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ··ÓÓ¿¿ÙÙ˘̆ÁÁÌÌ··  ÙÙÔÔ˘̆
ÁÁÈÈÓÓÔÔÌÌ¤¤ÓÓÔÔ˘̆..

∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ

¶ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi˜ ÔÏ˘ˆÓ‡ÌˆÓ11..44
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NN··  ÁÁ››ÓÓÔÔ˘̆ÓÓ  ÔÔÈÈ  ÚÚ¿¿ÍÍÂÂÈÈ˜̃::

··)) –– xx22yy(xx  ––  yy  ––  33)                ‚‚)) ((22xx22 ––  55xx  ++  66))((xx  ––  22))

ÁÁ)) 44xx((––22xx22 ++  33xx  ––  11))  ––  33xx22((––22xx  ++  55)) ‰‰)) ––22xx22 ((xx  ++  44))((xx  ––  11))

Λύση
··)) – x2y(x – y – 3) = – x3y + x2y2 + 2x2y

‚‚)) (2x2 – 5x + 6)(x – 2) = 2x3 – 4x2 – 5x2 + 10x + 6x – 12 = 2x3 – 9x2 + 16x – 12

ÁÁ)) 4x(–2x2 + 3x – 1) – 3x2(–2x + 5) = –8x3 + 12x2 – 4x + 6x3 – 15x2 = –2x3 – 3x2 – 4x

‰‰)) –2x2 (x + 4)(x – 1) = –2x2(x2 – x + 4x – 4) = –2x2(x2 + 3x – 4) = –2x4 – 6x3 + 8x2

➤ O ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi˜ ‰‡Ô Ô-
Ï˘ˆÓ‡ÌˆÓ ÌÔÚÂ› Ó· Á›ÓÂÈ
fiˆ˜ Î·È Ô ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·-
ÛÌfi˜ ÙˆÓ ·ÚÈıÌÒÓ. °È· ·Ú¿-
‰ÂÈÁÌ·, Ô ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi˜
ÙÔ˘ (‚) ÂÚˆÙ‹Ì·ÙÔ˜
(2x2 – 5x + 6)(x – 2) Á›ÓÂÙ·È
Î·È ˆ˜ ÂÍ‹˜: 

™™ÙÙÔÔ  ‰‰ÈÈÏÏ··ÓÓfifi  ÛÛ¯̄‹‹ÌÌ··  ÊÊ··››ÓÓÂÂÙÙ··ÈÈ  ËË  ÚÚfifiÛÛÔÔ„„ËË  ÌÌÈÈ··˜̃  fifiÚÚÙÙ··˜̃,,
ÔÔ˘̆  ÂÂ››ÓÓ··ÈÈ  ÎÎ··ÙÙ··ÛÛÎÎÂÂ˘̆··ÛÛÌÌ¤¤ÓÓËË  ··fifi  ··ÏÏÔÔ˘̆ÌÌ››ÓÓÈÈÔÔ..  ∞∞ÓÓ  ¤¤ÓÓ··  ÌÌ¤¤ÚÚÔÔ˜̃
ÙÙËË˜̃  fifiÚÚÙÙ··˜̃  ÂÂ››ÓÓ··ÈÈ  ‰‰ÈÈ··ÎÎÔÔÛÛÌÌËËÙÙÈÈÎÎfifi  ÙÙ˙̇¿¿ÌÌÈÈ,,  ÓÓ··  ÚÚÔÔÛÛ‰‰ÈÈÔÔÚÚÈÈÛÛÙÙÂÂ››  ÙÙÔÔ
ÔÔÏÏ˘̆ÒÒÓÓ˘̆ÌÌÔÔ  ÔÔ˘̆  ÂÂÎÎÊÊÚÚ¿¿˙̇ÂÂÈÈ  ÙÙÔÔ  ÂÂÌÌ‚‚··‰‰fifiÓÓ  ÙÙÔÔ˘̆  ··ÏÏÔÔ˘̆ÌÌÈÈÓÓ››ÔÔ˘̆,,  ÙÙÔÔ
ÔÔÔÔ››ÔÔ  ····ÈÈÙÙÂÂ››ÙÙ··ÈÈ  ÁÁÈÈ··  ÙÙËËÓÓ  ÎÎ··ÙÙ··ÛÛÎÎÂÂ˘̆‹‹  ÙÙËË˜̃  ÚÚfifiÛÛÔÔ„„ËË˜̃  ÙÙËË˜̃
fifiÚÚÙÙ··˜̃..

Λύση
H fiÚÙ· ¤¯ÂÈ Û¯‹Ì· ÔÚıÔÁˆÓ›Ô˘ ÌÂ ‰È·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ 2x + y Î·È 4x + 10, ÔfiÙÂ ¤¯ÂÈ
ÂÌ‚·‰fiÓ (2x + y)(4x + 10).
∆Ô ‰È·ÎÔÛÌËÙÈÎfi Ù˙¿ÌÈ ¤¯ÂÈ Û¯‹Ì· ÔÚıÔÁˆÓ›Ô˘ ÌÂ ‰È·ÛÙ¿ÛÂÈ˜  y Î·È x + 10, ÔfiÙÂ
¤¯ÂÈ ÂÌ‚·‰fiÓ y(x + 10).
∂ÔÌ¤Óˆ˜, ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ ·ÏÔ˘ÌÈÓ›Ô˘ Ô˘ ··ÈÙÂ›Ù·È ÁÈ· ÙËÓ Î·Ù·ÛÎÂ˘‹ ÙË˜ Úfi-
ÛÔ„Ë˜ ÙË˜ fiÚÙ·˜ Â›Ó·È:
(2x + y)(4x + 10) – y(x + 10) = 8x2 + 20x + 4xy + 10y – xy – 10y =

= 8x2 + 20x + 3xy

22

2
9

2
3

1
3

2
3
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ – ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ
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1.4 ¶¶ÔÔÏÏÏÏ··ÏÏ··ÛÛÈÈ··ÛÛÌÌfifi˜̃  ÔÔÏÏ˘̆ˆ̂ÓÓ‡‡ÌÌˆ̂ÓÓ

xx xx
xx

xx++1100

22xx

yy

2x2 – 5x + 6
x –  2

–4x2 + 10x – 12
+ 2x3 – 5x2 + 6x

2x3 – 9x2 + 16x – 12

––22  � ((22xx22 ––  55xx  ++  66))  ±±
xx  � ((22xx22 ––  55xx  ++  66))  ±±
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¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÔÓ ·Ú·Î¿Ùˆ ›Ó·Î· ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›˙ÔÓÙ·˜ ÛÂ Î¿ıÂ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜
ÛÙ‹ÏË˜ ∞, ÙÔ ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ¿ ÙË˜ ·fi ÙË ÛÙ‹ÏË µ.

¡· ¯·Ú·ÎÙËÚ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜ ÌÂ (™), ·Ó Â›Ó·È ÛˆÛÙ¤˜ ‹ ÌÂ (§) ·Ó
Â›Ó·È Ï·Óı·ÛÌ¤ÓÂ˜.
··)) ∞Ó ÙÔ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ ƒ(x) ¤¯ÂÈ ‚·ıÌfi 3 Î·È ÙÔ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ Q(x)

¤¯ÂÈ ‚·ıÌfi 2, ÙfiÙÂ ÙÔ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ ƒ(x) � Q(x) ¤¯ÂÈ ‚·ıÌfi 6.
‚‚)) ∞Ó ÙÔ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ ƒ(x) � Q(x) ¤¯ÂÈ ‚·ıÌfi 7 Î·È ÙÔ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ

ƒ(x) ¤¯ÂÈ ‚·ıÌfi 3, ÙfiÙÂ ÙÔ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ Q(x) ¤¯ÂÈ ‚·ıÌfi 4.

¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ Ù· ·Ú·Î¿Ùˆ ÎÂÓ¿:
··)) x(2x + .....) = ..... + 4x ‚‚)) 3x2(..... – 2) = 3x3y – .....
ÁÁ)) (x + 5)(..... + 3) = 2x2 + ..... + 10x + ..... ‰‰)) (x2 + y)(x – .....) = ..... – x2y2 + ..... – y3

¡· ÂÈÏ¤ÍÂÙÂ ÙË ÛˆÛÙ‹ ·¿ÓÙËÛË.
ii)) O fiÁÎÔ˜ ÙÔ˘ ÔÚıÔÁˆÓ›Ô˘ ·Ú·ÏÏËÏÂÈ¤‰Ô˘

Â›Ó·È:
··)) 3x + 1 ‚‚)) x3 + 1 ÁÁ)) x3 + x2 ‰‰)) x3 + x

iiii)) TÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ ÔÚıÔÁˆÓ›Ô˘ ·Ú·ÏÏËÏÂÈ¤-
‰Ô˘ Â›Ó·È:
··)) 6x2 + 4x + 1 ‚‚)) 4x2 + 6x
ÁÁ)) 6x2 + 4x + 2 ‰‰)) 6x2 + 4x

O Î·ıËÁËÙ‹˜ ÙˆÓ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ ˙‹ÙËÛÂ ·fi ÙÔ˘˜
Ì·ıËÙ¤˜ ÙÔ˘ Ó· ÁÚ¿„Ô˘Ó ÙËÓ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ‹ ·Ú¿-
ÛÙ·ÛË Ô˘ ÂÎÊÚ¿˙ÂÈ ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ ÔÚıÔÁˆ-
Ó›Ô˘ ∞µ°¢ Î·È ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ ÙÔ˘ ¤‰ˆÛ·Ó ÙÈ˜ ÂÍ‹˜
··ÓÙ‹ÛÂÈ˜:
··)) (x + 2)(x + 3) ‚‚)) 2x � 3x
ÁÁ)) x2  + 6 ‰‰)) x2 + 5x + 6

¶ÔÈ¤˜ ·’ ·˘Ù¤˜ Â›Ó·È ÛˆÛÙ¤˜;

55

44

33

22

11.. x2 – x
22.. x2 + 1
33.. x2 + 2x + 1
44.. x2 + 2x + 3
55.. x2 + x
66.. x2 + 3x + 2
77.. x2 – 1

··.. x(x + 1)

‚‚.. (x + 1)(x – 1)

ÁÁ.. x(x – 1)

‰‰.. (x + 1)(1 + x)

ÂÂ.. (x + 1)(x + 2)

™™ÙÙ‹‹ÏÏËË  BB™™ÙÙ‹‹ÏÏËË  ∞∞

11

EΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ
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M¤ÚÔ˜ ∞ - ∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 1Ô

Â‰Á‚·

∞∞ µµ

°°¢¢
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33
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N· Î¿ÓÂÙÂ ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜:
··)) –3x2y(–5x + 2y) ‚‚)) 4x(2x2 – x + 2) – 8x
ÁÁ)) –5x(2x – 3) – 3x(2– 3x) ‰‰)) 2xy(x2 – 3y2) – 4x(x2y – 2y3)

N· Î¿ÓÂÙÂ ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜:
··)) (2· – 3‚)(–4· + 2‚) ‚‚)) (x2 – 2x + 4)(x + 2) – 8
ÁÁ)) 3x2(–2x + 3)(5 – x) ‰‰)) (4 – 3x)(5 – 2x) – 6x(x – 4)
ÂÂ)) (2x2 – 3x – 4)(–3x2 + x) ÛÛÙÙ)) (3x2 – 2xy – 5y2)(4y – x)

N· Î¿ÓÂÙÂ ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜:
··)) (3x – 2)(x2 – x)(4x – 3) ‚‚)) –2x(x2 – x + 1)(x – 2)– (x – 1)(2x – 3)(x + 2)
ÁÁ)) (–2x + y)(x2 – 3xy) – (3x – y)(4x + y)(–2x – 3y)

N· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ ÙÈ˜ ÈÛfiÙËÙÂ˜:
··)) (x2 – 4x + 4)(x2 + 4x + 4) – x2(x2 – 8) – 16 = 0
‚‚)) (3· + 8‚)(‚ – ·) – (· + 2‚)(‚ – 3·) = 6‚2

∞Ó ƒ(x) = –2x2 + 5x – 3 Î·È Q(x) = 4x – 5, Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ Ù· ÔÏ˘ÒÓ˘Ì·:
··)) ƒ(x) � Q(x) ‚‚)) P(x) � �–3Q(x) + 11x – 12� ÁÁ)) �P(x) – 2� � �Q(x) + 3�

∞Ó P(x) = 3x(–2x + 4)(x – 1) Î·È Q(x) = ·x3 + ‚x2 + Áx + ‰, Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙˆÓ
·, ‚, Á, ‰, ÒÛÙÂ Ù· ÔÏ˘ÒÓ˘Ì· ƒ(x) Î·È Q(x) Ó· Â›Ó·È ›Û·.

¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙËÓ ÏÂ˘Ú¿ ÙÂÙÚ·ÁÒÓÔ˘ Ô˘ ¤¯ÂÈ ÂÌ‚·‰fiÓ
›ÛÔ ÌÂ ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ ‰ÈÏ·ÓÔ‡ Û¯‹Ì·ÙÔ˜.

ŒÓ· ÔÈÎfiÂ‰Ô ¤¯ÂÈ Û¯‹Ì· ÔÚıÔÁˆÓ›Ô˘ ÌÂ Ï¿ÙÔ˜ x Ì¤ÙÚ· Î·È ÌÂ Ì‹ÎÔ˜
ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚÔ ·fi ÙÔ Ï¿ÙÔ˜ ÙÔ˘ Î·Ù¿ 5 Ì¤ÙÚ·. ∞Ó ÙÔ Ì‹ÎÔ˜ ÂÏ·ÙÙˆıÂ› Î·Ù¿ 3 Ì¤ÙÚ·
Î·È ÙÔ Ï¿ÙÔ˜ ÂÏ·ÙÙˆıÂ› Î·Ù¿ 1 Ì¤ÙÚÔ, Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘
ÔÈÎÔ¤‰Ô˘ ı· ÌÂÈˆıÂ› Î·Ù¿ 4x + 2 ÙÂÙÚ·ÁˆÓÈÎ¿ Ì¤ÙÚ·.

88
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44
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ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ – ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ
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1.4 ¶¶ÔÔÏÏÏÏ··ÏÏ··ÛÛÈÈ··ÛÛÌÌfifi˜̃  ÔÔÏÏ˘̆ˆ̂ÓÓ‡‡ÌÌˆ̂ÓÓ
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✔ Θυµάµαι ποια ισότητα λέγεται ταυτότητα.
✔ Γνωρίζω ποιες είναι οι βασικές ταυτότητες.
✔ Μαθαίνω να αποδεικνύω µια απλή ταυτότητα.

1. ¶ÔÈÂ˜ ·fi ÙÈ˜ ÈÛfiÙËÙÂ˜  3x = 12,  x + y = 7,  4· = 3· + ·,  x(x + 2) = x2 + 2x,
·ÏËıÂ‡Ô˘Ó ÁÈ· fiÏÂ˜ ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙˆÓ ÌÂÙ·‚ÏËÙÒÓ ÙÔ˘˜;

2. ··)) ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔ Û˘ÓÔÏÈÎfi ÂÌ‚·‰fiÓ ÙˆÓ Ú¿-
ÛÈÓˆÓ Û¯ËÌ¿ÙˆÓ.

‚‚)) ¶ÔÈ· ·fi ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ 
ÂÎÊÚ¿˙ÂÈ ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ Î›ÙÚÈÓÔ˘ ÙÂÙÚ·-
ÁÒÓÔ˘;

i) x2 + 9 ii) (x + 3)2

iii) x2 + 6x iv) 6x + 9
ÁÁ)) N· Û˘ÁÎÚ›ÓÂÙÂ ÙÔ Û˘ÓÔÏÈÎfi ÂÌ‚·‰fiÓ ÙˆÓ

Ú¿ÛÈÓˆÓ Û¯ËÌ¿ÙˆÓ ÌÂ ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘
Î›ÙÚÈÓÔ˘ ÙÂÙÚ·ÁÒÓÔ˘.

Y¿Ú¯Ô˘Ó ÈÛfiÙËÙÂ˜ Ô˘ ÂÚÈ¤¯Ô˘Ó ÌÂÙ·‚ÏËÙ¤˜ Î·È ·ÏËıÂ‡Ô˘Ó ÁÈ· ÔÚÈÛÌ¤ÓÂ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙˆÓ
ÌÂÙ·‚ÏËÙÒÓ ÙÔ˘˜. °È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, Ë ÈÛfiÙËÙ· 3x = 12, ·ÏËıÂ‡ÂÈ ÁÈ· x = 4 Î·È ‰ÂÓ
·ÏËıÂ‡ÂÈ ÁÈ· Î·ÌÈ¿ ¿ÏÏË ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ x. OÌÔ›ˆ˜, Ë ÈÛfiÙËÙ· x + y = 7, ·ÏËıÂ‡ÂÈ ÁÈ· x = 1 Î·È
y = 6, ‹ ÁÈ· x = 3 Î·È y = 4, ÂÓÒ ‰ÂÓ ·ÏËıÂ‡ÂÈ ÁÈ· x = 4 Î·È y = 5.

Y¿Ú¯Ô˘Ó fiÌˆ˜ Î·È ÈÛfiÙËÙÂ˜, Ô˘ ·ÏËıÂ‡Ô˘Ó ÁÈ· fiÏÂ˜ ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙˆÓ ÌÂÙ·‚ÏËÙÒÓ ÙÔ˘˜
fiˆ˜ ÁÈ· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· ÔÈ ÈÛfiÙËÙÂ˜: · + ‚ = ‚ + ·,    4· = 3· + ·,    x(x + 2) = x2 + 2x.
√È ÈÛfiÙËÙÂ˜ ·˘Ù¤˜ Ï¤ÁÔÓÙ·È ÙÙ··˘̆ÙÙfifiÙÙËËÙÙÂÂ˜̃.

∆∆··˘̆ÙÙfifiÙÙËËÙÙ··  ÏÏ¤¤ÁÁÂÂÙÙ··ÈÈ  ÎÎ¿¿ııÂÂ  ÈÈÛÛfifiÙÙËËÙÙ··  ÔÔ˘̆  ÂÂÚÚÈÈ¤¤¯̄ÂÂÈÈ  ÌÌÂÂÙÙ··‚‚ÏÏËËÙÙ¤¤˜̃  ÎÎ··ÈÈ  ··ÏÏËËııÂÂ‡‡ÂÂÈÈ  ÁÁÈÈ··  fifiÏÏÂÂ˜̃  ÙÙÈÈ˜̃
ÙÙÈÈÌÌ¤¤˜̃  ÙÙˆ̂ÓÓ  ÌÌÂÂÙÙ··‚‚ÏÏËËÙÙÒÒÓÓ  ÙÙËË˜̃.

T·˘ÙfiÙËÙÂ˜ ˘¿Ú¯Ô˘Ó ÔÏÏ¤˜, ÔÚÈÛÌ¤ÓÂ˜ ·fi ·˘Ù¤˜ ÙÈ˜ Û˘Ó·ÓÙ¿ÌÂ ÔÏ‡ Û˘¯Ó¿ Î·È ÁÈ’
·˘Ùfi ·Í›˙ÂÈ Ó· ÙÈ˜ ı˘ÌfiÌ·ÛÙÂ. ∞∞ÍÍÈÈÔÔÛÛËËÌÌÂÂ››ˆ̂ÙÙÂÂ˜̃  ÙÙ··˘̆ÙÙfifiÙÙËËÙÙÂÂ˜̃  Â›Ó·È:

Γενικά

∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤA

∞ÍÈÔÛËÌÂ›ˆÙÂ˜ Ù·˘ÙfiÙËÙÂ˜11.. 55

xx

xx

xx

xx

xx

xx
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33

33

33

33
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··))  ∆∆ÂÂÙÙÚÚ¿¿ÁÁˆ̂ÓÓÔÔ  ··ııÚÚÔÔ››ÛÛÌÌ··ÙÙÔÔ˜̃  
∞Ó ÙËÓ ·Ú¿ÛÙ·ÛË (· + ‚)2 ÙË ÁÚ¿„Ô˘ÌÂ (· + ‚)(· + ‚) Î·È ‚ÚÔ‡ÌÂ ÙÔ ·Ó¿Ù˘ÁÌ· ÙÔ˘
ÁÈÓÔÌ¤ÓÔ˘, ¤¯Ô˘ÌÂ:

(· + ‚)2 = (· + ‚)(· + ‚) =
= ·2 + ·‚ + ‚· + ‚2 =
= ·2 + 2·‚ + ‚2

∞Ô‰Â›Í·ÌÂ ÏÔÈfiÓ ÙËÓ Ù·˘ÙfiÙËÙ·  

∆Ô ‰Â‡ÙÂÚÔ Ì¤ÚÔ˜ ÙË˜ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË˜ ÈÛfiÙËÙ·˜ Ï¤ÁÂÙ·È
··ÓÓ¿¿ÙÙ˘̆ÁÁÌÌ·· ÙÔ˘ (· + ‚)2.
°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ÙÔ ·Ó¿Ù˘ÁÌ· ÙÔ˘ (y + 4)2 ÚÔÎ‡ÙÂÈ, ·Ó
ÛÙËÓ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË Ù·˘ÙfiÙËÙ· ·ÓÙÈÎ·Ù·ÛÙ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ · ÌÂ ÙÔ
y Î·È ÙÔ ‚ ÌÂ ÙÔ 4, ÔfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ:

(y + 4)2 = y2 + 2 � y � 4 + 42 = y2 + 8y + 16.

H ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË Ù·˘ÙfiÙËÙ·, fiˆ˜ Î·È fiÏÂ˜ ÔÈ ÂfiÌÂÓÂ˜,
¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÓÙ·È Î·È fiÙ·Ó Ù· ·, ‚ Â›Ó·È ÔÔÈÂÛ‰‹ÔÙÂ
·ÏÁÂ‚ÚÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜, .¯.

(2x + 3y)2 = (2x)2 + 2 � 2x � 3y + (3y)2 = 4x2 + 12xy + 9y2

(·  +  ‚)2 = ·2 + 2·‚ +   ‚2

‚‚))  ∆∆ÂÂÙÙÚÚ¿¿ÁÁˆ̂ÓÓÔÔ  ‰‰ÈÈ··ÊÊÔÔÚÚ¿¿˜̃  
∞Ó ÙËÓ ·Ú¿ÛÙ·ÛË (· – ‚)2 ÙË ÁÚ¿„Ô˘ÌÂ (· – ‚)(· – ‚)
Î·È ‚ÚÔ‡ÌÂ ÙÔ ·Ó¿Ù˘ÁÌ· ÙÔ˘ ÁÈÓÔÌ¤ÓÔ˘, ÙfiÙÂ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó·
·Ô‰Â›ÍÔ˘ÌÂ Î·È ÙËÓ Ù·˘ÙfiÙËÙ·

¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ ¤¯Ô˘ÌÂ:
(· – ‚)2 = (· – ‚)(· – ‚) = ·2 – ·‚ – ‚· + ‚2 = ·2 – 2·‚ + ‚2

°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ÙÔ ·Ó¿Ù˘ÁÌ· ÙÔ˘ (y – 4)2 ÚÔÎ‡ÙÂÈ, ·Ó
·ÓÙÈÎ·Ù·ÛÙ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ · ÌÂ ÙÔ y Î·È ÙÔ ‚ ÌÂ ÙÔ 4, ÔfiÙÂ
¤¯Ô˘ÌÂ:

(y – 4)2 = y2 – 2 � y � 4 + 42 = y2 – 8y + 16
OÌÔ›ˆ˜, ÁÈ· Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ ·Ó¿Ù˘ÁÌ· ÙÔ˘ (3x – 4y)2

¤¯Ô˘ÌÂ:
(3x – 4y)2 = (3x)2 – 2 � (3x) � (4y) + (4y)2 = 9x2 – 24xy + 16y2

(·  – ‚)2 =   ·2 – 2·‚ +   ‚2

±±±±±

(· – ‚)2 = ·2 – 2·‚ + ‚2

±±±±±

(· + ‚)2 = ·2 + 2·‚ + ‚2

43

1.5 AAÍÍÈÈÔÔÛÛËËÌÌÂÂ››ˆ̂ÙÙÂÂ˜̃  ÙÙ··˘̆ÙÙfifiÙÙËËÙÙÂÂ˜̃

Γεωµετρική ερµηνεία

∏ Ù·˘ÙfiÙËÙ·

(· + ‚)2 = ·2 + 2·‚ + ‚2

ÁÈ· ıÂÙÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ · Î·È
‚ ÌÔÚÂ› Ó· ÂÚÌËÓÂ˘ıÂ› Î·È
ÁÂˆÌÂÙÚÈÎ¿. ∆Ô ÙÂÙÚ¿ÁˆÓÔ
∞µ°¢ ¤¯ÂÈ ÏÂ˘Ú¿ · + ‚,

ÔfiÙÂ ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ Â›Ó·È:
∂ = (· + ‚)2 (1)

∆Ô ÂÌ‚·‰fiÓ fiÌˆ˜ ÙÔ˘
ÙÂÙÚ·ÁÒÓÔ˘ ∞µ°¢

ÚÔÎ‡ÙÂÈ ·ÎfiÌË ÎÈ ·Ó
ÚÔÛı¤ÛÔ˘ÌÂ

Ù· ÂÌ‚·‰¿ ÙˆÓ Û¯ËÌ¿ÙˆÓ
Ô˘ ÙÔ ·ÔÙÂÏÔ‡Ó. ¢ËÏ·‰‹

∂ = ·2 + ·‚ + ·‚ + ‚2 ‹

∂ = ·2 + 2·‚ + ‚2 (2)

∞fi ÙÈ˜ ÈÛfiÙËÙÂ˜ (1) Î·È (2)

‰È·ÈÛÙÒÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ

((··  ++  ‚‚))22 ==  ··22 ++  22··‚‚  ++  ‚‚22..

∞∞

··

‚‚

··

·2

‚2·‚

·‚

‚‚

BB

¢¢ °°
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ÁÁ))  ∫∫‡‡‚‚ÔÔ˜̃  ··ııÚÚÔÔ››ÛÛÌÌ··ÙÙÔÔ˜̃  ––  ‰‰ÈÈ··ÊÊÔÔÚÚ¿¿˜̃
∞Ó ÙËÓ ·Ú¿ÛÙ·ÛË (· + ‚)3 ÙË ÁÚ¿„Ô˘ÌÂ (· + ‚)(· + ‚)2 Î·È Î¿ÓÔ˘ÌÂ ÙÔÓ ÔÏÏ·-
Ï·ÛÈ·ÛÌfi ÙÔ˘ · + ‚ ÌÂ ÙÔ ·Ó¿Ù˘ÁÌ· ÙÔ˘ (· + ‚)2, ¤¯Ô˘ÌÂ:
(· + ‚)3 = (· + ‚)(· + ‚)2 =

= (· + ‚)(·2 + 2·‚ + ‚2) =
= ·3 + 2·2‚ + ·‚2 + ·2‚ + 2·‚2 + ‚3 =
= ·3 + 3·2‚ + 3·‚2 + ‚3

∞Ô‰Â›Í·ÌÂ ÏÔÈfiÓ ÙËÓ Ù·˘ÙfiÙËÙ·

ªÂ ÙÔÓ ›‰ÈÔ ÙÚfiÔ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ·Ô‰Â›ÍÔ˘ÌÂ Î·È ÙËÓ Ù·˘ÙfiÙËÙ· 

™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÈ˜ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÂ˜ Ù·˘ÙfiÙËÙÂ˜ ¤¯Ô˘ÌÂ:
ñ (x + 2)3 = x3 + 3 � x2 � 2 + 3 � x � 22 + 23 = x3 + 6x2 + 12x + 8
ñ (2x – 5)3 = (2x)3 – 3 � (2x)2 � 5 + 3 � (2x) � 52 – 53 = 8x3 – 60x2 + 150x – 125.

‰‰))  °°ÈÈÓÓfifiÌÌÂÂÓÓÔÔ  ··ııÚÚÔÔ››ÛÛÌÌ··ÙÙÔÔ˜̃  ÂÂ››  ‰‰ÈÈ··ÊÊÔÔÚÚ¿¿
∞Ó ‚ÚÔ‡ÌÂ ÙÔ ·Ó¿Ù˘ÁÌ· ÙÔ˘ ÁÈÓÔÌ¤ÓÔ˘ (· + ‚)(· – ‚) ¤¯Ô˘ÌÂ:
(· + ‚)(· – ‚) = ·2 – ·‚ + ‚· – ‚2 = ·2 – ‚2

∞Ô‰Â›Í·ÌÂ ÏÔÈfiÓ ÙËÓ Ù·˘ÙfiÙËÙ·

∏ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË Ù·˘ÙfiÙËÙ· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÂ›Ù·È ÁÈ· Ó· ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ ÁÚ‹ÁÔÚ· ÙÔ ÁÈÓfiÌÂÓÔ
·ıÚÔ›ÛÌ·ÙÔ˜ ‰‡Ô ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ Â› ÙË ‰È·ÊÔÚ¿ ÙÔ˘˜. °È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ¤¯Ô˘ÌÂ:

ñ (x + 2)(x – 2) = x2 – 22 = x2 – 4
ñ (3· + 2‚)(3· – 2‚) = (3·)2 – (2‚)2 = 9·2 – 4‚2

ÂÂ))  ¢¢ÈÈ··ÊÊÔÔÚÚ¿¿  ÎÎ‡‡‚‚ˆ̂ÓÓ  ––  ÕÕııÚÚÔÔÈÈÛÛÌÌ··  ÎÎ‡‡‚‚ˆ̂ÓÓ
∏ ·Ú¿ÛÙ·ÛË (· – ‚)(·2 + ·‚ + ‚2) ÁÚ¿ÊÂÙ·È:
(· – ‚)(·2 + ·‚ + ‚2) = ·3 + ·2‚ + ·‚2 – ‚·2 – ·‚2 – ‚3 = ·3 – ‚3

∞Ô‰Â›Í·ÌÂ ÏÔÈfiÓ ÙËÓ Ù·˘ÙfiÙËÙ·

ªÂ ÙÔÓ ›‰ÈÔ ÙÚfiÔ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ·Ô‰Â›ÍÔ˘ÌÂ Î·È ÙËÓ Ù·˘ÙfiÙËÙ· 

√È ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÂ˜ Ù·˘ÙfiÙËÙÂ˜ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÓÙ·È ÁÈ· Ó· ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ ÁÚ‹ÁÔÚ· ÁÈÓfiÌÂÓ·
·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ Ô˘ ¤¯Ô˘Ó ÙÈ˜ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Â˜ ÌÔÚÊ¤˜. °È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· ¤¯Ô˘ÌÂ:

ñ (x – 2)(x2 + 2x + 4) = (x – 2)(x2 + 2x + 22) = x3 – 23 = x3 – 8
ñ (x + 3)(x2 – 3x + 9) = (x + 3)(x2 – 3x + 32) = x3 + 33 = x3 + 27

(· + ‚)(·2 – ·‚ + ‚ 2) = ·3 + ‚3

(· – ‚)(·2 + ·‚ + ‚ 2) = ·3 – ‚3

(· + ‚)(· – ‚) = ·2 – ‚2

(· – ‚)3 = ·3 – 3·2‚ + 3·‚2 – ‚3

(· + ‚)3 = ·3 + 3·2‚ + 3·‚2 + ‚3

44
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··)) ¡¡··  ··ÔÔ‰‰ÂÂÈÈ¯̄ııÂÂ››  ËË  ÙÙ··˘̆ÙÙfifiÙÙËËÙÙ··  ((··  ++  ‚‚  ++  ÁÁ))22 ==  ··22 ++  ‚‚22 ++  ÁÁ22 ++  22··‚‚  ++  22‚‚ÁÁ  ++  22ÁÁ··..
‚‚)) ¡¡··  ‚‚ÚÚÂÂııÂÂ››  ÙÙÔÔ  ··ÓÓ¿¿ÙÙ˘̆ÁÁÌÌ··  ÙÙÔÔ˘̆  ((33xx  ++  22yy  ++  44))22..

Λύση
··)) (· + ‚ + Á)2 = (· + ‚ + Á)(· + ‚ + Á) =

= ·2 + ·‚ + ·Á + ‚· + ‚2 + ‚Á + Á· + Á‚ + Á2 =
= ·2 + ‚2 + Á2 + 2·‚ + 2‚Á + 2Á·.

‚‚)) ™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙËÓ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË Ù·˘ÙfiÙËÙ·,
ÙÔ ·Ó¿Ù˘ÁÌ· ÙÔ˘ (3x + 2y + 4)2 Â›Ó·È:
(3x + 2y + 4)2 =
= (3x)2+(2y)2+42+2 �3 x�2y+2�2y�4+2�3x�4 =
= 9x2 + 4y2 + 16 + 12xy + 16y + 24x. 

··)) ¡¡··  ··ÔÔ‰‰ÂÂÈÈ¯̄ııÔÔ‡‡ÓÓ  ÔÔÈÈ  ÙÙ··˘̆ÙÙfifiÙÙËËÙÙÂÂ˜̃
··22 ++  ‚‚22 ==  ((··  ++  ‚‚))22 ––  22··‚‚      ÎÎ··ÈÈ      ··33 ++  ‚‚33 ==  ((··  ++  ‚‚))33 ––  33··‚‚((··  ++  ‚‚))..

‚‚)) ∞∞ÓÓ  xx  ++  ==  33,,  ÓÓ··  ˘̆ÔÔÏÏÔÔÁÁÈÈÛÛÙÙÔÔ‡‡ÓÓ  ÔÔÈÈ  ÙÙÈÈÌÌ¤¤˜̃  ÙÙˆ̂ÓÓ  ··ÚÚ··ÛÛÙÙ¿¿ÛÛÂÂˆ̂ÓÓ  xx22 ++  ÎÎ··ÈÈ  xx33 ++  ..

Λύση
··)) ∫¿ÓÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜ ÛÙÔ ‰Â‡ÙÂÚÔ Ì¤ÏÔ˜ Î¿ıÂ Ù·˘ÙfiÙËÙ·˜ Î·È ¤¯Ô˘ÌÂ:

(· + ‚)2 – 2·‚ = ·2 + 2·‚ + ‚2 – 2·‚ = ·2 + ‚2

(· + ‚)3 – 3·‚(· + ‚) = ·3 + 3·2‚ + 3·‚2 + ‚3 – 3·2‚ – 3·‚2 = ·3 + ‚3.

‚‚)) ∏ ·Ú¿ÛÙ·ÛË x2 + ÁÚ¿ÊÂÙ·È x2 + ( )2
Î·È Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙËÓ Ù·˘ÙfiÙËÙ·

·2 + ‚2 = (· + ‚)2 – 2·‚   ¤¯Ô˘ÌÂ:

x2 + = x2 + ( )2
= (x + )2

– 2x � = 32 – 2 � 2 = 9 – 4 = 5.

H ·Ú¿ÛÙ·ÛË x3 + ÁÚ¿ÊÂÙ·È x3 + ( )3
Î·È Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙËÓ Ù·˘ÙfiÙËÙ·

·3 + ‚3 = (· + ‚)3 – 3·‚(· + ‚)   ¤¯Ô˘ÌÂ:

x3 + = x3 + ( )3
= (x + )3

– 3x � � (x + ) = 33 – 3 � 2 � 3 = 27 – 18 = 9

™™ÂÂ  ¤¤ÓÓ··  ÔÔÈÈÎÎfifiÂÂ‰‰ÔÔ  ÔÔ˘̆  ¤¤¯̄ÂÂÈÈ  ÛÛ¯̄‹‹ÌÌ··  ÙÙÂÂÙÙÚÚ··ÁÁÒÒÓÓÔÔ˘̆  ÏÏÂÂ˘̆ÚÚ¿¿˜̃  ··,,  ··ÓÓ  ÌÌÂÂÈÈˆ̂ııÂÂ››  ËË  ÌÌ››··
‰‰ÈÈ¿¿ÛÛÙÙ··ÛÛ‹‹  ÙÙÔÔ˘̆  ÎÎ··ÙÙ¿¿  ‚‚  ÎÎ··ÈÈ  ÙÙ··˘̆ÙÙfifi¯̄ÚÚÔÔÓÓ··  ËË  ¿¿ÏÏÏÏËË  ‰‰ÈÈ¿¿ÛÛÙÙ··ÛÛ‹‹  ÙÙÔÔ˘̆  ··˘̆ÍÍËËııÂÂ››  ÎÎ··ÙÙ¿¿    ‚‚,,  fifiÛÛÔÔ  
ıı··  ÌÌÂÂÙÙ··‚‚ÏÏËËııÂÂ››  ÙÙÔÔ  ÂÂÌÌ‚‚··‰‰fifiÓÓ  ÙÙÔÔ˘̆;;

Λύση
To ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ ÙÂÙÚ·ÁÒÓÔ˘ Â›Ó·È ·2. ∞Ó ·ÏÏ¿ÍÔ˘Ó ÔÈ ÏÂ˘Ú¤˜ ÙÔ˘, ÙfiÙÂ ÙÔ

33

2
x

2
x

2
x

2
x

8
x3

2
x

8
x3

2
x

2
x

2
x

4
x2

2
x

4
x2

88
xx33

44
xx22

22
xx

22

11

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ – ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

45

1.5 AAÍÍÈÈÔÔÛÛËËÌÌÂÂ››ˆ̂ÙÙÂÂ˜̃  ÙÙ··˘̆ÙÙfifiÙÙËËÙÙÂÂ˜̃

·

‚

Á

·2

‚2

·‚ ·Á

‚Á

Á2

‚ Á·

‚Á

·‚

·Á

((··++‚‚++ÁÁ))22 ==  ··22++‚‚22++ÁÁ22++22··‚‚++22‚‚ÁÁ++22ÁÁ··
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ÔÈÎfiÂ‰Ô ı· Á›ÓÂÈ ÔÚıÔÁÒÓÈÔ ÌÂ ‰È·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ · – ‚ Î·È
· + ‚, ÔfiÙÂ ı· ¤¯ÂÈ ÂÌ‚·‰fiÓ (· – ‚)(· + ‚) = ·2 – ‚2.
¢ËÏ·‰‹, ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ·fi ÙÔ ·2 ı· Á›ÓÂÈ ·2 – ‚2, Ô˘
ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ ı· ÌÂÈˆıÂ› Î·Ù¿ ‚2.

¡¡··  ÌÌÂÂÙÙ··ÙÙÚÚ··ÂÂ››  ÙÙÔÔ  ÎÎÏÏ¿¿ÛÛÌÌ··  ÔÔ˘̆  ¤¤¯̄ÂÂÈÈ  ¿¿ÚÚÚÚËËÙÙÔÔ  ··ÚÚÔÔÓÓÔÔÌÌ··ÛÛÙÙ‹‹  ÛÛÂÂ  ÈÈÛÛÔÔ‰‰‡‡ÓÓ··ÌÌÔÔ

ÎÎÏÏ¿¿ÛÛÌÌ··  ÌÌÂÂ  ÚÚËËÙÙfifi  ··ÚÚÔÔÓÓÔÔÌÌ··ÛÛÙÙ‹‹..

Λύση
°È· Ó· ÌÂÙ·ÙÚ·Â› Ô ·ÚÔÓÔÌ·ÛÙ‹˜ ÛÂ ÚËÙfi ·ÚÈıÌfi ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿˙Ô˘ÌÂ Î·È ÙÔ˘˜ ‰‡Ô
fiÚÔ˘˜ ÙÔ˘ ÎÏ¿ÛÌ·ÙÔ˜ ÌÂ  3 + ��5 ,  ÁÈ·Ù›  (3 – ��5)(3 + ��5) = 32 – (��5)2 = 9 – 5 = 4.
∂ÔÌ¤Óˆ˜

= = = .

··)) ¡¡··  ··ÔÔ‰‰ÂÂÈÈ¯̄ııÂÂ››  ËË  ÙÙ··˘̆ÙÙfifiÙÙËËÙÙ··  ((ÓÓ  ––  11))((ÓÓ  ++  11))  ++  11  ==  ÓÓ22..
‚‚)) ¡¡··  ··ÔÔ‰‰ÂÂÈÈ¯̄ııÂÂ››  fifiÙÙÈÈ  ÔÔ  ··ÚÚÈÈııÌÌfifi˜̃  22000077  � 22000099  ++  11  ÂÂ››ÓÓ··ÈÈ  ÙÙÂÂÙÙÚÚ¿¿ÁÁˆ̂ÓÓÔÔ  ÂÂÓÓfifi˜̃  ··ÎÎÂÂÚÚ··››ÔÔ˘̆

··ÚÚÈÈııÌÌÔÔ‡‡,,  ÙÙÔÔÓÓ  ÔÔÔÔ››ÔÔ  ÎÎ··ÈÈ  ÓÓ··  ÚÚÔÔÛÛ‰‰ÈÈÔÔÚÚ››ÛÛÂÂÙÙÂÂ..

Λύση
··)) (Ó – 1)(Ó + 1) + 1 = (Ó2 –12) + 1 = Ó2 – 1 + 1 = Ó2.

‚‚)) ∞Ó Ó = 2008, ÙfiÙÂ Ó – 1 = 2007 Î·È Ó + 1 = 2009.
™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙËÓ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË Ù·˘ÙfiÙËÙ· ¤¯Ô˘ÌÂ:
2007 � 2009 + 1 = (Ó – 1)(Ó + 1) + 1 = Ó2 = 20082.
ÕÚ·, Ô ·ÚÈıÌfi˜ 2007 � 2009 + 1 Â›Ó·È ÙÔ ÙÂÙÚ¿ÁˆÓÔ ÙÔ˘ ·ÎÂÚ·›Ô˘ 2008.

➤ √ÚÈÛÌ¤ÓÔÈ ·ÚÈıÌËÙÈÎÔ› ˘ÔÏÔÁÈÛÌÔ› Á›ÓÔÓÙ·È ÈÔ Û‡ÓÙÔÌ· ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙˆÓ 
Ù·˘ÙÔÙ‹ÙˆÓ .¯.
99 � 101 = (100 – 1)(100 + 1) = 1002 – 12 = 10000 – 1 = 9999
1032 = (100 + 3) 2 = 100 2 + 2 � 100 � 3 + 32 = 10609

¡¡··  ÁÁ››ÓÓÔÔ˘̆ÓÓ  ÔÔÈÈ  ÚÚ¿¿ÍÍÂÂÈÈ˜̃::
··)) ((22xx  ––  33))22 ––  22((33xx  ––  11))((33xx  ++  11)) ‚‚)) ((xx  ––  22yy))33 ––  ((xx  ––  yy))((xx22 ++  xxyy  ++  yy22))..

Λύση
··)) (2x – 3)2 – 2(3x – 1)(3x + 1) = �(2x)2 – 2 � 2x � 3 + 32� – 2�(3x)2 – 12� =

= (4x2 – 12x + 9) – 2(9x2 – 1) =
= 4x2 – 12x + 9 – 18x2 + 2 = –14x2 – 12x + 11

‚‚)) (x – 2y)3 – (x – y)(x2 + xy + y2) = �x3 – 3 � x2 � 2y + 3 � x � (2y)2 – (2y)3� – (x3 – y3)=
= x3 – 6x2y + 12xy2 – 8y3 – x3 + y3 =
= –6x2y + 12xy2 – 7y3

66

55

3 +��5
2

2(3 +��5)
4

2(3 +��5)
(3 – ��5)(3 + ��5)

2
3 – ��5

22
33  ––  ��55

44

46

M¤ÚÔ˜ ∞ - ∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 1Ô

·· ‚‚

‚‚

042-052  3-11-06  00:58  ™ÂÏ›‰·46



¡¡··  ··ÔÔ‰‰ÂÂÈÈ¯̄ııÂÂ››  fifiÙÙÈÈ    ((··22 ++  ‚‚22))((xx22 ++  yy22))  ==  ((··xx  ++  ‚‚yy))22 ++  ((··yy  ––  ‚‚xx))22

((TT··˘̆ÙÙfifiÙÙËËÙÙ··  LLaaggrraannggee)).

Λύση
∆Ô 1Ô Ì¤ÏÔ˜ ÙË˜ Ù·˘ÙfiÙËÙ·˜ ÁÚ¿ÊÂÙ·È:

(·2 + ‚2)(x2 + y2) = ··22xx22 ++  ··22yy22 ++  ‚‚22xx22 ++  ‚‚22yy22

∆Ô 2Ô Ì¤ÏÔ˜ ÙË˜ Ù·˘ÙfiÙËÙ·˜ ÁÚ¿ÊÂÙ·È:
(·x + ‚y)2 + (·y – ‚x)2 = (·x)2 + 2(·x)(‚y) + (‚y)2 + (·y)2 – 2(·y)(‚x) + (‚x)2 =

= ·2x2 + 2·‚xy + ‚2y2 + ·2y2 – 2·‚xy + ‚2x2 =
= ··22xx22 ++  ··22yy22 ++  ‚‚22xx22 ++  ‚‚22yy22

ÕÚ·   (·2 + ‚2)(x2 + y2) = (·x + ‚y)2 + (·y – ‚x)2.

¶ÔÈÂ˜ ·fi ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÈÛfiÙËÙÂ˜ Â›Ó·È Ù·˘ÙfiÙËÙÂ˜;
··)) 0x = 0     ‚‚)) x + y = 0     ÁÁ)) ·2· = ·3 ‰‰)) (x + 3)2 = x2 + 6x + 9     ÂÂ)) ·‚ = 0

¡· ÂÈÏ¤ÍÂÙÂ ÙË ÛˆÛÙ‹ ·¿ÓÙËÛË.
ii)) ∆Ô ·Ó¿Ù˘ÁÌ· ÙÔ˘ (x + ·)2 Â›Ó·È:

··)) x2 + ·2 ‚‚)) x2 – 2x· + ·2 ÁÁ)) x2 + x· + ·2 ‰‰)) x2 + 2x· + ·2

iiii)) ∆Ô ·Ó¿Ù˘ÁÌ· ÙÔ˘ (2· + 1)2 Â›Ó·È:
··)) 2·2 + 4· + 1 ‚‚)) 4·2 + 1 ÁÁ)) 4·2 + 4· + 1 ‰‰)) 4·2 + 2· + 1

iiiiii)) ∆Ô ·Ó¿Ù˘ÁÌ· ÙÔ˘ (y – 2)2 Â›Ó·È:
··)) y2 – 2y + 4 ‚‚)) y2 – 4 ÁÁ)) y2 – 4y + 4 ‰‰)) y2 + 4y + 4

¡· ¯·Ú·ÎÙËÚ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÈÛfiÙËÙÂ˜ ÌÂ (™), ·Ó Â›Ó·È ÛˆÛÙ¤˜ ‹ ÌÂ (§), ·Ó Â›Ó·È
Ï·Óı·ÛÌ¤ÓÂ˜.
··)) (x – y)2 = x2 – 2x(–y) + (–y)2

‚‚)) (–· + ‚)2 = ·2 – 2·‚ + ‚2

ÁÁ)) (5ˆ + 4)2 = 25ˆ2 + 16
‰‰)) (3x – y)2 = 3x2 – 2 � 3x � y + y2

33

22

11

EΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ

77

47

1.5 AAÍÍÈÈÔÔÛÛËËÌÌÂÂ››ˆ̂ÙÙÂÂ˜̃  ÙÙ··˘̆ÙÙfifiÙÙËËÙÙÂÂ˜̃

Ÿˆ˜ Â›‰·ÌÂ ÛÙ· ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓ· ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· ÁÈ· Ó· ·Ô‰Â›ÍÔ˘ÌÂ Ì›· Ù·˘ÙfiÙË-
Ù· ∞ = µ, ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ÂÚÁ·ÛÙÔ‡ÌÂ ˆ˜ ÂÍ‹˜:

ñ •ÂÎÈÓ¿ÌÂ ·fi ÙÔ ¤Ó· Ì¤ÏÔ˜ ÙË˜ Ù·˘ÙfiÙËÙ·˜ Î·È Î·Ù·Ï‹ÁÔ˘ÌÂ ÛÙÔ ¿ÏÏÔ
(·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· 1, 2, 5) ‹

ñ –– ∫¿ÓÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜ ÛÙÔ 1Ô Ì¤ÏÔ˜ ÙË˜ Ù·˘ÙfiÙËÙ·˜ Î·È Î·Ù·Ï‹ÁÔ˘ÌÂ ÛÂ Ì›·
ÈÛfiÙËÙ· ∞ = ° .

–– ∫¿ÓÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜ ÛÙÔ 2Ô Ì¤ÏÔ˜ ÙË˜ Ù·˘ÙfiÙËÙ·˜ Î·È Î·Ù·Ï‹ÁÔ˘ÌÂ ÛÂ ÌÈ·
ÈÛfiÙËÙ· µ = °.

∞ÊÔ‡ ∞ = ° Î·È µ = ° Û˘ÌÂÚ·›ÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ ∞ = µ (·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 7).
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¡· ÂÈÏ¤ÍÂÙÂ ÙË ÛˆÛÙ‹ ·¿ÓÙËÛË.

ii)) TÔ ·Ó¿Ù˘ÁÌ· ÙÔ˘ (x + 1)3 Â›Ó·È:

··)) x3 + 3 � x � 1 + 13 ‚‚)) x3 + 13

ÁÁ)) x3 + 3 � x2 � 1 + 3 � x � 12 + 13 ‰‰)) x3 + x2 � 1 + x � 12 + 13

iiii)) TÔ ·Ó¿Ù˘ÁÌ· ÙÔ˘ (‚ – 2)3 Â›Ó·È:

··)) ‚3 – 3 � ‚ � 2 + 23 ‚‚)) ‚3 – 23

ÁÁ)) ‚3 – ‚2 � 2 + ‚ � 22 – 23 ‰‰)) ‚3 – 3 � ‚2 � 2 + 3 � ‚ � 22 – 23

¡· ¯·Ú·ÎÙËÚ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÈÛfiÙËÙÂ˜ ÌÂ (™) ·Ó Â›Ó·È ÛˆÛÙ¤˜ ‹ ÌÂ (§), ·Ó Â›Ó·È

Ï·Óı·ÛÌ¤ÓÂ˜.

··)) (x – y)3 = x3 – 3x2y – 3xy2 – y3

‚‚)) (2x + 3)3 = 2x3 + 3 � 2x2 � 3 + 3 � 2x � 32 + 33

ÁÁ)) (3x – 1)3 = (3x)3 – 3(3x)2 � 1 + 3(3x) � 12 + 13

‰‰)) (x + 2)3 = x3 + 6x2 + 12x + 8

¡· ÂÈÏ¤ÍÂÙÂ ÙË ÛˆÛÙ‹ ·¿ÓÙËÛË.

ii)) TÔ ·Ó¿Ù˘ÁÌ· ÙÔ˘ (y – 3)(y + 3) Â›Ó·È:

··)) y2 – 3 ‚‚)) 9 – y2 ÁÁ)) y2 – 9 ‰‰)) 3 – y2

iiii)) TÔ ·Ó¿Ù˘ÁÌ· ÙÔ˘ (y + x)(x – y) Â›Ó·È:

··)) y2 – x2 ‚‚)) x2 – y2 ÁÁ)) (x – y)2 ‰‰)) x2 + y2

iiiiii)) TÔ ·Ó¿Ù˘ÁÌ· ÙÔ˘ (ˆ – 2·)(ˆ + 2·) Â›Ó·È:

··)) ˆ2 – 2·2 ‚‚)) ˆ2 + 4·2 ÁÁ)) 4·2 – ˆ2 ‰‰)) ˆ2 – 4·2

iivv)) TÔ ·Ó¿Ù˘ÁÌ· ÙÔ˘ (5 – x)(52 + 5x + x2) Â›Ó·È:

··)) 53 + x3 ‚‚)) x3 – 53 ÁÁ)) 53 – x3 ‰‰)) 25 – x3

vv)) To ·Ó¿Ù˘ÁÌ· ÙÔ˘ (x + 2·)(x2 – 2·x + 4·2) Â›Ó·È:

··)) x3 + 2·3 ‚‚)) x3 – (2·)3 ÁÁ)) x3 – 2·3 ‰‰)) x3 + 8·3

¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÔÓ ·Ú·Î¿Ùˆ ›Ó·Î· ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›˙ÔÓÙ·˜ ÛÂ Î¿ıÂ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜
ÛÙ‹ÏË˜ ∞, ÙÔ ·Ó¿Ù˘ÁÌ¿ ÙË˜ ·fi ÙË ÛÙ‹ÏË µ.

11.. x2 – 2xy + y2

22.. x3 – y3

33.. x3 – 3x2y + 3xy2 + y3

44.. y2 – x2

55.. x2 + 2xy + y2

66.. x2 – y2

77.. x3 + y3

88.. x3 – 3x2y + 3xy2 – y3

··.. (x + y)(y – x)

‚‚.. (x + y)2

ÁÁ.. (y – x)2

‰‰.. (x – y)(x2 + xy + y2)

ÂÂ.. (x + y)(x2 – xy + y2)

ÛÛÙÙ.. (x – y)3

™Ù‹ÏË B™Ù‹ÏË ∞

77

66

55

44
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N· ‚ÚÂ›ÙÂ Ù· ·Ó·Ù‡ÁÌ·Ù·:
··)) (x + 2)2 ‚‚)) (y + 5)2 ÁÁ)) (2ˆ + 1)2 ‰‰)) (Î + 2Ï)2

ÂÂ)) (3y + 2‚)2 ÛÛÙÙ)) (x2 + 1)2 ˙̇ )) ( y2 + y)2 ËË)) (2x2 + 3x)2

ıı)) (x + ��2)2 ÈÈ)) (��x + ��y )2 ÈÈ··)) (· + )2
ÈÈ‚‚)) (ˆ + )2

N· ‚ÚÂ›ÙÂ Ù· ·Ó·Ù‡ÁÌ·Ù·:
··)) (x – 3)2 ‚‚)) (y – 5)2 ÁÁ)) (3ˆ – 1)2 ‰‰)) (2Î – Ï)2

ÂÂ)) (3y – 2‚)2 ÛÛÙÙ)) (x2 – 2)2 ˙̇)) (y2 – y)2 ËË)) (2x2 – 5x)2

ıı)) (x – ��3 )2 ÈÈ)) (��x – ��y )2 ÈÈ··)) (· – )2
ÈÈ‚‚)) (ˆ – )2

XÚËÛÈÌÔÔÈÒÓÙ·˜ ÙËÓ Î·Ù¿ÏÏËÏË Ù·˘ÙfiÙËÙ· Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:
··)) (��3 + 1)2 ‚‚)) (��6 + ��5)2 ÁÁ)) (��2 – 3)2 ‰‰)) (1 – ��7)2

¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÈ˜ ÈÛfiÙËÙÂ˜:
··)) (x  ... .....)2 = ..... + ..... + 9 ‚‚)) ( ..... ... 4)2 = y2 – ..... ... .....
ÁÁ)) (..... – .....)2 = 16x2 ... 8x· ... ..... ‰‰)) (..... ... 2ˆ)2 = ..... – 4x2ˆ ... .....

¡· ‚ÚÂ›ÙÂ Ù· ·Ó·Ù‡ÁÌ·Ù·:
··)) (x + 1)3 ‚‚)) (y + 4)3 ÁÁ)) (2· + 1)3 ‰‰)) (3· + 2‚)3

ÂÂ)) (x2 + 3)3 ÛÛÙÙ)) (y2 + y)3 ˙̇)) (x – 2)3 ËË)) (y – 5)3

ıı)) (3· – 1)3 ÈÈ)) (2x – 3y)3 ÈÈ··)) (y2 – 2)3 ÈÈ‚‚)) (ˆ2 – 2ˆ)3

¡· ‚ÚÂ›ÙÂ Ù· ·Ó·Ù‡ÁÌ·Ù·:
··)) (x – 1)(x + 1) ‚‚)) (y – 2)(y + 2) ÁÁ)) (3 – ˆ)(3 + ˆ)
‰‰)) (x + 4)(4 – x) ÂÂ)) (x – y)(–x – y) ÛÛÙÙ)) (–x + y)(–x – y)
˙̇)) (2x + 7y)(2x – 7y) ËË)) (x – ��2)(x +��2) ıı)) (��x + ��y )(��x – ��y )

¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ ÙÔ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ ƒ(x) = (x – 3)2 + (3x + 1)2 – 10(x – 1)(x + 1) Â›Ó·È
ÛÙ·ıÂÚfi.

··)) ¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ (· – ‚)(· + ‚)(·2 + ‚2)(·4 + ‚4) = ·8 – ‚8.
‚‚)) ¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÔ ÁÈÓfiÌÂÓÔ: 9 � 11 � 101 � 10001.

¡· ÌÂÙ·ÙÚ¤„ÂÙÂ Ù· ·Ú·Î¿Ùˆ ÎÏ¿ÛÌ·Ù·, Ô˘ ¤¯Ô˘Ó ¿ÚÚËÙÔ˘˜ ·ÚÔÓÔÌ·ÛÙ¤˜, ÛÂ
ÈÛÔ‰‡Ó·Ì· ÎÏ¿ÛÌ·Ù· ÌÂ ÚËÙÔ‡˜ ·ÚÔÓÔÌ·ÛÙ¤˜.

··)) ‚‚)) ÁÁ)) ‰‰)) 12
2��3 + ��6 

5
3 + ��2 

6
��7 – ��3 

1
��5 – 1

99

88

77

66

55

44

33

2
ˆ

3
2

22

4
ˆ

1
2

11
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¡· ‚ÚÂ›ÙÂ Ù· ·Ó·Ù‡ÁÌ·Ù·:
··)) (x – 3)(x2 + 3x + 9) ‚‚)) (y + 2)(y2 – 2y + 4)
ÁÁ)) (2ˆ + 1)(4ˆ2 – 2ˆ + 1) ‰‰)) (1 – ·)(1 + · + ·2)

¡· Î¿ÓÂÙÂ ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜:
··)) (x – 4)2 + (2x + 5)2 ‚‚)) (x2 – 1)2 – (x2 – 3)(x2 + 3)
ÁÁ)) (x + y)2 – (x – 2y)(x + 2y) + (2x – y)2 ‰‰)) (3x – 4)2 + (3x + 4)2 – 2(3x – 4)(3x + 4)
ÂÂ)) (2· + 1)3 + (2· – 1)3 ÛÛÙÙ)) (· + 2)3 – (· + 2)(·2 – 2· + 4)
˙̇)) (·2 + ·)3 – (·2 – ·)3 ËË)) (4· – 1)3 – ·(8· + 1)(8· – 1)

¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ:
··)) (x – 2y)2 – (2x – y)2 + 3x2 = 3y2

‚‚)) (· – 3‚)2 + (3· + 2‚)(3· – 2‚) – (3· – ‚)2 = ·2 + 4‚2

ÁÁ)) (x – 1)(x + 1)3 – 2x(x – 1)(x + 1) = x4 – 1
‰‰)) (·2 + ‚2)2 – (2·‚)2 = (·2 – ‚2)2

ÂÂ)) (· – 4)2 + (2· – 3)2 = ·2 + (2· – 5)2

ÛÛÙÙ)) (2x2 + 2x)2 + (2x + 1)2 = (2x2 + 2x + 1)2

AÓ x = 3 + ��5  Î·È y = 3 – ��5, Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:
··)) xy ‚‚)) x2 – y2 ÁÁ)) x2 + y2 ‰‰)) x3 + y3

··)) ¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ (· + )2
– (· – )2

= 20

‚‚)) ¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÔÓ ·ÚÈıÌfi x = (2005 + )2
– (2005 – )2

AÓ ÙÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ ∞µ° Â›Ó·È ÔÚıÔÁÒÓÈÔ, Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ
fiÙÈ Î·È ÙÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ µ°¢ Â›Ó·È ÔÚıÔÁÒÓÈÔ. 

ñ ™ÎÂÊÙÂ›ÙÂ ‰‡Ô ·ÚÈıÌÔ‡˜ ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎÔ‡˜ ·fi ÙÔ ÌË‰¤Ó.
ñ µÚÂ›ÙÂ ÙÔ ÙÂÙÚ¿ÁˆÓÔ ÙÔ˘ ·ıÚÔ›ÛÌ·Ùfi˜ ÙÔ˘˜.
ñ µÚÂ›ÙÂ ÙÔ ÙÂÙÚ¿ÁˆÓÔ ÙË˜ ‰È·ÊÔÚ¿˜ ÙÔ˘˜.
ñ ∞Ê·ÈÚ¤ÛÙÂ ·fi ÙÔ ÙÂÙÚ¿ÁˆÓÔ ÙÔ˘ ·ıÚÔ›ÛÌ·ÙÔ˜ ÙÔ

ÙÂÙÚ¿ÁˆÓÔ ÙË˜ ‰È·ÊÔÚ¿˜.
ñ ¢È·ÈÚ¤ÛÙÂ ÙÔ ÙÂÏÈÎfi ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ· ÌÂ ÙÔ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÙˆÓ

‰‡Ô ·ÚÈıÌÒÓ Ô˘ ·Ú¯ÈÎ¿ ÛÎÂÊÙ‹Î·ÙÂ.
ñ ∆Ô ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ· Ô˘ ‚Ú‹Î·ÙÂ Â›Ó·È Ô ·ÚÈıÌfi˜ 4 ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙ· ·fi ÙÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜

Ô˘ ÂÈÏ¤Í·ÙÂ. ªÔÚÂ›ÙÂ Ó· ÙÔ ÂÍËÁ‹ÛÂÙÂ;

··)) ¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ ‚Á = .

‚‚)) ¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÔÚıÔÁˆÓ›Ô˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘, Ô˘ ¤¯ÂÈ ˘ÔÙÂ›ÓÔ˘Û·
10 cm, Î·È ÔÈ Î¿ıÂÙÂ˜ ÏÂ˘Ú¤˜ ÙÔ˘ ‰È·Ê¤ÚÔ˘Ó Î·Ù¿ 2 cm.

‚2 + Á2 – (‚ – Á)2

2
1177

1166

1155

1
401

1
401

5
·

5
·1144

1133

1122

1111

1100
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