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✔ Θυµάµαι πώς ορίζονται οι τριγωνοµετρικοί αριθµοί οξείας
γωνίας ορθογωνίου τριγώνου.

✔ Γνωρίζω πώς ορίζονται οι τριγωνοµετρικοί αριθµοί γωνίας ω
µε 0° � ω � 180°.

✔ Μαθαίνω να υπολογίζω τους τριγωνοµετρικούς αριθµούς µιας
γωνίας µε τη βοήθεια ενός ορθοκανονικού συστήµατος αξόνων.

™Â ¤Ó· ÔÚıÔÎ·ÓÔÓÈÎfi Û‡ÛÙËÌ· ·ÍfiÓˆÓ √xy Ê¤Ú·ÌÂ ÙËÓ
ËÌÈÂ˘ıÂ›· √ª, Ô˘ Û¯ËÌ·Ù›˙ÂÈ ÌÂ ÙÔÓ ËÌÈ¿ÍÔÓ· √x ÁˆÓ›· ˆ.

1. ¡· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙÔ˘ ÛËÌÂ›Ô˘ ª Î·È
Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙËÓ ·fiÛÙ·ÛË ÙÔ˘ ª ·fi ÙËÓ ·Ú¯‹ √.

2. ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔ˘˜ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ÙË˜ ÁˆÓ›·˜ ˆ.

™ÙËÓ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË Ù¿ÍË Ì¿ı·ÌÂ Ò˜ ÔÚ›˙ÔÓÙ·È ÔÈ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ› ÌÈ·˜ ÔÍÂ›·˜
ÁˆÓ›·˜ ÔÚıÔÁˆÓ›Ô˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘, ÙÔ˘ ÔÔ›Ô˘ ÁÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ ÙÈ˜ ÏÂ˘Ú¤˜ ÙÔ˘. ™˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤Ó·,
Ì¿ı·ÌÂ fiÙÈ:

ËÌˆ = =

Û˘Óˆ = = 

ÂÊˆ = =

OÈ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ› ÌÈ·˜ ÔÍÂ›·˜ ÁˆÓ›·˜ ÔÚ›˙ÔÓÙ·È Î·È ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÂÓfi˜ ÔÚıÔÎ·-
ÓÔÓÈÎÔ‡ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ ·ÍfiÓˆÓ.
∞Ó Û’ ¤Ó· ÔÚıÔÎ·ÓÔÓÈÎfi Û‡ÛÙËÌ· ·ÍfiÓˆÓ √xy
¿ÚÔ˘ÌÂ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ª(4, 3) Î·È Ê¤ÚÔ˘ÌÂ ª∞ ⊥ x�x Î·È
ªµ ⊥ y�y, ÙfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ √∞ = 4 Î·È √µ = ∞ª = 3.
√È ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ› ÙË˜ ÁˆÓ›·˜ ˆ = x

∧

Oª
˘ÔÏÔÁ›˙ÔÓÙ·È ·fi ÙÔ ÔÚıÔÁÒÓÈÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ √∞ª.
∞fi ÙÔ ¶˘ı·ÁfiÚÂÈÔ ıÂÒÚËÌ· ÛÙÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ ·˘Ùfi ÁÈ·
ÙËÓ ·fiÛÙ·ÛË Ú = √ª ¤¯Ô˘ÌÂ Ú2 = 42 + 32, ÔfiÙÂ
Ú = ��42 + 32 = ��25 = 5. ÕÚ·

ËÌˆ = = 

Û˘Óˆ = = 

ÂÊˆ = =
ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓË ÙÔ˘ ª
ÙÂÙÌËÌ¤ÓË ÙÔ˘ ª

3
4

ÙÂÙÌËÌ¤ÓË ÙÔ˘ ª
·fiÛÙ·ÛË ÙÔ˘ ª ·fi ÙÔ √

4
5

ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓË ÙÔ˘ ª
·fiÛÙ·ÛË ÙÔ˘ ª ·fi ÙÔ √

3
5

∞°
∞µ

·¤Ó·ÓÙÈ Î¿ıÂÙË ÏÂ˘Ú¿
ÚÔÛÎÂ›ÌÂÓË Î¿ıÂÙË ÏÂ˘Ú¿

∞µ
µ°

ÚÔÛÎÂ›ÌÂÓË Î¿ıÂÙË ÏÂ˘Ú¿
˘ÔÙÂ›ÓÔ˘Û·

∞°
µ°

·¤Ó·ÓÙÈ Î¿ıÂÙË ÏÂ˘Ú¿
˘ÔÙÂ›ÓÔ˘Û·

∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ
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yy
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ªÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· fiÌˆ˜ ÂÓfi˜ ÔÚıÔÎ·ÓÔÓÈÎÔ‡ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ ·ÍfiÓˆÓ
ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ˘˜ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ÌÈ·˜
ÁˆÓ›·˜ ˆ Î·È fiÙ·Ó ·˘Ù‹ ‰ÂÓ Â›Ó·È ÔÍÂ›·.
∞Ó ¤¯Ô˘ÌÂ Ì›· ·Ì‚ÏÂ›· ÁˆÓ›· ˆ, ÙfiÙÂ ÙËÓ ÙÔÔıÂÙÔ‡ÌÂ Û’ ¤Ó·
ÔÚıÔÎ·ÓÔÓÈÎfi Û‡ÛÙËÌ· ·ÍfiÓˆÓ √xy, ¤ÙÛÈ ÒÛÙÂ Ë ÎÔÚ˘Ê‹ ÙË˜
Ó· Û˘Ì¤ÛÂÈ ÌÂ ÙËÓ ·Ú¯‹ √, Ë Ì›· ÏÂ˘Ú¿ ÙË˜ Ó· Û˘Ì¤ÛÂÈ ÌÂ
ÙÔÓ ıÂÙÈÎfi ËÌÈ¿ÍÔÓ· √x Î·È Ë ¿ÏÏË ÙË˜ ÏÂ˘Ú¿ Ó· ‚ÚÂıÂ› ÛÙÔ
2Ô ÙÂÙ·ÚÙËÌfiÚÈÔ. ∞Ó ÛÙËÓ ÏÂ˘Ú¿ ·˘Ù‹ ¿ÚÔ˘ÌÂ ¤Ó·
ÔÔÈÔ‰‹ÔÙÂ ÛËÌÂ›Ô ª(x, y), ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎfi  ·fi ÙÔ √, ÙfiÙÂ ÁÈ·
ÙËÓ ·fiÛÙ·ÛË Ú = √ª  ÈÛ¯‡ÂÈ 

OÈ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ› ÙË˜ ÁˆÓ›·˜ ˆ Â›Ó·È:

ËÌˆ = =

Û˘Óˆ = =

ÂÊˆ = =

¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ:
ññ ∞∞ÓÓ  ËË  ÁÁˆ̂ÓÓ››··  ˆ̂  ÂÂ››ÓÓ··ÈÈ  ÔÔÍÍÂÂ››··, ÙfiÙÂ Â›Ó·È x>0,  y>0,  Ú>0, ÔfiÙÂ: ËËÌÌˆ̂>>00,,  ÛÛ˘̆ÓÓˆ̂>>00,,  ÂÂÊÊˆ̂>>00..

ññ ∞∞ÓÓ  ËË  ÁÁˆ̂ÓÓ››··  ˆ̂  ÂÂ››ÓÓ··ÈÈ  ··ÌÌ‚‚ÏÏÂÂ››··, ÙfiÙÂ Â›Ó·È x<0,  y>0,  Ú>0, ÔfiÙÂ: ËËÌÌˆ̂>>00,,    ÛÛ˘̆ÓÓˆ̂<<00,,    ÂÂÊÊˆ̂<<00..

√È ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÔÈ Ù‡ÔÈ ÁÂÓÈÎÂ‡ÔÓÙ·È Î·È fiÙ·Ó ˆ = 0Æ ‹  ˆ = 90Æ ‹ ˆ = 180Æ.
ŒÙÛÈ, ÌÔÚÔ‡ÌÂ ÙÒÚ· Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÔ˘ÌÂ Î·È ÙÔ˘˜ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ÙˆÓ
ÁˆÓÈÒÓ 0Æ, 90Æ Î·È 180Æ.

AÓ ª ÛËÌÂ›Ô ÙÔ˘ ËÌÈ¿ÍÔÓ· √x AÓ ª ÛËÌÂ›Ô ÙÔ˘ ËÌÈ¿ÍÔÓ· √y AÓ ª ÛËÌÂ›Ô ÙÔ˘ ËÌÈ¿ÍÔÓ· √x�

.¯. ÙÔ ª(1,0), ÙfiÙÂ ˆ=x
∧

√M=0Æ .¯. ÙÔ ª(0,1), ÙfiÙÂ ˆ=x
∧

√M=90Æ .¯. ÙÔ ª(–1,0), ÙfiÙÂ ˆ=x
∧

√M=180Æ
Î·È Ú=√ª=1. ÕÚ·: Î·È Ú=√ª=1. ÕÚ·: Î·È Ú=√ª=1. ÕÚ·:

ËËÌÌ00ÆÆ  = =  = 00 ËËÌÌ9900ÆÆ    = =  = 11 ËËÌÌ118800ÆÆ = = = 00

ÛÛ˘̆ÓÓ00ÆÆ  = =  = 11 ÛÛ˘̆ÓÓ9900ÆÆ  = =  = 00 ÛÛ˘̆ÓÓ118800ÆÆ= = = ––11

ÂÂÊÊ00ÆÆ  = =  = 00 ÂÂÊÊ9900ÆÆ  ‰‰ÂÂÓÓ  ÔÔÚÚ››˙̇ÂÂÙÙ··ÈÈ  ÂÂÊÊ118800ÆÆ = = = 00
(ÁÈ·Ù› x=0)

0
1

y
x

0
1

y
x

–1
1

x
Ú

0
1

x
Ú

1
1

x
Ú

0
1

y
Ú

1
1

y
Ú

0
1

y
Ú

y
x

ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓË ÙÔ˘ ª
ÙÂÙÌËÌ¤ÓË ÙÔ˘ ª

x
Ú

ÙÂÙÌËÌ¤ÓË ÙÔ˘ ª
·fiÛÙ·ÛË ÙÔ˘ ª ·fi ÙÔ √

y
Ú

ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓË ÙÔ˘ ª
·fiÛÙ·ÛË ÙÔ˘ ª ·fi ÙÔ √

Ú = ��x2 + y2
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√√

ÚÚ

MM((xx,,  yy))

xx

yy

ˆ̂

ˆ̂

√√ xx

yy

MM((11,,  00))

ˆ̂  ==  00ÆÆ

√√ xx

yy

MM((00,,  11))

ˆ̂  ==  9900ÆÆ

√√ xx

yy

MM((––11,,  00))

ˆ̂  ==  118800ÆÆ

ˆ ˆ
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ÀÂÓı˘Ì›˙Ô˘ÌÂ Î·È ÙÔ˘˜ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ‡˜ ·ÚÈı-
ÌÔ‡˜ ÙˆÓ ÁˆÓÈÒÓ 30Æ, 45Æ Î·È 60Æ Ô˘ Ê·›ÓÔÓÙ·È
ÛÙÔÓ ‰ÈÏ·Ófi ›Ó·Î·.

™™ÂÂ  ÔÔÚÚııÔÔÎÎ··ÓÓÔÔÓÓÈÈÎÎfifi  ÛÛ‡‡ÛÛÙÙËËÌÌ··  ··ÍÍfifiÓÓˆ̂ÓÓ  √√xxyy  ··››ÚÚÓÓÔÔ˘̆ÌÌÂÂ  ÙÙÔÔ  ÛÛËËÌÌÂÂ››ÔÔ  ªª((––44,,  33))..
¡¡··  ˘̆ÔÔÏÏÔÔÁÁÈÈÛÛÙÙÔÔ‡‡ÓÓ  ÔÔÈÈ  ÙÙÚÚÈÈÁÁˆ̂ÓÓÔÔÌÌÂÂÙÙÚÚÈÈÎÎÔÔ››  ··ÚÚÈÈııÌÌÔÔ››  ÙÙËË˜̃  ÁÁˆ̂ÓÓ››··˜̃  ˆ̂  ==  xx

∧∧
OOªª..

Λύση
°È· ÙËÓ ·fiÛÙ·ÛË √ª = Ú ¤¯Ô˘ÌÂ: 
Ú = ��x2 + y2  = ��(–4)2 + 32  = ��25 = 5.

ÕÚ·:  ËÌˆ = = ,  Û˘Óˆ = = = –

Î·È   ÂÊˆ = = = – .

™™ÂÂ  ooÚÚııÔÔÎÎ··ÓÓÔÔÓÓÈÈÎÎfifi  ÛÛ‡‡ÛÛÙÙËËÌÌ··  ··ÍÍfifiÓÓˆ̂ÓÓ  √√xxyy  ÊÊ¤¤ÚÚÔÔ˘̆ÌÌÂÂ
ËËÌÌÈÈÂÂ˘̆ııÂÂ››··  √√zz,,  ÒÒÛÛÙÙÂÂ  xx

∧∧
OOzz  ==  113355ÆÆ..  ¶¶¿¿ÓÓˆ̂  ÛÛÙÙËËÓÓ  √√zz

··››ÚÚÓÓÔÔ˘̆ÌÌÂÂ  ÙÙÔÔ  ÛÛËËÌÌÂÂ››ÔÔ  ªª  ÌÌÂÂ  ÙÙÂÂÙÙÌÌËËÌÌ¤¤ÓÓËË  ––11..
¡¡··  ˘̆ÔÔÏÏÔÔÁÁÈÈÛÛÙÙÔÔ‡‡ÓÓ  ÔÔÈÈ  ÙÙÚÚÈÈÁÁˆ̂ÓÓÔÔÌÌÂÂÙÙÚÚÈÈÎÎÔÔ››  ··ÚÚÈÈııÌÌÔÔ››  ÙÙËË˜̃
ÁÁˆ̂ÓÓ››··˜̃  xx

∧∧
OOªª  ==  113355ÆÆ..

Λύση
º¤ÚÓÔ˘ÌÂ ªµ ⊥  x�x Î·È ª° ⊥  y�y. ∂ÂÈ‰‹ x

∧

Oª = 135Æ Î·È x
∧

Oy = 90Æ ı· Â›Ó·È
°
∧

Oª = 45Æ, ÔfiÙÂ ÙÔ ÔÚıÔÁÒÓÈÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ √ª° Â›Ó·È Î·È ÈÛÔÛÎÂÏ¤˜.
ÕÚ· √° = ª° = √µ = 1 Î·È Ë ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓË ÙÔ˘ ÛËÌÂ›Ô˘ ª Â›Ó·È y = 1.

¢ËÏ·‰‹ ¤¯Ô˘ÌÂ ª(–1, 1) Î·È Ú = ��x2 + y2   = ��(–1)2 + 12  = ��2.

ÕÚ·  ËÌ135Æ= = = , Û˘Ó135Æ= = =– Î·È  ÂÊ135Æ= = = –1.

°È· ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ª(5, 12) Â›Ó·È Ú = √ª = 13. ∞Ó ˆ = x
∧

Oª Ó· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÈ˜
·Ú·Î¿Ùˆ ÈÛfiÙËÙÂ˜:
ËÌˆ = ....... Û˘Óˆ = ....... ÂÊˆ = .......

11

EΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ
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Ú
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ – ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ
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M¤ÚÔ˜ µ - ∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 2Ô

��3311��33 33ÂÊˆ

1122
��22 22

��33 22Û˘Óˆ

��33 22
��22 22

1122ËÌˆ

60Æ45Æ30Æˆ

√√––44 xx

yy
MM((––44,,  33)) 33

ˆ

ÚÚ
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∞Ó Ë ÁˆÓ›· ˆ = x
∧

Oª Â›Ó·È ·Ì‚ÏÂ›·, ÙfiÙÂ Ó· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ Ù· ·Ú·Î¿Ùˆ ÎÂÓ¿ ÌÂ ÙÔ
Û‡Ì‚ÔÏÔ >  ‹  <.
ËÌˆ ... 0 Û˘Ó ... 0 ÂÊˆ ... 0

¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÔÓ ·Ú·Î¿Ùˆ ›Ó·Î· ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›˙ÔÓÙ·˜ ÛÂ Î¿ıÂ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎfi
·ÚÈıÌfi ÙË˜ ÛÙ‹ÏË˜ ∞ ÙÔÓ ›ÛÔ ÙÔ˘ ·ÚÈıÌfi ·fi ÙË ÛÙ‹ÏË µ.

¡· ¯·Ú·ÎÙËÚ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜ ÌÂ (™), ·Ó Â›Ó·È ÛˆÛÙ¤˜ ‹ ÌÂ (§), ·Ó
Â›Ó·È Ï·Óı·ÛÌ¤ÓÂ˜.
··)) °È· Î¿ıÂ ÁˆÓ›· ˆ ÈÛ¯‡ÂÈ –1 � Û˘Óˆ � 1.
‚‚)) ∞Ó Ë ÁˆÓ›· ˆ Â›Ó·È ·Ì‚ÏÂ›·, ÙfiÙÂ ÂÊˆ < 0.
ÁÁ)) ∞Ó ÁÈ· ÙË ÁˆÓ›· ˆ ÈÛ¯‡ÂÈ ËÌˆ > 0, ÙfiÙÂ Ë ˆ Â›Ó·È ÔÍÂ›·.
‰‰)) ∆Ô ËÌ›ÙÔÓÔ ÔÔÈ·Û‰‹ÔÙÂ ÁˆÓ›·˜ ÙÚÈÁÒÓÔ˘ Â›Ó·È ıÂÙÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜.

¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÔ˘˜ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ÙË˜ ÁˆÓ›·˜ ˆ = x
∧

Oª, fiÙ·Ó:
··)) ª(3, 4) ‚‚)) ª(–5, 12) ÁÁ)) ª(0, 3)

ªÈ· Â˘ıÂ›· Â ¤¯ÂÈ ÂÍ›ÛˆÛË y = –2x.
··)) N· Û¯Â‰È¿ÛÂÙÂ ÙËÓ Â˘ıÂ›· Â Î·È Ó· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÂÙÂ ÙËÓ ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓË ÂÓfi˜ ÛËÌÂ›Ô˘

ÙË˜ ª Ô˘ ¤¯ÂÈ ÙÂÙÌËÌ¤ÓË –1.
‚‚)) ¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÔ˘˜ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ÙË˜ ÁˆÓ›·˜ ˆ = x

∧

Oª.

ŒÓ· ÏÔ›Ô ¶ ·Ó·¯ÒÚËÛÂ ·fi ÙÔ ÏÈÌ¿ÓÈ √ Î·È ÎÈÓ‹ıËÎÂ
‚ÔÚÂÈÔ·Ó·ÙÔÏÈÎ¿ ÚÔ˜ Ì›· Î·ÙÂ‡ı˘ÓÛË Ô˘ Û¯ËÌ¿ÙÈ˙Â
ÌÂ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· √x ÁˆÓ›· 30Æ. ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÈ˜ Û˘ÓÙÂÙ·-
ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙÔ˘ ÏÔ›Ô˘ ÌÂÙ¿ ·fi ‰È·‰ÚÔÌ‹ 10 ÌÈÏ›ˆÓ.

33

22

11

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ – ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ
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™ÙÔ ‰ÈÏ·Ófi Û¯‹Ì· ÙÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ √µª Â›Ó·È
ÈÛfiÏÂ˘ÚÔ.
¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ:
··)) ÙÈ˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙÔ˘ ª.
‚‚)) ÙÔ˘˜ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ÙË˜

ÁˆÓ›·˜ 120Æ.

™ÙÔ ‰ÈÏ·Ófi Û¯‹Ì· ÙÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ √µª Â›Ó·È
ÈÛÔÛÎÂÏ¤˜.
··)) ¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ ÔÈ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙÔ˘

ª Â›Ó·È (–��3, 1).
‚‚)) ¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÔ˘˜ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ‡˜

·ÚÈıÌÔ‡˜ ÙË˜ ÁˆÓ›·˜ 150Æ.

™ÙÔ ‰ÈÏ·Ófi Û¯‹Ì· Â›Ó·È ÂÊˆ = – . ∞Ó Ë

ÙÂÙÌËÌ¤ÓË ÙÔ˘ ÛËÌÂ›Ô˘ ª Â›Ó·È –1, ÙfiÙÂ Ó·
˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ:
··)) ÙËÓ ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓË ÙÔ˘ ÛËÌÂ›Ô˘ ª.
‚‚)) ÙÔ ËÌˆ Î·È ÙÔ Û˘Óˆ.

ŒÓ· ˘ÚÔ‚fiÏÔ fiÏÔ ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ÛÙË ı¤ÛË √
Î·È ¤¯ÂÈ ÛÙÚ¤„ÂÈ ÙËÓ Î¿ÓÓË ÛÙÔ ÛÙfi¯Ô ™1.
∞Ó Ô ÛÙfi¯Ô˜ ™1 ÌÂÙ·ÎÈÓËıÂ› ÛÙË ı¤ÛË ™2,
ÙfiÙÂ Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ fiÛÂ˜ ÌÔ›ÚÂ˜ Ú¤ÂÈ
Ó· ÛÙÚ·ÊÂ› Ë Î¿ÓÓË ÙÔ˘ ˘ÚÔ‚fiÏÔ˘ fiÏÔ˘
ÁÈ· Ó· ÛËÌ·‰Â‡ÂÈ ÙÔ ÛÙfi¯Ô ÛÙË Ó¤· ÙÔ˘
ı¤ÛË;
(¡· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ‡˜ ›Ó·ÎÂ˜).
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Γνωρίζω ποια σχέση συνδέει:
✔ Τους τριγωνοµετρικούς αριθµούς παραπληρωµατικών γωνιών.
✔ Τις γωνίες που έχουν το ίδιο ηµίτονο.

™Â ÔÚıÔÎ·ÓÔÓÈÎfi Û‡ÛÙËÌ· ·ÍfiÓˆÓ √xy Ó· ¿ÚÂÙÂ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ª(3, 4).
1. ¶ÔÈÂ˜ Â›Ó·È ÔÈ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙÔ˘ ÛËÌÂ›Ô˘ ª�, Ô˘ Â›Ó·È Û˘ÌÌÂÙÚÈÎfi ÙÔ˘ ª ˆ˜ ÚÔ˜

ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· y�y;
2. N· ÂÍËÁ‹ÛÂÙÂ ÁÈ·Ù› ÔÈ ÁˆÓ›Â˜ x

∧

Oª = ˆ Î·È x
∧

Oª� = Ê Â›Ó·È ·Ú·ÏËÚˆÌ·ÙÈÎ¤˜.
3. N· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔ˘˜ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ÙˆÓ ÁˆÓÈÒÓ ˆ Î·È Ê Î·È ÙË Û¯¤ÛË Ô˘

ÙÔ˘˜ Û˘Ó‰¤ÂÈ.

™Â ÔÚıÔÎ·ÓÔÓÈÎfi Û‡ÛÙËÌ· ·ÍfiÓˆÓ √xy ·›ÚÓÔ˘ÌÂ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ª(3, 4) Î·È ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ ÙÔ
Û˘ÌÌÂÙÚÈÎfi ÙÔ˘ ÛËÌÂ›Ô ª�(–3, 4) ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· y�y.
AÓ ÔÓÔÌ¿ÛÔ˘ÌÂ ˆ ÙË ÁˆÓ›· x

∧

Oª, ÙfiÙÂ ÏfiÁˆ Û˘ÌÌÂÙÚ›·˜
Â›Ó·È x�

∧

Oª� = ˆ, ÔfiÙÂ ÁÈ· ÙË ÁˆÓ›· Ê = x
∧

Oª� ÈÛ¯‡ÂÈ
Ê = 180Æ – ˆ, Ô˘ ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ ÔÈ ÁˆÓ›Â˜
ˆ Î·È Ê Â›Ó·È ·Ú·ÏËÚˆÌ·ÙÈÎ¤˜, ·ÊÔ‡ ˆ + Ê = 180Æ.
Œ¯Ô˘ÌÂ ·ÎfiÌË fiÙÈ 
Ú = √ª = √ª� = ��9 + 16 = ��25 = 5, ÔfiÙÂ:

ËÌˆ = ,   Û˘Óˆ = ,    ÂÊˆ = Î·È

ËÌÊ = ,   Û˘ÓÊ = – ,   ÂÊÊ = – .

¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ ÏÔÈfiÓ, fiÙÈ:
√√ÈÈ  ··ÚÚ··ÏÏËËÚÚˆ̂ÌÌ··ÙÙÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÁÁˆ̂ÓÓ››ÂÂ˜̃  ˆ̂,,  ÊÊ  ==  118800ÆÆ––  ˆ̂  ¤¤¯̄ÔÔ˘̆ÓÓ  ÙÙÔÔ  ››‰‰ÈÈÔÔ  ËËÌÌ››ÙÙÔÔÓÓÔÔ  ÎÎ··ÈÈ  ··ÓÓÙÙ››ııÂÂÙÙÔÔ˘̆˜̃
ÙÙÔÔ˘̆˜̃  ¿¿ÏÏÏÏÔÔ˘̆˜̃  ÙÙÚÚÈÈÁÁˆ̂ÓÓÔÔÌÌÂÂÙÙÚÚÈÈÎÎÔÔ‡‡˜̃  ··ÚÚÈÈııÌÌÔÔ‡‡˜̃..

°°ÈÈ··  ‰‰‡‡ÔÔ  ··ÚÚ··ÏÏËËÚÚˆ̂ÌÌ··ÙÙÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÁÁˆ̂ÓÓ››ÂÂ˜̃  ˆ̂  ÎÎ··ÈÈ  118800ÆÆ  ––  ˆ̂  ÈÈÛÛ¯̄‡‡ÔÔ˘̆ÓÓ::
ññ ËËÌÌ((118800ÆÆ  ––  ˆ̂))  ==  ËËÌÌˆ̂ ññ ÛÛ˘̆ÓÓ((118800ÆÆ  ––  ˆ̂))  ==  ––ÛÛ˘̆ÓÓˆ̂ ññ ÂÂÊÊ((118800ÆÆ  ––  ˆ̂))  ==  ––ÂÂÊÊˆ̂

ªÂ ÙÔ˘˜ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÔ˘˜ Ù‡Ô˘˜ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ˘˜ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ‡˜
·ÚÈıÌÔ‡˜ ÌÈ·˜ ÁˆÓ›·˜, ·Ó ÁÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ ÙÔ˘˜ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ÙË˜ ·Ú·ÏË-
ÚˆÌ·ÙÈÎ‹˜ ÙË˜.
°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·,
ËÌ150Æ  = ËÌ(180Æ  – 30Æ) = ËÌ30Æ = 

Û˘Ó150Æ  = Û˘Ó(180Æ  – 30Æ) = –Û˘Ó30Æ = –

ÂÊ150Æ  = ÂÊ(180Æ  – 30Æ) = –ÂÊ30Æ = – ��3
3

��3
2

1
2
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4
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4
5
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™ÙÔ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÔ ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· ‚Ï¤Ô˘ÌÂ fiÙÈ ÔÈ ·Ú·ÏËÚˆÌ·ÙÈÎ¤˜ ÁˆÓ›Â˜ 150Æ Î·È 30Æ,
·Ó Î·È ‰ÂÓ Â›Ó·È ›ÛÂ˜, ¤¯Ô˘Ó ÙÔ ›‰ÈÔ ËÌ›ÙÔÓÔ. ∂ÔÌ¤Óˆ˜:

∞∞ÓÓ  ‰‰‡‡ÔÔ  ÁÁˆ̂ÓÓ››ÂÂ˜̃  ¤¤¯̄ÔÔ˘̆ÓÓ  ÙÙÔÔ  ››‰‰ÈÈÔÔ  ËËÌÌ››ÙÙÔÔÓÓÔÔ  ÎÎ··ÈÈ  ÂÂ››ÓÓ··ÈÈ  ··fifi  00ÆÆ  ÌÌ¤¤¯̄ÚÚÈÈ  ÎÎ··ÈÈ  118800ÆÆ,,  ÙÙfifiÙÙÂÂ  ÂÂ››ÓÓ··ÈÈ  ››ÛÛÂÂ˜̃  ‹‹
··ÚÚ··ÏÏËËÚÚˆ̂ÌÌ··ÙÙÈÈÎÎ¤¤˜̃..

°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ·Ó ËÌx = ËÌ35Æ Î·È 0 � x � 180Æ, ÙfiÙÂ Â›Ó·È x = 35Æ  ‹   x = 180Æ – 35Æ,
‰ËÏ·‰‹ x = 35Æ   ‹   x = 145Æ.

NN··  ˘̆ÔÔÏÏÔÔÁÁÈÈÛÛÙÙÂÂ››  ËË  ÙÙÈÈÌÌ‹‹  ÙÙËË˜̃  ··ÚÚ¿¿ÛÛÙÙ··ÛÛËË˜̃  ∞∞  ==  ËËÌÌ114400ÆÆ  ++  ÛÛ˘̆ÓÓ117700ÆÆ  ––  ËËÌÌ4400ÆÆ  ++  ÛÛ˘̆ÓÓ1100ÆÆ..

Λύση
√È ÁˆÓ›Â˜ 140Æ Î·È 40Æ Â›Ó·È ·Ú·ÏËÚˆÌ·ÙÈÎ¤˜, ÔfiÙÂ ı· ¤¯Ô˘Ó ÙÔ ›‰ÈÔ ËÌ›ÙÔÓÔ,
‰ËÏ·‰‹ Â›Ó·È ËÌ140Æ = ËÌ40Æ.
√È ÁˆÓ›Â˜ 170Æ Î·È 10Æ Â›Ó·È ·Ú·ÏËÚˆÌ·ÙÈÎ¤˜, ÔfiÙÂ ı· ¤¯Ô˘Ó ·ÓÙ›ıÂÙ·
Û˘ÓËÌ›ÙÔÓ·, ‰ËÏ·‰‹ Â›Ó·È Û˘Ó170Æ = –Û˘Ó10Æ. ÕÚ·:
∞ = ËÌ140Æ + Û˘Ó170Æ – ËÌ40Æ + Û˘Ó10Æ = ËÌ40Æ – Û˘Ó10Æ – ËÌ40Æ + Û˘Ó10Æ = 0.

∞∞ÓÓ  
∧∧

∞∞,,    
∧∧

µµ,,    
∧∧

°° ÂÂ››ÓÓ··ÈÈ  ÁÁˆ̂ÓÓ››ÂÂ˜̃  ÂÂÓÓfifi˜̃  ÙÙÚÚÈÈÁÁÒÒÓÓÔÔ˘̆  ∞∞µµ°°  ÌÌÂÂ  
∧∧

∞∞  ==  8800ÆÆ  ÎÎ··ÈÈ    
∧∧

µµ  ==  7700ÆÆ  ÓÓ··  ··ÔÔ‰‰ÂÂÈÈ¯̄ııÂÂ››
fifiÙÙÈÈ:: ··)) ËËÌÌ((∞∞  ++ µµ))  ==  ËËÌÌ°° ‚‚)) ÛÛ˘̆ÓÓ((∞∞  ++ µµ))  ==  ––ÛÛ˘̆ÓÓ°°

Λύση
√È ÁˆÓ›Â˜ 

∧

∞,  
∧

µ,  
∧

° ÙÔ˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘ ¤¯Ô˘Ó ¿ıÚÔÈÛÌ· 180Æ, ‰ËÏ·‰‹ Â›Ó·È: 
80Æ + 70Æ +  

∧

°= 180Æ, ÔfiÙÂ  
∧

° = 30Æ.  ÕÚ·:
··)) ËÌ(∞ + µ) = ËÌ(80Æ + 70Æ) = ËÌ150Æ = ËÌ(180Æ – 30Æ) = ËÌ30Æ = ËÌ°.
‚‚)) Û˘Ó(∞ + µ) = Û˘Ó(80Æ + 70Æ) = Û˘Ó150Æ = Û˘Ó(180Æ – 30Æ) = –Û˘Ó30Æ = –Û˘Ó°.

¡· ¯·Ú·ÎÙËÚ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÈÛfiÙËÙÂ˜ ÌÂ (™), ·Ó Â›Ó·È ÛˆÛÙ¤˜ ‹ ÌÂ (§), ·Ó Â›Ó·È
Ï·Óı·ÛÌ¤ÓÂ˜:
··)) ËÌ150Æ = ËÌ30Æ ‚‚)) Û˘Ó135Æ = Û˘Ó45Æ

ÁÁ)) ÂÊ100Æ = ÂÊ80Æ ‰‰)) ÂÊ75Æ = –ÂÊ105Æ

ÂÂ)) Û˘Ó110Æ = –Û˘Ó70Æ ÛÛÙÙ)) ËÌ140Æ = –ËÌ40Æ

∞Ó ÁÈ· ÙË ÁˆÓ›· x ÈÛ¯‡ÂÈ 0 � x � 180Æ, Ó· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜:
··)) ∞Ó ËÌx = ËÌ60Æ, ÙfiÙÂ x = ...............
‚‚)) ∞Ó Û˘Óx = –Û˘Ó20Æ, ÙfiÙÂ x = ...............
ÁÁ)) ∞Ó ÂÊx = –ÂÊ30Æ, ÙfiÙÂ x = ...............

22

11

EΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ

22

11

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ – ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

238
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¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÔÓ ·Ú·Î¿Ùˆ ›Ó·Î· ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›˙ÔÓÙ·˜ ÛÂ Î¿ıÂ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎfi
·ÚÈıÌfi ÙË˜ ÛÙ‹ÏË˜ ∞ ÙÔÓ ›ÛÔ ÙÔ˘ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎfi ·ÚÈıÌfi ·fi ÙË ÛÙ‹ÏË µ.

¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÔ˘˜ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ÙˆÓ ÁˆÓÈÒÓ:
··)) 120Æ ‚‚)) 135Æ ÁÁ)) 150Æ

¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ:
··)) ËÌ108Æ + Û˘Ó77Æ – ËÌ72Æ + Û˘Ó103Æ = 0
‚‚)) ÂÊ122Æ – ÂÊ58Æ � ÂÊ135Æ = 0

¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ:
··)) Û˘Ó245Æ + Û˘Ó2135Æ = 1 ‚‚)) ËÌ230Æ + ËÌ260Æ + ËÌ2120Æ + ËÌ2150Æ = 2

¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ: ËÌ(140Æ + x) = ËÌ(40Æ – x)   Î·È   Û˘Ó(158Æ – x) = –Û˘Ó(22Æ + x).

¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙË ÁˆÓ›· x, fiÙ·Ó:

··)) ËÌx = ‚‚)) ËÌx = 1 – ËÌx ÁÁ)) Û˘Óx = 

‰‰)) Û˘Óx = – ÂÂ)) ÂÊx = –��3 ÛÛÙÙ)) 2ÂÊx = 1 + ÂÊx

¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ ÔÈ ÁˆÓ›Â˜ ÂÓfi˜ ·Ú·ÏÏËÏÔÁÚ¿ÌÌÔ˘ ¤¯Ô˘Ó ÙÔ ›‰ÈÔ ËÌ›ÙÔÓÔ.
πÛ¯‡ÂÈ ÙÔ ›‰ÈÔ Î·È ÁÈ· Ù· Û˘ÓËÌ›ÙÔÓ· ÙˆÓ ÁˆÓÈÒÓ ÙÔ˘;

¢›ÓÂÙ·È ÙÂÙÚ¿ÏÂ˘ÚÔ ∞µ°¢ ÌÂ  
∧

µ = 
∧

¢ = 90Æ. ¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ:
··)) ËÌ∞ + Û˘Ó∞ – ËÌ° + Û˘Ó° = 0 ‚‚)) ÂÊ∞ + ÂÊ° = 0

™ÙÔ ÔÚıÔÁÒÓÈÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ ∞µ° ÙÔ˘ ‰ÈÏ·ÓÔ‡ Û¯‹Ì·ÙÔ˜ Ó· ˘Ô-
ÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÔ˘˜ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ÙˆÓ ÁˆÓÈÒÓ ˆ Î·È Ê.

¢›ÓÂÙ·È ÈÛfiÏÂ˘ÚÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ ∞µ° ÌÂ ÏÂ˘Ú¿ 6 cm Î·È ÛËÌÂ›Ô ¢
ÙË˜ ÏÂ˘Ú¿˜ µ° Ù¤ÙÔÈÔ, ÒÛÙÂ µ¢ = 2 cm. ¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÔ˘˜
ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ÙˆÓ ÁˆÓÈÒÓ ˆ Î·È Ê.
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ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ – ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ

11.. ËÌ40Æ
22.. Û˘Ó40Æ
33.. ÂÊ40Æ
44.. –ËÌ40Æ
55.. –Û˘Ó40Æ
66.. –ÂÊ40Æ

··.. ËÌ140Æ

‚‚.. Û˘Ó140Æ

ÁÁ.. ÂÊ140Æ

™Ù‹ÏË µ™Ù‹ÏË ∞

33

239
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✔ Γνωρίζω ποιες είναι οι βασικές τριγωνοµετρικές ταυτότητες
και µαθαίνω πώς αποδεικνύονται.

✔ Χρησιµοποιώ τις βασικές τριγωνοµετρικές ταυτότητες για την
απόδειξη άλλων απλών τριγωνοµετρικών ταυτοτήτων.

™Â ÔÚıÔÎ·ÓÔÓÈÎfi Û‡ÛÙËÌ· ·ÍfiÓˆÓ Ó· ¿ÚÂÙÂ ¤Ó· ÛËÌÂ›Ô ª ÛÙÔ 1Ô ‹ ÛÙÔ 2Ô ÙÂÙ·ÚÙË-
ÌfiÚÈÔ ÌÂ fiÔÈÂ˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ı¤ÏÂÙÂ.
1. ¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÔ˘˜ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ÙË˜ ÁˆÓ›·˜ ˆ = x

∧

Oª.
2. ¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙËÓ ·Ú¿ÛÙ·ÛË (ËÌˆ)2 + (Û˘Óˆ)2 Î·È Ó· Û˘ÁÎÚ›ÓÂÙÂ ÙÔ ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ·

Ô˘ ‚Ú‹Î·ÙÂ ÌÂ Ù· ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù· Ô˘ ‚Ú‹Î·Ó ÔÈ Û˘ÌÌ·ıËÙ¤˜ Û·˜.

3. ¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÔ ÏfiÁÔ Î·È Ó· ÙÔÓ Û˘ÁÎÚ›ÓÂÙÂ ÌÂ ÙËÓ ÂÊˆ.

™Â ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË ÂÓfiÙËÙ· Ì¿ı·ÌÂ fiÙÈ ÁÈ· ÙËÓ ·fiÛÙ·ÛË Ú
ÂÓfi˜ ÛËÌÂ›Ô˘ ª(x, y) ·fi ÙËÓ ·Ú¯‹ ÙˆÓ ·ÍfiÓˆÓ ÈÛ¯‡ÂÈ

Ú = ��x2 + y2  ‹  Ú2 = x2 + y2.

AÓ ‰È·ÈÚ¤ÛÔ˘ÌÂ Î·È Ù· ‰‡Ô Ì¤ÏË ÌÂ ÙÔ Ú2, ÙfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ:

= + ‹  ( )2
+ ( )2 

= 1    (1).

EÂÈ‰‹ ËÌˆ = Î·È Û˘Óˆ = , Ë ÈÛfiÙËÙ· (1) Á›ÓÂÙ·È

(Û˘Óˆ)2 + (ËÌˆ)2 = 1  ‹ Û˘ÓÙÔÌfiÙÂÚ· ËÌ2ˆ + Û˘Ó2ˆ = 1.

∞Ô‰Â›Í·ÌÂ ÏÔÈfiÓ fiÙÈ ÁÈ· ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ ÁˆÓ›· ˆ ÈÛ¯‡ÂÈ

AÓ ‰È·ÈÚ¤ÛÔ˘ÌÂ Î·Ù¿ Ì¤ÏË ÙÈ˜ ÈÛfiÙËÙÂ˜ ËÌˆ = Î·È Û˘Óˆ = , ÌÂ ÙËÓ ÚÔ¸fiıÂÛË
fiÙÈ Û˘Óˆ � 0, ¤¯Ô˘ÌÂ:

= ‹   = ‹   = = ÂÊˆ

AÔ‰Â›Í·ÌÂ ÏÔÈfiÓ fiÙÈ ÁÈ· ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ ÁˆÓ›· ˆ ÌÂ Û˘Óˆ � 0 ÈÛ¯‡ÂÈ

√È ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÂ˜ ÈÛfiÙËÙÂ˜ Ï¤ÁÔÓÙ·È ‚‚··ÛÛÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÙÙÚÚÈÈÁÁˆ̂ÓÓÔÔÌÌÂÂÙÙÚÚÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÙÙ··˘̆ÙÙfifiÙÙËËÙÙÂÂ˜̃, ÁÈ·Ù› ÌÂ ÙË
‚Ô‹ıÂÈ¿ ÙÔ˘˜ ·Ô‰ÂÈÎÓ‡Ô˘ÌÂ Î·È ¿ÏÏÂ˜ Ù·˘ÙfiÙËÙÂ˜ Ô˘ ÂÚÈ¤¯Ô˘Ó ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ‡˜
·ÚÈıÌÔ‡˜.

ËÌˆ
ÂÊˆ = 

Û˘Óˆ

y
x

ËÌˆ
Û˘Óˆ

yÚ
xÚ

ËÌˆ
Û˘Óˆ

y
Ú
xÚ

ËÌˆ
Û˘Óˆ

x
Ú

y
Ú

ËÌ2ˆ + Û˘Ó2ˆ = 1

x
Ú

y
Ú

y
Ú

x
Ú

y2

Ú2

x2

Ú2

Ú2

Ú2

ËÌˆ
Û˘Óˆ
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∞∞ÓÓ  ÁÁÈÈ··  ÙÙËËÓÓ  ··ÌÌ‚‚ÏÏÂÂ››··  ÁÁˆ̂ÓÓ››··  ˆ̂  ÈÈÛÛ¯̄‡‡ÂÂÈÈ  ËËÌÌˆ̂  ==  ,,  ÙÙfifiÙÙÂÂ  ÓÓ··  ˘̆ÔÔÏÏÔÔÁÁÈÈÛÛÙÙÔÔ‡‡ÓÓ  ÔÔÈÈ  ¿¿ÏÏÏÏÔÔÈÈ  ÙÙÚÚÈÈÁÁˆ̂--
ÓÓÔÔÌÌÂÂÙÙÚÚÈÈÎÎÔÔ››  ··ÚÚÈÈııÌÌÔÔ››  ÙÙËË˜̃  ÁÁˆ̂ÓÓ››··˜̃  ˆ̂..

Λύση
Afi ÙËÓ Ù·˘ÙfiÙËÙ· ËÌ2ˆ + Û˘Ó2ˆ = 1 ¤¯Ô˘ÌÂ

Û˘Ó2ˆ = 1 – ËÌ2ˆ  ‹ Û˘Ó2ˆ = 1 – ( )2

Û˘Ó2ˆ = 1 – ‹ Û˘Ó2ˆ = ‹ Û˘Óˆ = ± .

∂ÂÈ‰‹ Ë ÁˆÓ›· ˆ Â›Ó·È ·Ì‚ÏÂ›· ¤¯Ô˘ÌÂ Û˘Óˆ < 0, ÔfiÙÂ  Û˘Óˆ = – .

∞fi ÙËÓ Ù·˘ÙfiÙËÙ·  ÂÊˆ = ¤¯Ô˘ÌÂ  ÂÊˆ = , ÔfiÙÂ ÂÊˆ = – .

∞∞ÓÓ  ÁÁÈÈ··  ÙÙËËÓÓ  ÔÔÍÍÂÂ››··  ÁÁˆ̂ÓÓ››··  ˆ̂  ÈÈÛÛ¯̄‡‡ÂÂÈÈ  ÂÂÊÊˆ̂  ==  22,,  ÙÙfifiÙÙÂÂ  ÓÓ··  ˘̆ÔÔÏÏÔÔÁÁÈÈÛÛÙÙÔÔ‡‡ÓÓ  ÔÔÈÈ  ¿¿ÏÏÏÏÔÔÈÈ  ÙÙÚÚÈÈÁÁˆ̂ÓÓÔÔ--
ÌÌÂÂÙÙÚÚÈÈÎÎÔÔ››  ··ÚÚÈÈııÌÌÔÔ››  ÙÙËË˜̃  ÁÁˆ̂ÓÓ››··˜̃  ˆ̂..

Λύση
Œ¯Ô˘ÌÂ ÂÊˆ = 2  ‰ËÏ·‰‹  = 2, ÔfiÙÂ  ËÌˆ = 2Û˘Óˆ (1).

∞Ó ÛÙËÓ Ù·˘ÙfiÙËÙ· ËÌ2ˆ + Û˘Ó2ˆ = 1 ·ÓÙÈÎ·Ù·ÛÙ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ ËÌˆ ÌÂ ÙÔ 2Û˘Óˆ ¤¯Ô˘ÌÂ

(2Û˘Óˆ)2 + Û˘Ó2ˆ = 1   ‹   4Û˘Ó2ˆ + Û˘Ó2ˆ = 1   ‹   5Û˘Ó2ˆ = 1   ‹   Û˘Ó2ˆ = ,

¿Ú· Û˘Óˆ = ± ‹   Û˘Óˆ = ± .

∂ÂÈ‰‹ Ë ÁˆÓ›· ˆ Â›Ó·È ÔÍÂ›· ¤¯Ô˘ÌÂ Û˘Óˆ > 0, ÔfiÙÂ Û˘Óˆ = .

∞fi ÙËÓ ÈÛfiÙËÙ· (1) ¤¯Ô˘ÌÂ ËÌˆ = 2 � ‹  ËÌˆ = .

NN··  ··ÔÔ‰‰ÂÂÈÈ¯̄ııÔÔ‡‡ÓÓ  ÔÔÈÈ  ÙÙ··˘̆ÙÙfifiÙÙËËÙÙÂÂ˜̃::
··)) ((ËËÌÌxx  ––  ÛÛ˘̆ÓÓxx))22 ++  22ËËÌÌxxÛÛ˘̆ÓÓxx  ==  11 ‚‚)) 11  ++  ÂÂÊÊ22ˆ̂  ==  

Λύση
··)) Œ¯Ô˘ÌÂ

(ËÌx – Û˘Óx)2 + 2ËÌxÛ˘Óx = ËÌ2x – 2ËÌxÛ˘Óx + Û˘Ó2x + 2ËÌxÛ˘Óx = ËÌ2x + Û˘Ó2x = 1

‚‚)) Œ¯Ô˘ÌÂ

1 + ÂÊ2ˆ = 1 + ( )2
= 1 + =  =  1

Û˘Ó2ˆ
Û˘Ó2ˆ + ËÌ2ˆ

Û˘Ó2ˆ
ËÌ2ˆ
Û˘Ó2ˆ

ËÌˆ
Û˘Óˆ

11
ÛÛ˘̆ÓÓ22ˆ̂

33

2��5
5

��5
5

��5
5

��5
5

1
��5

1
5

ËÌˆ
Û˘Óˆ

22

3
4

3
5
4– 
5

ËÌˆ
Û˘Óˆ

4
5

4
5

16
25

9
25

3
5

33
5511
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¡· ¯·Ú·ÎÙËÚ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜ ÌÂ (™), ·Ó Â›Ó·È ÛˆÛÙ¤˜ ‹ ÌÂ (§), ·Ó
Â›Ó·È Ï·Óı·ÛÌ¤ÓÂ˜.

··)) ∞Ó ËÌ2ˆ = , ÙfiÙÂ Û˘Ó2ˆ =  .

‚‚)) ∞Ó Û˘Óˆ = 0, ÙfiÙÂ ‰ÂÓ ÔÚ›˙ÂÙ·È Ë ÂÊˆ.

ÁÁ)) °È· Î¿ıÂ ÁˆÓ›· ˆ ÈÛ¯‡ÂÈ ËÌ2ˆ = Û˘Ó2ˆ – 1.

‰‰)) ∞Ó ËÌˆ = Î·È Û˘Óˆ =   , ÙfiÙÂ ÂÊˆ =     

O ™Ù¤Ê·ÓÔ˜ ÈÛ¯˘Ú›˙ÂÙ·È fiÙÈ ‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ ÁˆÓ›· ˆ, Ù¤ÙÔÈ· ÒÛÙÂ ËÌˆ = 0 Î·È Û˘Óˆ = 0.
Œ¯ÂÈ ‰›ÎÈÔ; ¡· ·ÈÙÈÔÏÔÁ‹ÛÂÙÂ ÙËÓ ·¿ÓÙËÛ‹ Û·˜.

¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ Ù· ÎÂÓ¿ ÛÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜:

··)) ∞Ó ËÌˆ = 1, ÙfiÙÂ Û˘Óˆ = .............

‚‚)) ∞Ó ËÌˆ = 0, ÙfiÙÂ Û˘Óˆ = .............

¡· ÂÈÏ¤ÍÂÙÂ ÙË ÛˆÛÙ‹ ·¿ÓÙËÛË. ∞Ó ËÌˆ = , ÙfiÙÂ ÙÔ Û˘Óˆ Â›Ó·È ›ÛÔ ÌÂ:

··)) ‚‚)) ÁÁ)) ‹  – ‰‰)) ‹  –

∞Ó ÁÈ· ÙËÓ ÔÍÂ›· ÁˆÓ›· ˆ ÈÛ¯‡ÂÈ ËÌˆ = , ÙfiÙÂ Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÔ˘˜ ¿ÏÏÔ˘˜ ÙÚÈ-

ÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ÙË˜ ÁˆÓ›·˜ ˆ.

∞Ó ÁÈ· ÙËÓ ·Ì‚ÏÂ›· ÁˆÓ›· ˆ ÈÛ¯‡ÂÈ Û˘Óˆ = – , ÙfiÙÂ Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÔ˘˜ ¿ÏÏÔ˘˜

ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ÙË˜ ÁˆÓ›·˜ ˆ.

∞Ó ÁÈ· ÙËÓ ÔÍÂ›· ÁˆÓ›· ˆ ÈÛ¯‡ÂÈ ÂÊˆ = , ÙfiÙÂ Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÔ˘˜ ¿ÏÏÔ˘˜ ÙÚÈ-

ÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ÙË˜ ÁˆÓ›·˜ ˆ. 

∞Ó ÁÈ· ÙËÓ ·Ì‚ÏÂ›· ÁˆÓ›· ˆ ÈÛ¯‡ÂÈ ËÌˆ = , ÙfiÙÂ Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙËÓ ·Ú¿ÛÙ·ÛË:

∞ = ËÌˆ + Û˘Óˆ – ÂÊˆ. 1
10

2
3

1
3

4
544

3
433

1
322

5
1311
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5
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5
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5
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¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ:
··)) ËÌ3ˆ + ËÌˆÛ˘Ó2ˆ = ËÌˆ ‚‚)) Û˘Ó2ˆ – Û˘Ó4ˆ = ËÌ2ˆÛ˘Ó2ˆ

∞Ó Â›Ó·È x = 3Û˘Óˆ  Î·È  y = 3ËÌˆ, ÙfiÙÂ Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ:
··)) xÛ˘Óˆ + yËÌˆ = 3 ‚‚)) x2 + y2 = 9

N· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ:
··)) Û˘Ó2· – ËÌ2· = 2Û˘Ó2· – 1 ‚‚)) ËÌ2·Û˘Ó2‚ + ËÌ2·ËÌ2‚ + Û˘Ó2· = 1

N· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ:
··)) (ËÌˆ + Û˘Óˆ)2 + (ËÌˆ – Û˘Óˆ)2 = 2
‚‚)) (·ËÌˆ + ‚Û˘Óˆ)2 + (‚ËÌˆ – ·Û˘Óˆ)2 = ·2 + ‚2

N· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ:
··)) Û˘Ó2x ÂÊ2x + Û˘Ó2x = 1 ‚‚)) = Û˘Óx

N· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ:

··)) = 1 – ËÌx ‚‚)) ÂÊx + = 

N· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:
··)) ËÌ50ÆËÌ130Æ – Û˘Ó50ÆÛ˘Ó130Æ
‚‚)) ËÌ214Æ + ËÌ2114Æ + Û˘Ó2166Æ + Û˘Ó266Æ

N· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ:
··)) ÂÊ70ÆÛ˘Ó70Æ – ÂÊ110ÆÛ˘Ó110Æ = 0
‚‚)) ÂÊ240ÆÛ˘Ó240Æ + Û˘Ó2140Æ = 1

∞Ó Â›Ó·È · = 30Æ  Î·È  ‚ = 60Æ, ÙfiÙÂ Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ:

ËÌ2x ËÌ· ËÌ‚ + Û˘Ó2x Û˘Ó· Û˘Ó‚ = 

∂›Ó·È ÁˆÓ›·, fi¯È ÔÍÂ›·,

ËÌ›ÙÔÓÔ ¤¯ÂÈ ÙÔÓ ·ÚÈıÌfi Î·È

Û˘ÓËÌ›ÙÔÓÔ ¤¯ÂÈ ÙÔÓ ·ÚÈıÌfi .

¶ÔÈ· ÁˆÓ›· Â›Ó·È;

Ï
Ï + 2

Ï + 1
Ï + 2

1144

Μ Α Θ Η Μ Α Τ Ι Κ Ο  Α Ι Ν Ι Γ Μ Α

��3
4

1133

1122

1111

1
Û˘Óx

Û˘Óx
1 + ËÌx

Û˘Ó2x
1 + ËÌx

1100

ËÌx + Û˘Óx
1 + ÂÊx

99

88

77

66

55
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¡· ÙÔ
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✔ Γνωρίζω τους νόµους ηµιτόνων και συνηµιτόνων και
µαθαίνω να τους εφαρµόζω στη λύση προβληµάτων.

ŒÓ·˜ ÙÔÔÁÚ¿ÊÔ˜ ‰ÂÓ ÌÔÚÂ› Ó· ÌÂÙÚ‹ÛÂÈ ÙËÓ ·fiÛÙ·ÛË °µ
‰‡Ô ˘ÏÒÓˆÓ ÙË˜ ¢∂∏, ÁÈ·Ù› ·Ó¿ÌÂÛ¿ ÙÔ˘˜ ·ÚÂÌ‚¿ÏÏÂÙ·È
ÌÈ· Ï›ÌÓË. °È’ ·˘Ùfi ÂÈÏ¤ÁÂÈ ÌÈ· ı¤ÛË ∞ Ô˘ ·¤¯ÂÈ 100 m ·fi
ÙÔÓ ˘ÏÒÓ· ° Î·È ·fi ÙËÓ ÔÔ›· Ê·›ÓÔÓÙ·È Î·È ÔÈ ‰‡Ô ˘ÏÒÓÂ˜.
ªÂ ¤Ó· ÁˆÓÈfiÌÂÙÚÔ ÌÂÙÚ¿ÂÈ ÙÈ˜ ÁˆÓ›Â˜  

∧

∞ = 45Æ Î·È  
∧

B = 30Æ.

1. ªÔÚÂ›ÙÂ Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙËÓ ·fiÛÙ·ÛË °µ, ·ÊÔ‡
ÚÔËÁÔ˘Ì¤Óˆ˜ ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÔ ‡„Ô˜ °¢ ÙÔ˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘
∞µ°; √ ÙÔÔÁÚ¿ÊÔ˜ fiÌˆ˜ ˘ÔÏfiÁÈÛÂ ÙËÓ ·fiÛÙ·ÛË °µ ÈÔ ÁÚ‹ÁÔÚ·, ÁÈ·Ù› ÁÓÒÚÈ˙Â

fiÙÈ ÔÈ ÏfiÁÔÈ Î·È Â›Ó·È ›ÛÔÈ.

2. ªÂ ÙÔ˘˜ ˘ÔÏÔÁÈÛÌÔ‡˜ Ô˘ ÂÛÂ›˜ Î¿Ó·ÙÂ, ÌÔÚÂ›ÙÂ Ó· ‰È·ÈÛÙÒÛÂÙÂ ·Ó Ú¿ÁÌ·ÙÈ ÔÈ
ÏfiÁÔÈ ·˘ÙÔ› Â›Ó·È ›ÛÔÈ;

NNfifiÌÌÔÔ˜̃  ÙÙˆ̂ÓÓ  ËËÌÌÈÈÙÙfifiÓÓˆ̂ÓÓ  
™ÙËÓ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË Ù¿ÍË Ì¿ı·ÌÂ Ó· ˘ÔÏÔÁ›˙Ô˘ÌÂ ÙÈ˜ ÏÂ˘Ú¤˜ Î·È ÙÈ˜ ÁˆÓ›Â˜ ÂÓfi˜
ÔÚıÔÁˆÓ›Ô˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘, fiÙ·Ó ÁÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ ‰‡Ô ÏÂ˘Ú¤˜ ÙÔ˘ ‹ ÌÈ· ÏÂ˘Ú¿ Î·È ÌÈ· ÔÍÂ›·
ÁˆÓ›· ÙÔ˘. ¶Ò˜ fiÌˆ˜ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ ÏÂ˘Ú¤˜ Î·È ÙÈ˜ ÁˆÓ›Â˜ ÂÓfi˜
ÙÚÈÁÒÓÔ˘ fiÙ·Ó ‰ÂÓ Â›Ó·È ÔÚıÔÁÒÓÈÔ;
™¯Â‰È¿˙Ô˘ÌÂ ¤Ó· ÔÍ˘ÁÒÓÈÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ ∞µ° Î·È Ê¤ÚÔ˘ÌÂ ÙÔ
‡„Ô˜ °¢. ∞fi Ù· ÔÚıÔÁÒÓÈ· ÙÚ›ÁˆÓ· ∞¢° Î·È °¢µ ¤¯Ô˘ÌÂ:

ËÌ∞ = ‹   °¢ = ‚ËÌ∞   (1)

ËÌµ = ‹   °¢ = ·ËÌµ   (2)

∞fi ÙÈ˜ ÈÛfiÙËÙÂ˜ (1), (2) ¤¯Ô˘ÌÂ    ‚ËÌ∞ = ·ËÌµ    ‹     = .

√ÌÔ›ˆ˜ ·Ô‰ÂÈÎÓ‡ÂÙ·È fiÙÈ = .

∞Ô‰Â›Í·ÌÂ ÏÔÈfiÓ, fiÙÈ ÛÂ Î¿ıÂ ÔÍ˘ÁÒÓÈÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ ÈÛ¯‡ÂÈ:

· ‚ Á
 =   = 
ËÌ∞      ËÌµ     ËÌ°

Á
ËÌ°

‚
ËÌµ

‚
ËÌµ

·
ËÌ∞

°¢
·

°¢
‚

∞∞

°A
ËÌ30Æ

°µ
ËÌ45Æ

∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ

NfiÌÔ˜ ÙˆÓ ËÌÈÙfiÓˆÓ – ¡fiÌÔ˜ ÙˆÓ Û˘ÓËÌÈÙfiÓˆÓ22..44

∞∞ BB

°°

°°

∞∞ ¢¢
4455ÆÆ

1100
00  

mm

3300ÆÆ
µµ

¢¢

··‚‚

ÁÁ
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∏ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË Û¯¤ÛË ·Ô‰ÂÈÎÓ‡ÂÙ·È fiÙÈ ÈÛ¯‡ÂÈ Î·È fiÙ·Ó ÙÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ ∞µ° Â›Ó·È ·Ì‚Ï˘-
ÁÒÓÈÔ ‹ ÔÚıÔÁÒÓÈÔ Î·È ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÓÓfifiÌÌÔÔ˜̃  ÙÙˆ̂ÓÓ  ËËÌÌÈÈÙÙfifiÓÓˆ̂ÓÓ.

√√ÈÈ  ÏÏÂÂ˘̆ÚÚ¤¤˜̃  ÎÎ¿¿ııÂÂ  ÙÙÚÚÈÈÁÁÒÒÓÓÔÔ˘̆  ÂÂ››ÓÓ··ÈÈ  ··ÓÓ¿¿ÏÏÔÔÁÁÂÂ˜̃  ÚÚÔÔ˜̃  ÙÙ··  ËËÌÌ››ÙÙÔÔÓÓ··  ÙÙˆ̂ÓÓ  ··¤¤ÓÓ··ÓÓÙÙÈÈ  ÁÁˆ̂ÓÓÈÈÒÒÓÓ  ÙÙÔÔ˘̆..

ªÂ ÙÔ ÓfiÌÔ ÙˆÓ ËÌÈÙfiÓˆÓ, ·Ó ÁÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ ÌÈ· ÏÂ˘Ú¿ ÂÓfi˜ ÙÚÈÁÒÓÔ˘, ÙËÓ ·¤Ó·ÓÙÈ ÁˆÓ›·
ÙË˜ Î·È ÌÈ· ¿ÏÏË ÏÂ˘Ú¿ ‹ ÁˆÓ›· ÙÔ˘, ÙfiÙÂ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÔ˘ÌÂ Ù· ˘fiÏÔÈ·
ÚˆÙÂ‡ÔÓÙ· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘ (ÏÂ˘Ú¤˜ – ÁˆÓ›Â˜).

°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ÛÙÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ ÙÔ˘ ‰ÈÏ·ÓÔ‡ Û¯‹Ì·ÙÔ˜
ÌÔÚÔ‡ÌÂ ÌÂ ÙÔ ÓfiÌÔ ÙˆÓ ËÌÈÙfiÓˆÓ Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÔ˘ÌÂ ÙË
ÁˆÓ›· 

∧

°, ·ÊÔ‡

= ‹   = ‹  8ËÌ° = 6ËÌ70Æ  ‹

ËÌ° = ‹  ËÌ° = ‹  ËÌ° = 0,705.

∞fi ÙÔ˘˜ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ‡˜ ›Ó·ÎÂ˜ ‰È·ÈÛÙÒÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ  
∧

° = 45Æ.

NNfifiÌÌÔÔ˜̃  ÙÙˆ̂ÓÓ  ÛÛ˘̆ÓÓËËÌÌÈÈÙÙfifiÓÓˆ̂ÓÓ  
™’ ¤Ó· ÙÚ›ÁˆÓÔ ∞µ°, ·Ó ÁÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ ÙÈ˜ ÙÚÂÈ˜ ÏÂ˘Ú¤˜ ÙÔ˘ ‹ ‰‡Ô ÏÂ˘Ú¤˜ Î·È ÙËÓ
ÂÚÈÂ¯fiÌÂÓË ÁˆÓ›· ÙÔ˘˜, ÙfiÙÂ ÌÂ ÙÔ ÓfiÌÔ ÙˆÓ ËÌÈÙfiÓˆÓ ‰ÂÓ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÔ˘ÌÂ
Ù· ˘fiÏÔÈ· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘, ·ÊÔ‡ ‰Â ÁÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ ÌÈ· ÏÂ˘Ú¿ Î·È ÙËÓ ·¤Ó·ÓÙÈ
ÁˆÓ›· ÙË˜.
∞Ó ÙÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ Â›Ó·È ÔÍ˘ÁÒÓÈÔ Î·È Ê¤ÚÔ˘ÌÂ ÙÔ ‡„Ô˜ °¢, ÙfiÙÂ
·fi ÙÔ ¶˘ı·ÁfiÚÂÈÔ ıÂÒÚËÌ· ÛÙÔ ÔÚıÔÁÒÓÈÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ ¢µ°
¤¯Ô˘ÌÂ: ·2 = ¢°2 + ¢µ2 (1).
∂ÂÈ‰‹ ¢µ = Á – ∞¢, Ë ÈÛfiÙËÙ· (1) ÁÚ¿ÊÂÙ·È:
·2 = ¢°2 + (Á – ∞¢)2 ‹   ·2 = ¢°2 + Á2 + ∞¢2 – 2Á � ∞¢   (2).
∞fi ÙÔ ÔÚıÔÁÒÓÈÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ ∞¢° ¤¯Ô˘ÌÂ:

¢°2 + ∞¢2 = ‚2 Î·È  Û˘Ó∞ = ‹   ∞¢ = ‚Û˘Ó∞.

ÕÚ· Ë ÈÛfiÙËÙ· (2) ÁÚ¿ÊÂÙ·È: 

∏ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË Û¯¤ÛË ·Ô‰ÂÈÎÓ‡ÂÙ·È fiÙÈ ÈÛ¯‡ÂÈ Î·È fiÙ·Ó ÙÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ ∞µ° Â›Ó·È ·Ì‚Ï˘-
ÁÒÓÈÔ ‹ ÔÚıÔÁÒÓÈÔ Î·È ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÓÓfifiÌÌÔÔ˜̃  ÙÙˆ̂ÓÓ  ÛÛ˘̆ÓÓËËÌÌÈÈÙÙfifiÓÓˆ̂ÓÓ.
√ÌÔ›ˆ˜ ·Ô‰ÂÈÎÓ‡ÂÙ·È fiÙÈ ÛÂ Î¿ıÂ ÙÚ›ÁˆÓÔ ∞µ° ÈÛ¯‡Ô˘Ó

‚2 = Á2 + ·2 – 2Á·Û˘Óµ
Á2 = ·2 + ‚2 – 2·‚Û˘Ó°

·2 = ‚2 + Á2 – 2‚ÁÛ˘Ó∞

∞¢
‚

µµ

6 � 0,94
8

6ËÌ70Æ
8

6
ËÌ°

8
ËÌ70Æ

Á
ËÌ°

·
ËÌ∞

Γενικά
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ªÂ ÙÔ ÓfiÌÔ ÙˆÓ Û˘ÓËÌÈÙfiÓˆÓ, ·Ó Û’ ¤Ó· ÙÚ›ÁˆÓÔ ÁÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ ÙÈ˜ ÙÚÂÈ˜ ÏÂ˘Ú¤˜ ÙÔ˘ ‹ ‰‡Ô
ÏÂ˘Ú¤˜ Î·È ÙËÓ ÂÚÈÂ¯fiÌÂÓË ÁˆÓ›· ÙÔ˘˜, ÙfiÙÂ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÔ˘ÌÂ Ù· ˘fiÏÔÈ·
ÚˆÙÂ‡ÔÓÙ· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘.

°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ·Ó ÛÙÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ ∞µ° Â›Ó·È · = 9 cm,
‚ = 7 cm  Î·È  Á = 6 cm, ÙfiÙÂ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ˘ÔÏÔ-
Á›ÛÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ ÁˆÓ›Â˜ ÙÔ˘.
¶.¯. ÁÈ· Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÔ˘ÌÂ ÙË ÁˆÓ›· 

∧

µ ¤¯Ô˘ÌÂ:
‚2 = Á2 + ·2 – 2Á·Û˘Óµ  ‹ 
72 = 62 + 92 – 2 � 6 � 9 � Û˘Óµ  ‹  
49 = 36 + 81 – 108 � Û˘Óµ ‹  108 Û˘Óµ = 68  ‹ 

Û˘Óµ = = 0,629. ∞fi ÙÔ˘˜ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ‡˜ ›Ó·ÎÂ˜ ‰È·ÈÛÙÒÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ  
∧

µ = 51Æ.

™™ÂÂ  ÙÙÚÚ››ÁÁˆ̂ÓÓÔÔ  ∞∞µµ°°  ÂÂ››ÓÓ··ÈÈ    
∧∧

∞∞  ==  112200ÆÆ,,      
∧∧

µµ  ==  4455ÆÆ    ÎÎ··ÈÈ    ··  ==  3300  ccmm..  NN··  ˘̆ÔÔÏÏÔÔÁÁÈÈÛÛÙÙÂÂ››  ËË  ÁÁˆ̂ÓÓ››··
∧∧

°°  ÎÎ··ÈÈ  ËË  ÏÏÂÂ˘̆ÚÚ¿¿  ‚‚..

Λύση
∞fi ÙË Û¯¤ÛË  

∧

∞ + 
∧

µ + 
∧

° = 180Æ ¤¯Ô˘ÌÂ
120Æ+ 45Æ+ 

∧

° = 180Æ  ‹ 
∧

° = 180Æ– 165Æ   ‹    
∧

° = 15Æ.
∞fi ÙÔ ÓfiÌÔ ÙˆÓ ËÌÈÙfiÓˆÓ ¤¯Ô˘ÌÂ

= ‹   = ‹    ‚ � ËÌ120Æ = 30 � ËÌ45Æ   (1).

∂ÂÈ‰‹ ËÌ120Æ = ËÌ(180Æ– 60Æ) = ËÌ60Æ= Î·È ËÌ45Æ= Ë ÈÛfiÙËÙ· (1)
ÁÚ¿ÊÂÙ·È:

‚ � = 30 � ‹  ‚ = ‹  ‚ = ‹  ‚ = 10��6 cm. 

¢¢‡‡ÔÔ  ÊÊ¿¿ÚÚÔÔÈÈ  ºº11,,  ºº22 ··¤¤¯̄ÔÔ˘̆ÓÓ  ÌÌÂÂÙÙ··ÍÍ‡‡  ÙÙÔÔ˘̆˜̃  1100  ÌÌ››ÏÏÈÈ··..
ŒŒÓÓ··  ÏÏÔÔ››ÔÔ  ¶¶  ‚‚ÚÚ››ÛÛÎÎÂÂÙÙ··ÈÈ  ÛÛÂÂ  ÌÌÈÈ··  ıı¤¤ÛÛËË,,  fifiˆ̂˜̃  ÊÊ··››ÓÓÂÂÙÙ··ÈÈ  ÛÛÙÙÔÔ
ÛÛ¯̄‹‹ÌÌ··..  ¡¡··  ˘̆ÔÔÏÏÔÔÁÁÈÈÛÛÙÙÔÔ‡‡ÓÓ  ÔÔÈÈ  ··ÔÔÛÛÙÙ¿¿ÛÛÂÂÈÈ˜̃  xx,,  yy  ÙÙÔÔ˘̆
ÏÏÔÔ››ÔÔ˘̆  ··fifi  ÎÎ¿¿ııÂÂ  ÊÊ¿¿ÚÚÔÔ..

Λύση
™ÙÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ ¶º1º2 ¤¯Ô˘ÌÂ ˆ + 59Æ + 75Æ = 180Æ,
ÔfiÙÂ ˆ = 46Æ. ∞fi ÙÔ ÓfiÌÔ ÙˆÓ ËÌÈÙfiÓˆÓ ¤¯Ô˘ÌÂ

= = . 
y

ËÌ59Æ
x

ËÌ75Æ
10

ËÌ46Æ

22

30��6
3

30��2
��3

��2
2

��3
2

��2
2

��3
2

‚
ËÌ45Æ

30
ËÌ120Æ

‚
ËÌµ

·
ËÌ∞

11

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ – ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

68
108
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BB °°

AA
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==

  66
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112200ÆÆÁÁ ‚‚
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¶¶
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1100
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∞fi ÙËÓ ÈÛfiÙËÙ· = ¤¯Ô˘ÌÂ x= ‹ x= =13,44 Ì›ÏÈ·.

∞fi ÙËÓ ÈÛfiÙËÙ· = ¤¯Ô˘ÌÂ y= ‹ y= =11,92 Ì›ÏÈ·.

∂ÔÌ¤Óˆ˜ ÙÔ ÏÔ›Ô ¶ ·¤¯ÂÈ ·fi ÙÔ Ê¿ÚÔ º1 13,44 Ì›ÏÈ· Î·È ·fi ÙÔ Ê¿ÚÔ º2 11,92 Ì›ÏÈ·.

™™ÂÂ  ÙÙÚÚ››ÁÁˆ̂ÓÓÔÔ  ∞∞µµ°°  ÂÂ››ÓÓ··ÈÈ  
∧∧

∞∞  ==  6600ÆÆ,,  ‚‚  ==  44  ccmm  ÎÎ··ÈÈ  ÁÁ  ==  22  ccmm..  NN··  ˘̆ÔÔÏÏÔÔÁÁÈÈÛÛÙÙÂÂ››  ËË  ÏÏÂÂ˘̆ÚÚ¿¿
··  ÎÎ··ÈÈ  ÔÔÈÈ  ÁÁˆ̂ÓÓ››ÂÂ˜̃  

∧∧

µµ,,  
∧∧

°°..

Λύση
∞fi ÙÔ ÓfiÌÔ ÙˆÓ Û˘ÓËÌÈÙfiÓˆÓ ¤¯Ô˘ÌÂ:

·2 = ‚2 + Á2 – 2‚ÁÛ˘Ó∞  ‹   ·2 = 42 + 22 – 2 � 4 � 2 � Û˘Ó60Æ

‹   ·2 = 16 + 4 – 16 � ‹  ·2 = 12. 

ÕÚ·   · = ��12    ‰ËÏ·‰‹    · = 2��3 cm.

√ÌÔ›ˆ˜ ¤¯Ô˘ÌÂ:

‚2 = Á2 + ·2 – 2Á·Û˘Óµ   ‹   42 = 22 + (2��3)2 – 2 � 2��3 � 2 � Û˘Óµ  ‹

16 = 4 + 12 – 8��3 � Û˘Óµ  ‹  8��3 � Û˘Óµ = 0  ‹  Û˘Óµ = 0, ÔfiÙÂ  
∧

µ = 90Æ.

∞ÊÔ‡  
∧

∞ + 
∧

µ + 
∧

° = 180Æ  Î·È  
∧

∞ = 60Æ, 
∧

µ = 90Æ, ¤¯Ô˘ÌÂ 
∧

° = 30Æ.

¢¢‡‡ÔÔ  ‰‰˘̆ÓÓ¿¿ÌÌÂÂÈÈ˜̃  FF11 ==  44  NN    ÎÎ··ÈÈ    FF22 ==  33  NN  ÂÂÊÊ··ÚÚÌÌfifi˙̇ÔÔÓÓÙÙ··ÈÈ  ÛÛ’’  ¤¤ÓÓ··  ˘̆ÏÏÈÈÎÎfifi  ÛÛËËÌÌÂÂ››ÔÔ  √√  ÎÎ··ÈÈ
ÛÛ¯̄ËËÌÌ··ÙÙ››˙̇ÔÔ˘̆ÓÓ  ÁÁˆ̂ÓÓ››··  ˆ̂  ==  6600ÆÆ..  ¡¡··  ˘̆ÔÔÏÏÔÔÁÁÈÈÛÛÙÙÂÂ››  ËË  ÛÛ˘̆ÓÓÈÈÛÛÙÙ··ÌÌ¤¤ÓÓËË  ÙÙÔÔ˘̆˜̃  FF..

Λύση
H Û˘ÓÈÛÙ·Ì¤ÓË F ÙˆÓ ‰˘Ó¿ÌÂˆÓ F1, F2,
fiˆ˜ Ê·›ÓÂÙ·È ÛÙÔ Û¯‹Ì·, Â›Ó·È Ë ‰È·ÁÒÓÈÔ˜
ÙÔ˘ ·Ú·ÏÏËÏÔÁÚ¿ÌÌÔ˘ √∞™µ. ∞fi ÙÔ
ÓfiÌÔ ÙˆÓ Û˘ÓËÌÈÙfiÓˆÓ ÛÙÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ √µ™ Î·È
ÂÂÈ‰‹ µ™ = F1, ¤¯Ô˘ÌÂ:
F2 = F1

2 + F2
2 – 2F1F2Û˘Óˆ   (1).

√È ÁˆÓ›Â˜ fiÌˆ˜ ˆ Î·È 60Æ Â›Ó·È
·Ú·ÏËÚˆÌ·ÙÈÎ¤˜, ÔfiÙÂ Û˘Óˆ = –Û˘Ó60Æ
Î·È Ô Ù‡Ô˜ (1) ÁÚ¿ÊÂÙ·È:

F2 = F1
2 + F2

2 + 2F1F2Û˘Ó60Æ  ‹   F2 = 42 + 32 + 2 � 4 � 3 � ‹   F2 = 37,  ÔfiÙÂ

F = ��37 N  ‹  F = 6,08 N.

1
2

44

1
2

33

10 � 0,857
0,719

10 � ËÌ59Æ
ËÌ46Æ

y
ËÌ59Æ

10
ËÌ46Æ

10 � 0,966
0,719

10 � ËÌ75Æ
ËÌ46Æ

x
ËÌ75Æ

10
ËÌ46Æ
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¡· ÁÚ¿„ÂÙÂ ÙÔ ÓfiÌÔ ÙˆÓ ËÌÈÙfiÓˆÓ ÛÙÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ ÙÔ˘

‰ÈÏ·ÓÔ‡ Û¯‹Ì·ÙÔ˜  – =– =–

¡· ÁÚ¿„ÂÙÂ ÙÔ ÓfiÌÔ ÙˆÓ ËÌÈÙfiÓˆÓ:

··)) ÛÙÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ ∞µ¢  – =– =–

‚‚)) ÛÙÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ ∞¢°  – =– =–

¡· ¯·Ú·ÎÙËÚ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÈÛfiÙËÙÂ˜ ÌÂ (™), ·Ó Â›Ó·È ÛˆÛÙ¤˜ ‹ ÌÂ (§), ·Ó Â›Ó·È
Ï·Óı·ÛÌ¤ÓÂ˜:
··)) ™Â Î¿ıÂ ÙÚ›ÁˆÓÔ ∞µ° ÈÛ¯‡ÂÈ ·ËÌµ = ‚ËÌ∞.

‚‚)) ∞Ó ÛÂ ÙÚ›ÁˆÓÔ ∞µ° Â›Ó·È 
∧

∞ = 60Æ, 
∧

° = 100Æ, ÙfiÙÂ = .            

ÁÁ)) ™Â Î¿ıÂ ÙÚ›ÁˆÓÔ ∞µ° ÈÛ¯‡ÂÈ 2‚ÁÛ˘Ó∞ = ‚2 + Á2 – ·2.
‰‰)) ∞Ó ÛÂ ÙÚ›ÁˆÓÔ ∞µ° Â›Ó·È 

∧

∞ = 70Æ,  
∧

° = 80Æ, ÙfiÙÂ ÈÛ¯‡ÂÈ
‚2 = Á2 + ·2 – 2Á·Û˘Ó80Æ.

ÂÂ)) ∞Ó ÛÂ ÙÚ›ÁˆÓÔ ∞µ° Â›Ó·È 
∧

° = 60Æ, ÙfiÙÂ ÈÛ¯‡ÂÈ Á2 = ·2 + ‚2 – ·‚.

¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÈÛfiÙËÙÂ˜ Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ 
ÙÔ ÓfiÌÔ ÙˆÓ Û˘ÓËÌÈÙfiÓˆÓ:
x2 = .................. y2 = .................. ˆ2 = .................. 

¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜
··)) ∏ ÁˆÓ›· x ˘ÔÏÔÁ›˙ÂÙ·È ÌÂ ÙÔ ÓfiÌÔ ÙˆÓ ..................

·fi ÙËÓ ÈÛfiÙËÙ· ..................

‚‚)) ∏ ÏÂ˘Ú¿ x ˘ÔÏÔÁ›˙ÂÙ·È ÌÂ ÙÔ ÓfiÌÔ ÙˆÓ ..................
·fi ÙËÓ ÈÛfiÙËÙ· ..................

ÁÁ)) ∏ ÁˆÓ›· x ˘ÔÏÔÁ›˙ÂÙ·È ÌÂ ÙÔ ÓfiÌÔ ÙˆÓ ..................
·fi ÙËÓ ÈÛfiÙËÙ· ..................

‰‰)) ∏ ÏÂ˘Ú¿ x ˘ÔÏÔÁ›˙ÂÙ·È ÌÂ ÙÔ ÓfiÌÔ ÙˆÓ ..................
·fi ÙËÓ ÈÛfiÙËÙ· ..................
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Á
ËÌ20Æ

‚
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11
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¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÔ x ÛÂ Î·ıÂÌÈ¿ ·fi ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜:
··)) ‚‚)) ÁÁ))

¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÔ x ÛÂ Î·ıÂÌÈ¿ ·fi ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜:
··)) ‚‚)) ÁÁ))

¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ˘fiÏÔÈÂ˜ ÁˆÓ›Â˜ ÙÔ˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘ ∞µ°, fiÙ·Ó:
··)) · = 2,  ‚ = ��2  Î·È 

∧

µ = 30Æ ‚‚)) ‚ = ��2 ,  Á = ��3  Î·È  
∧

° = 60Æ.

∞Ó ÛÂ ÙÚ›ÁˆÓÔ ∞µ° Â›Ó·È 
∧

µ = 30Æ, ‚ = 10, · = 10��3, ÙfiÙÂ Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ ÙÔ
ÙÚ›ÁˆÓÔ Â›Ó·È ÔÚıÔÁÒÓÈÔ ‹ ÈÛÔÛÎÂÏ¤˜.

N· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÔ Ì‹ÎÔ˜ ÙË˜ ‰È·‰ÚÔÌ‹˜ x
ÙÔ˘ ÂÓ·¤ÚÈÔ˘ ÛÈ‰ËÚÔ‰ÚfiÌÔ˘ ÛÙÔ ‰ÈÏ·Ófi
Û¯‹Ì·. (¡· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂ-
ÙÚÈÎÔ‡˜ ›Ó·ÎÂ˜).

ŒÓ·˜ Ì·ıËÙ‹˜ ·Â˘ı˘ÓfiÌÂÓÔ˜ ÛÙÔÓ Î·ıËÁËÙ‹ ÙÔ˘ ÙˆÓ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ Â›Â:
– ∫‡ÚÈÂ, ÛÂ ¤Ó· ‚È‚Ï›Ô ‚Ú‹Î· ÌÈ· ¿ÛÎËÛË ÛÙËÓ ÔÔ›· ¤‰ÈÓÂ ¤Ó· ÙÚ›ÁˆÓÔ ∞µ° ÌÂ

· = 12, ‚ = 6, 
∧

µ = 60Æ Î·È ˙ËÙÔ‡ÛÂ Ó· ‚ÚÂıÔ‡Ó Ù· ˘fiÏÔÈ· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘.
¶Ò˜ Ï‡ÓÂÙ·È;

√ Î·ıËÁËÙ‹˜ ·ÊÔ‡ Â›‰Â ÙËÓ ¿ÛÎËÛË ÙÔ‡ Â›Â:
– ∫¿ÔÈÔ Ï¿ıÔ˜ ¤¯ÂÈ˜ Î¿ÓÂÈ, ÁÈ·Ù› ‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ Ù¤ÙÔÈÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ.
¶Ò˜ ÙÔ Î·Ù¿Ï·‚Â Ô Î·ıËÁËÙ‹˜;

√È ‰˘Ó¿ÌÂÈ˜ F1, F2 ¤¯Ô˘Ó Û˘ÓÈÛÙ·Ì¤ÓË F = 10 N
Ô˘ Û¯ËÌ·Ù›˙ÂÈ ÌÂ ÙËÓ F1 ÁˆÓ›· 28Æ Î·È ÌÂ ÙËÓ F2

ÁˆÓ›· 35Æ. ¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ‰˘Ó¿ÌÂÈ˜ F1, F2.
(¡· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ‡˜ ›Ó·ÎÂ˜).
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ŒÓ·˜ ÙÔÔÁÚ¿ÊÔ˜ ÁÈ· Ó· ÌÂÙÚ‹ÛÂÈ ÙÔ
‡„Ô˜ ÂÓfi˜ „ËÏÔ‡ ÎÙÈÚ›Ô˘ ÙÔÔı¤ÙËÛÂ ÙÔ
ÁˆÓÈfiÌÂÙÚfi ÙÔ˘ ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô ∞ Î·È ‚Ú‹ÎÂ
ÙË ÁˆÓ›· E

∧

°Z = 46Æ. ™ÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· ÌÂÙ·ÎÈ-
Ó‹ıËÎÂ Î·Ù¿ 30 m, ÙÔÔı¤ÙËÛÂ ÙÔ ÁˆÓÈfi-
ÌÂÙÚÔ ÛÙË ı¤ÛË µ Î·È ‚Ú‹ÎÂ ÙË ÁˆÓ›·
E

∧

¢° = 26Æ. ¶ÔÈÔ ‹Ù·Ó ÙÔ ‡„Ô˜ ÙÔ˘ ÎÙÈÚ›Ô˘,
·Ó ÙÔ ÁˆÓÈfiÌÂÙÚÔ ¤¯ÂÈ ‡„Ô˜ 1,4 m.
(¡· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ‡˜
›Ó·ÎÂ˜).

¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÔ x ÛÂ Î·ıÂÌÈ¿ ·fi ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜:
··)) ‚‚)) ÁÁ))                                            ‰‰))

¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ›ÛÂ˜ ÏÂ˘Ú¤˜ ‚, Á ÈÛÔÛÎÂÏÔ‡˜ ÙÚÈÁÒÓÔ˘ ∞µ°, ·Ó  
∧

∞ = 120Æ Î·È
· = 3��3.

™Â Î‡ÎÏÔ ÌÂ ·ÎÙ›Ó· R = 10 cm, Ë ¯ÔÚ‰‹ ∞µ ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Â›
ÛÂ ÙfiÍÔ 120Æ. ¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÔ Ì‹ÎÔ˜ ÙË˜ ¯ÔÚ‰‹˜.

¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ‰È·ÁˆÓ›Ô˘˜ ·Ú·ÏÏËÏÔÁÚ¿ÌÌÔ˘ ∞µ°¢ ÌÂ ∞µ=4, µ°=3 Î·È
∧

∞ = 120Æ.

ªÈ· ÙÂ¯ÓÈÎ‹ ÂÙ·ÈÚÂ›· ı¤ÏÂÈ Ó· Î·Ù·ı¤ÛÂÈ ÌÈ· ÚÔÛÊÔ-
Ú¿ ÁÈ· ÙËÓ Î·Ù·ÛÎÂ˘‹ ÌÈ·˜ Û‹Ú·ÁÁ·˜ ∞µ. ŒÓ·˜
ÌË¯·ÓÈÎfi˜ ÙË˜ ÂÙ·ÈÚÂ›·˜ ÌÂ ÙÔ˘˜ Û˘ÓÂÚÁ¿ÙÂ˜ ÙÔ˘
¤ÛÙËÛÂ ¤Ó· ÁˆÓÈfiÌÂÙÚÔ ÛÙË ı¤ÛË ª Ô˘ Ë ·fiÛÙ·Û‹
ÙÔ˘ ·fi ÙÔ ∞ ‹Ù·Ó 100 m Î·È ·fi ÙÔ µ ‹Ù·Ó 154 m.
∞ÊÔ‡ Ì¤ÙÚËÛÂ ÙË ÁˆÓ›· ∞

∧

Mµ = 73Æ, ÈÛ¯˘Ú›ÛÙËÎÂ fiÙÈ ÌÂ
·˘Ù¿ Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· ÌÔÚÔ‡ÛÂ Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÈ ÙÔ Ì‹ÎÔ˜
ÙË˜ Û‹Ú·ÁÁ·˜. ∂›¯Â ‰›ÎÈÔ ‹ ¿‰ÈÎÔ; ¶fiÛÔ ‹Ù·Ó ÙÂÏÈÎ¿ ÙÔ
Ì‹ÎÔ˜ ÙË˜ Û‹Ú·ÁÁ·˜; (¡· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ‡˜ ›Ó·ÎÂ˜).
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ŒÓ·˜ ˘ÚÔÛ‚ÂÛÙ‹Ú·˜ ·˘ÙfiÌ·ÙË˜ Î·Ù¿Û‚ÂÛË˜
ÚfiÎÂÈÙ·È Ó· ÛÙËÚÈ¯ÙÂ› ¿Óˆ ·fi ÙÔÓ Î·˘ÛÙ‹Ú·
ÂÓfi˜ Î·ÏÔÚÈÊ¤Ú. ŒÓ·˜ ÙÂ¯ÓÈÎfi˜ ı¤ÏÂÈ Ó· Î·Ù·-
ÛÎÂ˘¿ÛÂÈ ÙË ‚¿ÛË ÛÙ‹ÚÈÍ‹˜ ÙÔ˘ Î·È ‰È·ı¤ÙÂÈ ÙÚÂÈ˜
ÌÂÙ·ÏÏÈÎ¤˜ ‚¤ÚÁÂ˜ ∞µ = 0,70 m,  ∞° = 1,30 m Î·È
µ° = 1,80 m. °È· Ó· ÎÔÏÏ‹ÛÂÈ fiÌˆ˜ Î·Ù¿ÏÏËÏ·
ÙÈ˜ ‚¤ÚÁÂ˜ ∞µ, ∞°, fiˆ˜ Ê·›ÓÂÙ·È ÛÙÔ Û¯‹Ì·,
Ú¤ÂÈ Ó· ÁÓˆÚ›˙ÂÈ ÙË ÁˆÓ›· ˆ. ªÔÚÂ›ÙÂ ÂÛÂ›˜
Ó· ÙËÓ ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ, ÒÛÙÂ Ó· ‚ÔËı‹ÛÂÙÂ ÙÔÓ
ÙÂ¯ÓÈÎfi; (¡· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ‡˜
›Ó·ÎÂ˜).

YYÔÔÏÏÔÔÁÁÈÈÛÛÌÌfifi˜̃   ÙÙËË˜̃   ··fifiÛÛÙÙ··ÛÛËË˜̃   ··ÚÚfifiÛÛÈÈ ÙÙˆ̂ÓÓ  ÛÛËËÌÌÂÂ›› ˆ̂ÓÓ ..
ÀÀÔÔÏÏÔÔÁÁÈÈÛÛÌÌfifi˜̃  ÙÙÔÔ˘̆  ‡‡„„ÔÔ˘̆˜̃  ÂÂÓÓfifi˜̃  „„ËËÏÏÔÔ‡‡  ÎÎÙÙÈÈÚÚ››ÔÔ˘̆,,  ÂÂÓÓfifi˜̃  ‚‚ÔÔ˘̆ÓÓÔÔ‡‡,,  ÙÙËË˜̃  ··fifiÛÛÙÙ··ÛÛËË˜̃  ‰‰‡‡ÔÔ
˘̆ÊÊ¿¿ÏÏˆ̂ÓÓ,,  ‰‰‡‡ÔÔ  ÊÊ¿¿ÚÚˆ̂ÓÓ  ÎÎ..ÙÙ..ÏÏ..

¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ:
··)) (1 – ËÌx + Û˘Óx)2 = 2(1 – ËÌx)(1 + Û˘Óx) ‚‚)) + = 

™Â ÔÚıÔÎ·ÓÔÓÈÎfi Û‡ÛÙËÌ· ·ÍfiÓˆÓ √xy ‰›ÓÂÙ·È ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ∞(4, 0) Î·È ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ª
Ô˘ ¤¯ÂÈ ÙÂÙÌËÌ¤ÓË –5 Î·È Ë ·fiÛÙ·Û‹ ÙÔ˘ ·fi ÙÔ √ Â›Ó·È 13. ∞Ó ˆ Â›Ó·È Ë ÁˆÓ›·
∞

∧

Oª, Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÔ Û˘Óˆ Î·È ÙËÓ ·fiÛÙ·ÛË ∞ª.

™Â ÙÚ›ÁˆÓÔ ∞µ° Â›Ó·È µ° = 30 cm,  
∧

µ = 45Æ  Î·È  
∧

° = 75Æ. ¡· ¯·Ú¿ÍÂÙÂ ÙË ‰È¯ÔÙfiÌÔ
∞¢ ÙÔ˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘ ∞µ°, Ó· ÂÍËÁ‹ÛÂÙÂ ÁÈ·Ù› ÙÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ
∞¢° Â›Ó·È ÈÛÔÛÎÂÏ¤˜ Î·È Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÔ Ì‹ÎÔ˜ ÙË˜
‰È¯ÔÙfiÌÔ˘ ∞¢.

∞Ó ∞¢ ‰È¯ÔÙfiÌÔ˜ ÙÚÈÁÒÓÔ˘ ∞µ°, Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ:

··)) = ‚‚)) = ÁÁ)) = µ¢
°¢

Á
‚

ËÌˆ
ËÌ∞2

‚
°¢

ËÌÊ
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··)) ¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘ ∞µ° ÙÔ˘

‰ÈÏ·ÓÔ‡ Û¯‹Ì·ÙÔ˜ Â›Ó·È ∂ = ‚Á ËÌ∞.

‚‚)) ¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙËÓ ÁˆÓ›· 
∧

∞ Î·È ÙÔ
ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ Î‹Ô˘ ∞µ° ÙÔ˘ ‰ÈÏ·ÓÔ‡
Û¯‹Ì·ÙÔ˜.

··)) ∞Ó Û’ ¤Ó· ÙÚ›ÁˆÓÔ ∞µ° ÈÛ¯‡ÂÈ ËÌ2∞ = ËÌ2µ + ËÌ2°, ÙfiÙÂ Ó· ·Ô‰ÂÈÍÂÙÂ fiÙÈ ÙÔ
ÙÚ›ÁˆÓÔ Â›Ó·È ÔÚıÔÁÒÓÈÔ.

‚‚)) ∞Ó Û’ ¤Ó· ÙÚ›ÁˆÓÔ ∞µ° ÈÛ¯‡ÂÈ ËÌ(µ + °) + Û˘Ó(µ – °) = 2, ÙfiÙÂ Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ
fiÙÈ ÙÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ Â›Ó·È ÔÚıÔÁÒÓÈÔ Î·È ÈÛÔÛÎÂÏ¤˜.

™Â Î¿ıÂ ÙÚ›ÁˆÓÔ ∞µ° Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ:
··)) ·(ËÌµ – ËÌ°) + ‚(ËÌ° – ËÌ∞) + Á(ËÌ∞ – ËÌµ) = 0 ‚‚)) · = ‚Û˘Ó° + ÁÛ˘Óµ

ÁÁ)) ‚2 – Á2 = ·(‚Û˘Ó° – ÁÛ˘Óµ) ‰‰)) + + = 

¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÈ˜ ÏÂ˘Ú¤˜ ÙÚÈÁÒÓÔ˘ ∞µ°, ·Ó Ù· Ì‹ÎË ÙÔ˘˜ Â›Ó·È ‰È·‰Ô¯ÈÎÔ› Ê˘ÛÈÎÔ›

·ÚÈıÌÔ›, Ë Á Â›Ó·È Ë ÌÈÎÚfiÙÂÚË ÏÂ˘Ú¿ Î·È Û˘Ó° = . 

¢‡Ô Ê›ÏÔÈ ÙÔÔı¤ÙËÛ·Ó Ù· ÁˆÓÈfiÌÂÙÚ¿ ÙÔ˘˜
ÛÙÈ˜ ı¤ÛÂÈ˜ ∞, µ ÌÈ·˜ ·ÎÙ‹˜ Î·È ·Ú·Ù‹-
ÚËÛ·Ó ‰‡Ô ‚Ú¿¯Ô˘˜ Ô˘ ÚÔÂÍÂ›¯·Ó ·fi
ÙËÓ ÂÈÊ¿ÓÂÈ· ÙË˜ ı¿Ï·ÛÛ·˜. ∞Ó Ë ·fi-
ÛÙ·ÛË ∞µ ‹Ù·Ó 30 m Î·È Ù· ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù·
ÙˆÓ ÌÂÙÚ‹ÛÂˆÓ ÙÔ˘˜ Ê·›ÓÔÓÙ·È ÛÙÔ ‰ÈÏ·Ófi
Û¯‹Ì·, ÙfiÙÂ Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙËÓ ·fiÛÙ·ÛË
ÙˆÓ ‰‡Ô ‚Ú¿¯ˆÓ. (¡· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈ‹ÛÂÙÂ
ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ‡˜ ›Ó·ÎÂ˜).
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™Â ÔÚıÔÎ·ÓÔÓÈÎfi Û‡ÛÙËÌ· ·ÍfiÓˆÓ √xy, ·Ó Â›Ó·È ˆ = x
∧

Oz,
Î·È ª(x, y) Â›Ó·È ¤Ó· ÔÔÈÔ‰‹ÔÙÂ ÛËÌÂ›Ô ÙË˜ ÏÂ˘Ú¿˜ √z,
‰È·ÊÔÚÂÙÈÎfi ·fi ÙÔ √, ÙfiÙÂ:

ÚÚ  ==  √√ªª  ==  ��xx22 ++  yy22 ÎÎ··ÈÈ  ËËÌÌˆ̂  ==  ,,  ÛÛ˘̆ÓÓˆ̂  ==  ,,  ÂÂÊÊˆ̂  ==  .

¶.¯. ·Ó ª(1, 2), ÙfiÙÂ Ú = ��12 + 22 = ��5,

ËÌˆ = = ,    Û˘Óˆ =  = ,   ÂÊˆ = = 2.

ñ ∆∆··  ÚÚfifiÛÛËËÌÌ·· ÙˆÓ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ
ÌÈ·˜ ÁˆÓ›·˜ ˆ ÌÂ 0Æ � ˆ � 180Æ Ê·›ÓÔÓÙ·È
ÛÙÔ ‰ÈÏ·Ófi ›Ó·Î·:  

ññ √√ÈÈ  ··ÚÚ··ÏÏËËÚÚˆ̂ÌÌ··ÙÙÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÁÁˆ̂ÓÓ››ÂÂ˜̃  ¤¯Ô˘Ó ÙÔ ›‰ÈÔ ËÌ›ÙÔÓÔ Î·È ·ÓÙ›ıÂÙÔ˘˜ ÙÔ˘˜ ¿ÏÏÔ˘˜
ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜. ¢ËÏ·‰‹,

ËËÌÌ((118800ÆÆ  ––  ˆ̂))  ==  ËËÌÌˆ̂ ÛÛ˘̆ÓÓˆ̂((118800ÆÆ  ––  ˆ̂))  ==  ––ÛÛ˘̆ÓÓˆ̂ ÂÂÊÊ((118800ÆÆ  ––  ˆ̂))  ==  ––ÂÂÊÊˆ̂

¶.¯. ËÌ160Æ = ËÌ20Æ Û˘Ó160Æ = –Û˘Ó20Æ ÂÊ160Æ = –ÂÊ20Æ

ññ √√ÈÈ  ‚‚··ÛÛÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÙÙÚÚÈÈÁÁˆ̂ÓÓÔÔÌÌÂÂÙÙÚÚÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÙÙ··˘̆ÙÙfifiÙÙËËÙÙÂÂ˜̃  ÂÂ››ÓÓ··ÈÈ::  

ËËÌÌ22ˆ̂  ++  ÛÛ˘̆ÓÓ22ˆ̂  ==  11 (πÛ¯‡ÂÈ ÁÈ· ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ ÁˆÓ›· ˆ).

ÂÂÊÊˆ̂  ==  (πÛ¯‡ÂÈ ÁÈ· ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ ÁˆÓ›· ˆ ÌÂ Û˘Óˆ � 0)

¶.¯. ËÌ235Æ + Û˘Ó235Æ = 1, ÂÊ35Æ = 

ññ ™™ÂÂ  ÎÎ¿¿ııÂÂ  ÙÙÚÚ››ÁÁˆ̂ÓÓÔÔ  ∞∞µµ°°  ÈÈÛÛ¯̄‡‡ÔÔ˘̆ÓÓ  

–– ¡¡fifiÌÌÔÔ˜̃  ÙÙˆ̂ÓÓ  ËËÌÌÈÈÙÙfifiÓÓˆ̂ÓÓ:: ==  ==  

–– ¡¡fifiÌÌÔÔ˜̃  ÙÙˆ̂ÓÓ  ÛÛ˘̆ÓÓËËÌÌÈÈÙÙfifiÓÓˆ̂ÓÓ:: ··22 ==  ‚‚22 ++  ÁÁ22 ––  22‚‚ÁÁ  ÛÛ˘̆ÓÓ∞∞
‚‚22 ==  ÁÁ22 ++  ··22 ––  22ÁÁ··  ÛÛ˘̆ÓÓµµ
ÁÁ22 ==  ··22 ++  ‚‚22 ––  22··‚‚  ÛÛ˘̆ÓÓ°°
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°ˆÓ›·
(ÛÂ ÌÔ›ÚÂ )̃

ËÌ›ÙÔÓÔ Û˘ÓËÌ›ÙÔÓÔ ÂÊ·ÙÔÌ¤ÓË °ˆÓ›·
(ÛÂ ÌÔ›ÚÂ )̃

ËÌ›ÙÔÓÔ Û˘ÓËÌ›ÙÔÓÔ ÂÊ·ÙÔÌ¤ÓË

1 0,0175 0,9998 0,0175
2 0,0349 0,9994 0,0349
3 0,0523 0,9986 0,0524
4 0,0698 0,9976 0,0699
5 0,0872 0,9962 0,0875
6 0,1045 0,9945 0,1051
7 0,1219 0,9925 0,1228
8 0,1392 0,9903 0,1405
9 0,1564 0,9877 0,1584
10 0,1736 0,9848 0,1763
11 0,1908 0,9816 0,1944
12 0,2079 0,9781 0,2126
13 0,2250 0,9744 0,2309
14 0,2419 0,9703 0,2493
15 0,2588 0,9659 0,2679
16 0,2756 0,9613 0,2867
17 0,2924 0,9563 0,3057
18 0,3090 0,9511 0,3249
19 0,3256 0,9455 0,3443
20 0,3420 0,9397 0,3640
21 0,3584 0,9336 0,3839
22 0,3746 0,9272 0,4040
23 0,3907 0,9205 0,4245
24 0,4067 0,9135 0,4452
25 0,4226 0,9063 0,4663
26 0,4384 0,8988 0,4877
27 0,4540 0,8910 0,5095
28 0,4695 0,8829 0,5317
29 0,4848 0,8746 0,5543
30 0,5000 0,8660 0,5774
31 0,5150 0,8572 0,6009
32 0,5299 0,8480 0,6249
33 0,5446 0,8387 0,6494
34 0,5592 0,8290 0,6745
35 0,5736 0,8192 0,7002
36 0,5878 0,8090 0,7265
37 0,6018 0,7986 0,7536
38 0,6157 0,7880 0,7813
39 0,6293 0,7771 0,8098
40 0,6428 0,7660 0,8391
41 0,6561 0,7547 0,8693
42 0,6691 0,7431 0,9004
43 0,6820 0,7314 0,9325
44 0,6947 0,7193 0,9657
45 0,7071 0,7071 1,0000

46 0,7193 0,6947 1,0355
47 0,7314 0,6820 1,0724
48 0,7431 0,6691 1,1106
49 0,7547 0,6561 1,1504
50 0,7660 0,6428 1,1918
51 0,7771 0,6293 1,2349
52 0,7880 0,6157 1,2799
53 0,7986 0,6018 1,3270
54 0,8090 0,5878 1,3764
55 0,8192 0,5736 1,4281
56 0,8290 0,5592 1,4826
57 0,8387 0,5446 1,5399
58 0,8480 0,5299 1,6003
59 0,8572 0,5150 1,6643
60 0,8660 0,5000 1,7321
61 0,8746 0,4848 1,8040
62 0,8829 0,4695 1,8807
63 0,8910 0,4540 1,9626
64 0,8988 0,4384 2,0503
65 0,9063 0,4226 2,1445
66 0,9135 0,4067 2,2460
67 0,9205 0,3907 2,3559
68 0,9272 0,3746 2,4751
69 0,9336 0,3584 2,6051
70 0,9397 0,3420 2,7475
71 0,9455 0,3256 2,9042
72 0,9511 0,3090 3,0777
73 0,9563 0,2924 3,2709
74 0,9613 0,2756 3,4874
75 0,9659 0,2588 3,7321
76 0,9703 0,2419 4,0108
77 0,9744 0,2250 4,3315
78 0,9781 0,2079 4,7046
79 0,9816 ,01908 5,1446
80 0,9848 0,1736 5,6713
81 0,9877 0,1564 6,3138
82 0,9903 0,1392 7,1154
83 0,9925 0,1219 8,1443
84 0,9945 0,1045 9,5144
85 0,9962 0,0872 11,4301
86 0,9976 0,2698 14,3007
87 0,9986 0,0523 19,0811
88 0,9994 0,0349 28,6363
89 0,9998 0,0175 57,2900

∆ƒπ°ø¡√ª∂∆ƒπ∫√π ∞ƒπ£ª√π ∆ø¡ °ø¡πø¡  1Æ - 89Æ
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11..11 ¶¶ÚÚ¿¿ÍÍÂÂÈÈ˜̃  ÌÌÂÂ  ÚÚ··ÁÁÌÌ··ÙÙÈÈÎÎÔÔ‡‡˜̃  ··ÚÚÈÈııÌÌÔÔ‡‡˜̃

∞∞.. √√ÈÈ  ÚÚ··ÁÁÌÌ··ÙÙÈÈÎÎÔÔ››  ··ÚÚÈÈııÌÌÔÔ››  ÎÎ··ÈÈ  ÔÔÈÈ  ÚÚ¿¿ÍÍÂÂÈÈ˜̃  ÙÙÔÔ˘̆˜̃

··)) 18,  ‚‚)) 10,  ÁÁ)) –7,  ‰‰)) –20    2004    65 km, 25 km  

··)) , ‚‚)) –1,  ÁÁ)) – ,  ‰‰)) – ··)) – ,  ‚‚)) , ÁÁ)) –5

–1  ··)) +, –   ‚‚)) +, –   ÁÁ)) –, +  ‰‰)) –, + ··)), ‚‚)), ÁÁ)) ¡·
‚Á¿ÏÂÙÂ ÙÈ˜ ·ÚÂÓı¤ÛÂÈ˜ Î·È Ó· Î¿ÓÂÙÂ ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜. 

∞=4 – ( x + y) + (ˆ + Ê)=2,  µ=1 + (x + y) – (Ê + ˆ)=3
∂›Ó·È   · + ‚ = 28,   Á + ‰ = 16,  ÔfiÙÂ

∞ = –24 + (· + ‚) + 2(Á + ‰) = 36 
¶·Ú·ÙËÚ‹ÛÙÂ fiÙÈ ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· fiÏˆÓ ÙˆÓ ·ÚÈıÌÒÓ Â›Ó·È 0.

BB.. ¢¢˘̆ÓÓ¿¿ÌÌÂÂÈÈ˜̃  ÚÚ··ÁÁÌÌ··ÙÙÈÈÎÎÒÒÓÓ  ··ÚÚÈÈııÌÌÒÒÓÓ

··)) 23,  ‚‚)) 36,  ÁÁ)) 103,  ‰‰)) 58,  ÂÂ))  32,  ÛÛÙÙ)) 36,  ˙̇)) ( )4
,  ËË)) 32

··)) 4,  ‚‚)) ,  ÁÁ)) 1,  ‰‰)) –27,  ÂÂ)) 10.000,  ÛÛÙÙ)) 16, ˙̇)) ,  ËË))

··)) 5x10,  ‚‚)) x5y7,  ÁÁ)) –8x4,  ‰‰)) – ,  ÂÂ)) –108x12, ÛÛÙÙ)) –

∞ = 0,  µ = –1,  ° = –100.000, ¢ = 125   ∂ÓÓÈ¿ ÊÔÚ¤˜.

°°.. ƒƒ››˙̇ÂÂ˜̃

··)) –2��5,  ‚‚)) 3��7 – 4��3, ÁÁ)) , ‰‰)) 9  ··)), ‚‚)), ÁÁ)), ‰‰)) ¡· 

ÂÊ·ÚÌfiÛÂÙÂ È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÚÈ˙ÒÓ ··))  4 ‚‚))  10 ÁÁ))  6  11ËË  ÁÁÚÚ··ÌÌÌÌ‹‹::  

12��2 , 10.  22ËË  ÁÁÚÚ··ÌÌÌÌ‹‹:: 12��2 , 16, 33ËË  ÁÁÚÚ··ÌÌÌÌ‹‹:: 12��2 , 18, ÙÔ

∫§ª¡  ··)) 10, ‚‚)) 6��2, ÁÁ)) ��3 – ��5, ‰‰)) 2   ··)) ,

‚‚)) , ÁÁ)) , ‰‰)) 2 +��2   ··)) x = ��5,  ‚‚)) x = 2,  

ÁÁ)) x = 8,  ‰‰)) x = 0  ¶·Ú·ÙËÚ‹ÛÙÂ fiÙÈ

µ∂ = ��50 +��8 = 7��2 ∂›Ó·È µ° = 3��5 Î·È ¢∂ =��5,

ofiÙÂ µ° = 3¢∂   ··)) ∞°=2��5,  ‚‚)) 4+2��20,  2(2+��20).

11..22 ªªÔÔÓÓÒÒÓÓ˘̆ÌÌ··  ––  ¶¶ÚÚ¿¿ÍÍÂÂÈÈ˜̃  ÌÌÂÂ  ÌÌÔÔÓÓÒÒÓÓ˘̆ÌÌ··

∞∞.. ∞∞ÏÏÁÁÂÂ‚‚ÚÚÈÈÎÎ¤¤˜̃  ··ÚÚ··ÛÛÙÙ¿¿ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ––  ªªÔÔÓÓÒÒÓÓ˘̆ÌÌ··

··)) 4,  ‚‚)) 4  – ·2‚3   ··)) Ó = 0,  ‚‚)) Ó = 3,  ÁÁ)) Ó = 4  

··)) Î = 3, Ó = 2, Ï ÔÔÈÔÛ‰‹ÔÙÂ ·ÚÈıÌfi˜ ‚‚)) Ï = 4, Î =3,

Ó = 2, ÁÁ)) Ï = –4, Î = 3, Ó = 2 E = 4Ú2, V= Ú3,  ∂=1256, 

V= x + 9, (x Ô ·ÚÈıÌfi˜ ÙˆÓ ÓÈÎÒÓ) x2+ 25,   169

µµ.. ¶¶ÚÚ¿¿ÍÍÂÂÈÈ˜̃  ÌÌÂÂ  ÌÌÔÔÓÓÒÒÓÓ˘̆ÌÌ··

··)) –3x2y,  ‚‚)) –·x2,  ÁÁ)) x3,  ‰‰)) 0,4·‚,  ÂÂ)) – xy2ˆ4, ÛÛÙÙ)) 0 

··)) –15x3,  ‚‚)) x5, ÁÁ)) –6x3y4, ‰‰)) 6x3y5ˆ,  ÂÂ)) – ·2‚6,

ÛÛÙÙ)) – x4·5,  ˙̇)) –x3y4ˆ4 ··)) –4·2,  ‚‚)) ,  ÁÁ)) – ·‚3, 

‰‰)) –7xˆ2,  ÂÂ)) 4x·3ˆ,  ÛÛÙÙ)) – ·‚5 ··)) x5y5,  ‚‚)) x3y5,

ÁÁ)) –4x8y11ˆ6 ··)) 3x2,  ‚‚)) 2xy, ÁÁ)) x2 + xy,  ‰‰)) (4 + )x2, 

ÂÂ)) 2xy + – (·), (‚), (‰)   ∂›Ó·È ›Û·.

11..33 ¶¶ÔÔÏÏ˘̆ÒÒÓÓ˘̆ÌÌ··  ––  ¶¶ÚÚfifiÛÛııÂÂÛÛËË  ÎÎ··ÈÈ  ∞∞ÊÊ··››ÚÚÂÂÛÛËË
ÔÔÏÏ˘̆ˆ̂ÓÓ‡‡ÌÌˆ̂ÓÓ

··)) x4 + 2x3 – 5x2 + 3x + 10,   ‚‚)) 2x3 – 6x + 1, 
ÁÁ)) 2x3 – 3x2 + 7x + 7,  ‰‰)) –x4 + x – 5 

··)) 9,  ‚‚)) y3 – 3xy2 + 2x3. √ ‚·ıÌfi˜ ˆ˜ ÚÔ˜ x Î·È y Â›Ó·È 3
··)) ƒ(–3)= 3 Î·È ƒ(2) = 3, ‚‚)) ƒ(1)= –5 Î·È ƒ(3) = 15
··)) ¶ÂÚÈÌ.= 2x + 200, ∂Ì‚. = x2 + 200x,
‚‚)) ¶ÂÚÈÌ.= 388,4 m, ∂Ì‚. = 8826 m2  

··)) –x3 + 7x2 – 2x + 1, ‚‚)) –2x2y + xy – y3, 

ÁÁ)) ·2 – 7·‚ – 2‚2,  ‰‰)) 3ˆ2 + ˆ + 3, ÂÂ)) – x2 – x + , 

ÛÛÙÙ)) 4x3 + 2x2 + 4 ··)) 5x3 – x2 – 4x – 2, 
‚‚)) 2x3 + 3x2 – 2x + 4,  ÁÁ)) x3 + 5x2 – 9x + 14 

··)) –7x2, +3, –4x  ‚‚)) +5x, –2x3, –1 11ËË  ÁÁÚÚ··ÌÌÌÌ‹‹::  6x2 – 2x
+1 22ËË  ÁÁÚÚ··ÌÌÌÌ‹‹::  5x2 + x – 2, x2 + 5x – 6 33ËË  ÁÁÚÚ··ÌÌÌÌ‹‹::  
3x2 – x, 8x2 – 1 · = –3,  ‚ = 7,  Á = –4 t2+20t, 125 m.

11..44 ¶¶ÔÔÏÏÏÏ··ÏÏ··ÛÛÈÈ··ÛÛÌÌfifi˜̃  ÔÔÏÏ˘̆ˆ̂ÓÓ‡‡ÌÌˆ̂ÓÓ

··)) 15x3y – 6x2y2,  ‚‚)) 8x3 – 4x2,  ÁÁ)) –x2 + 9x, 
‰‰)) –2x3y + 2xy3 ··)) –8·2 + 16·‚ – 6‚2,  ‚‚)) x3, 
ÁÁ)) 6x4 – 39x3 + 45x2,  ‰‰)) x + 20,  ÂÂ)) –6x4 + 11x3 + 9x2 – 4x,
ÛÛÙÙ)) –3x3 + 14x2y – 3xy2 – 20y3 ··)) 12x4 – 29x3 + 23x2 – 6x,
‚‚)) –2x4 + 4x3 – 5x2 + 11x – 6,  ÁÁ)) 22x3 + 41x2y – 8xy2 – 3y3

··))  ‚‚))  N· Î¿ÓÂÙÂ ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜ Î·È ·Ó·ÁˆÁ‹ ÔÌÔ›ˆÓ fiÚˆÓ
··)) –8x3 + 30x2 – 37x + 15,  ‚‚)) 2x3 – 11x2 + 18x – 9, 

ÁÁ)) –8x3 + 24x2 – 30x + 10 · = –6,  ‚ = 18, Á = –12, ‰ = 0
y. ¶·Ú·ÙËÚ‹ÛÙÂ fiÙÈ ∂1 = x(x+5) Î·È ∂2 = (x+2)(x–1)

11..55 AAÍÍÈÈÔÔÛÛËËÌÌÂÂ››ˆ̂ÙÙÂÂ˜̃  ÙÙ··˘̆ÙÙfifiÙÙËËÙÙÂÂ˜̃

··)) x2 + 4x + 4,  ‚‚)) y2 + 10y + 25,  ÁÁ)) 4ˆ2 + 4ˆ + 1, 
‰‰)) Î2 + 4ÎÏ + 4Ï2,  ÂÂ)) 9y2 + 12y‚ + 4‚2, ÛÛÙÙ)) x4 + 2x2 + 1,
˙̇)) y4 + 2y3 + y2,   ËË)) 4x4 + 12x3 + 9x2,  ıı)) x2 + 2��2x + 2, 
ÈÈ)) x + 2��xy + y,  ÈÈ··)) ·2 + · + , ÈÈ‚‚)) ˆ2 + 8 + 

··)) x2 – 6x + 9,  ‚‚)) y2 – 10y + 25,  ÁÁ)) 9ˆ2 – 6ˆ + 1,  22
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‰‰)) 4Î2 – 4ÎÏ + Ï2,  ÂÂ)) 9y2 – 12y‚ + 4‚2, ÛÛÙÙ)) x4 – 4x2 + 4,  
˙̇)) y4 – 2y3 + y2,  ËË)) 4x4 – 20x3 + 25x2,  ıı)) x2 – 2��3x + 3, 
ÈÈ)) x – 2��xy + y,  ÈÈ··)) ·2 – 3· + , ÈÈ‚‚)) ˆ2 – 4 + 

··)) 4 + 2��3,  ‚‚)) 11 +2��30,  ÁÁ)) 11 – 6��2,  ‰‰)) 8 – 2��7   
··)) (x + 3)2 = x2 + 6x + 9,  ‚‚)) (y – 4)2 = y2 – 8y + 16,
ÁÁ)) (4x – ·)2 = 16x2 – 8x· + ·2,  ‰‰)) (x2 – 2ˆ)2 = x4 – 4x2ˆ + 4ˆ2

··)) x3 + 3x2 + 3x + 1,  ‚‚)) y3 + 12y2 + 48y + 64,
ÁÁ)) 8·3 + 12·2 + 6· + 1,  ‰‰)) 27·3 + 54·2‚ + 36·‚2 + 8‚3, 
ÂÂ)) x6 + 9x4 + 27x2 + 27,  ÛÛÙÙ)) y6 + 3y5 + 3y4+ y3,
˙̇)) x3 – 6x2 + 12x – 8,  ËË)) y3 – 15y2 + 75y – 125, 
ıı)) 27·3 – 27·2 + 9· – 1,  ÈÈ)) 8x3 – 36x2y + 54xy2 – 27y3, 
ÈÈ··)) y6 – 6y4 + 12y2 – 8,  ÈÈ‚‚)) ˆ6 – 6ˆ5 + 12ˆ4 – 8ˆ3

··)) x2 – 1,  ‚‚))  y2 – 4,  ÁÁ)) 9 – ˆ2,  ‰‰)) 16 – x2,  ÂÂ)) y2 – x2,  ÛÛÙÙ))
x2 – y2, ˙̇)) 4x2 – 49y2,  ËË)) x2 – 2,  ıı))  x – y   P(x) = 20 =
ÛÙ·ıÂÚfi ··)) ¢È·ÊÔÚ¿ ÙÂÙÚ·ÁÒÓˆÓ (3 ÊÔÚ¤˜), ‚‚))
¶ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË  Ù·˘ÙfiÙËÙ· ÁÈ· · = 10 Î·È ‚ = 1 

··)) ‚‚)) ÁÁ))  , ‰‰))  2(2��3 – ��6 )   

··)) x3 – 27,  ‚‚)) y3 + 8, ÁÁ)) 8ˆ3 + 1,  ‰‰)) 1 – ·3

··))  5x2 + 12x + 41,  ‚‚)) –2x2 + 10,  ÁÁ)) 4x2 – 2xy + 6y2,

‰‰)) 64,  ÂÂ)) 16·3 + 12·,  ÛÛÙÙ)) 6·2 + 12·,  ˙̇)) 6·5 + 2·3,  

ËË)) –48·2 + 13· – 1   ··)),,  ‚‚)),,  ÁÁ)) ¡· Î¿ÓÂÙÂ ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜ ÛÙÔ

·� Ì¤ÏÔ˜,  ‰‰)),,  ÂÂ)),,  ÛÛÙÙ)) ¡· Î¿ÓÂÙÂ ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜ ÛÂ Î¿ıÂ Ì¤ÏÔ˜

··))  4,  ‚‚)) 12��5,  ÁÁ)) 28,  ‰‰)) 144   ··))  ¡· Î¿ÓÂÙÂ ÙÈ˜

Ú¿ÍÂÈ˜ ÛÙÔ ·� Ì¤ÏÔ˜, ‚‚)) ¶ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË Ù·˘ÙfiÙËÙ· ÁÈ· 

· = 2005, x = 20   ¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ ÛÙÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ °¢µ

ÈÛ¯‡ÂÈ ÙÔ ¶˘ı·ÁfiÚÂÈÔ ıÂÒÚËÌ·   ¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ ÙËÓ

Ù·˘ÙfiÙËÙ· = 4 ··)) ¡· Î¿ÓÂÙÂ Ú¿ÍÂÈ˜

ÛÙÔ ‚� Ì¤ÏÔ˜, ‚‚)) ¡· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË

Ù·˘ÙfiÙËÙ· (∂ = 24 cm2) ÿ‰ÈÔ ÂÌ‚·‰fiÓ, ·ÊÔ‡ 

(· – ‚)(· + ‚) = ·2 – ‚2

11..66 ¶¶··ÚÚ··ÁÁÔÔÓÓÙÙÔÔÔÔ››ËËÛÛËË  ··ÏÏÁÁÂÂ‚‚ÚÚÈÈÎÎÒÒÓÓ  
··ÚÚ··ÛÛÙÙ¿¿ÛÛÂÂˆ̂ÓÓ

··)) 3(· + 2‚),  ‚‚)) 2(x – 4),  ÁÁ)) 2ˆ(4ˆ + 3),  ‰‰)) –3x(3x + 2),

ÂÂ)) 4·‚(2· + ‚),  ÛÛÙÙ)) 2x(x – y + 1), ˙̇))  ·‚(· + ‚ – 1),

ËË)) 2·2(· – 2 + 3‚), ıı)) ��2 y(x – 3 + 2y)  ··)) (· – ‚)(x + y),  

‚‚)) (x + y)(· + ‚),  ÁÁ)) (x – 2)(2x – 5),  ‰‰)) (· – 2)(·2 + 3),

ÂÂ)) (x – 1)(4x – 1),  ÛÛÙÙ)) 2x(x – 3)(–2x + 9) ii))  ··))  x(x+1), 

‚‚))  y(2y–5), ÁÁ))  (ˆ–3)(ˆ+2), ‰‰))  3·(·–1) iiii))  ··)) x = 0  ‹  x = –1,

‚‚)) y = 0 ‹ y = ,  ÁÁ)) ˆ = 3  ‹  ˆ = –2,  ‰‰)) · = 0  ‹  · = 1  

··)) (x + y)(x + ·),  ‚‚)) (x – 1)(x2 + 1),  ÁÁ)) (x – 5)(x2 + 4),  

‰‰)) (2x – 3)(x2 + 2),  ÂÂ)) (x – 2)(4x – ·),  ÛÛÙÙ)) (· – 2‚)(9‚ – 5),
˙̇))  (3x – 2y)(4x – 5),  ËË))  (x + ��2 )(x2 + 1), ıı)) (��3 x + 2)(��2 x – 1)

··)) (· + ‚)(7· + 3‚),  ‚‚)) (x – y)(5x – 3y),  ÁÁ)) (x – y)(3x + 2y)
··)) (· + ‚)(·‚ – 1),  ‚‚))  ¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ · = –‚  ‹  ·‚=1
··)) (· – 1)(2· + ‚ + x),  ‚‚))  (· – 2)(2‚ + 5 + 2Á)
··)) (x – 3)(x + 3), ‚‚)) (4x – 1)(4x + 1), ÁÁ)) (· – 3‚)(· + 3‚),  

‰‰)) (·‚ – 2)(·‚ + 2),  ÂÂ)) 5(ˆ – 1)(7ˆ + 5), ÛÛÙÙ))  (–x + 8)(5x – 4),

˙̇))  ( – 4)( +4),  ËË)) (x – ��3)(x + ��3), ıı)) (x – ��2 y)(x + ��2 y)  

··)) 2(x – 4)(x + 4),  ‚‚)) 7(2 – y)(2 + y), ÁÁ))  2x(x – 1)(x + 1),
‰‰)) 5·(x – 4)(x + 4), ÂÂ))  2(x – 3)(x + 1)  

N· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙËÓ Ù·˘ÙfiÙËÙ·: ·2 – ‚2 = (· – ‚)(· + ‚) 
··)) 45,  ‚‚))  0,35,  ÁÁ)) 24Ï   ··)) x = 7  ‹  x = –7, ‚‚))  x = 0  ‹

x = ‹  x = – ,  ÁÁ)) x = 0  ‹  x = 1 ‹ x = –3,  ‰‰)) x = –2 

‹  x = –3  ‹ x = –1  ··)) (x – 3)(x2 + 3x + 9), 
‚‚)) (y + 2)(y2 – 2y + 4),   ÁÁ)) (ˆ + 4)(ˆ2 – 4ˆ + 16), 
‰‰)) (2x – 1)(4x2 + 2x + 1), ÂÂ)) (3y + 1)(9y2 –3y + 1) 

··)) 3(x – 2)(x2 + 2x + 4),  ‚‚)) 2·(2· + 1)(4·2 – 2· + 1),  

ÁÁ))  (R – Ú)(R2 + RÚ + Ú2), ‰‰)) ·‚(· + ‚)(·2 – ·‚ + ‚2)  

··)) x3 – 27 = (x – 3)(x2 + 3x + 9),  

‚‚)) 8x3 + y3 = (2x + y)(4x2 – 2xy + y2), 

ÁÁ)) ·3 – 8‚3 = (· – 2‚)(·2 + 2·‚ + 4‚2),  

‰‰)) ·3 + 125‚3 = (· + 5‚)(·2 – 5·‚ + 25‚2) ··)) (x – 1)2,  ‚‚))

(y + 2)2, ÁÁ)) (ˆ – 3)2, ‰‰)) (· + 5)2, ÂÂ)) (1 – 2‚)2,  ÛÛÙÙ)) (3x2 + 1)2,

˙̇)) (2y – 3)2,  ËË)) (4x + y)2,  ıı)) (5· – ‚)2, ÈÈ)) (· + ‚ – 1)2,  
ÈÈ··)) ( – 3)2

,  ÈÈ‚‚)) (x + )2

··)) 3(x + 4)2,  ‚‚)) –(y – 2)2,  ÁÁ)) 2(· – 2‚)2,  ‰‰)) ·(2· + 3)2

··)) x2 + 2xy + y2,  ‚‚)) x + y    x+1  ··)) (x+1)(x+ 2),

‚‚)) (y – 1)(y – 3),  ÁÁ)) (  ̂ + 2)(  ̂ + 3),  ‰‰)) (· + 1)(· + 5),  

ÂÂ)) (x – 4)(x – 3),  ÛÛÙÙ)) (y + 3)(y – 4),  ˙̇)) (ˆ – 3)(ˆ – 6),  

ËË)) (· + 5)(· – 2) ··)) (x + 2)(x + ��3 ),  ‚‚)) (x + 2·)(x + 3‚),

ÁÁ)) (x + 3)(x – ��2 )  ··)) 2(  ̂+ 1)(ˆ + 4),  ‚‚)) 3(· – 5)(· + 1),

ÁÁ)) ·(x – 1)(x – 6)  ··)) N· ‚Á¿ÏÂÙÂ ÎÔÈÓfi ·Ú¿ÁÔÓÙ· 1453,

‚‚)) ¡· ‚Á¿ÏÂÙÂ ÎÔÈÓfi ·Ú¿ÁÔÓÙ· 801,ÁÁ))  ¢È·ÊÔÚ¿ ÙÂÙÚ·ÁÒÓˆÓ,

‰‰)) ¶·Ú·ÙËÚ‹ÛÙÂ fiÙÈ 999 = 1000 – 1,  1001 = 1000 + 1,  

ÂÂ)) 9992 + 2 �999 + 1 = (999 + 1)2,  

ÛÛÙÙ)) 972 + 6 � 97 + 9 = (97 + 3)2

··)) (x–2)(x + 2)(y – 1)(y + 1),  ‚‚)) (x + 1)(x – 1)(x2 + x + 1),

ÁÁ)) (x – 1)2(x + 1)(x2 + x + 1),  ‰‰)) (x – 3)2(x + 3)2, 

ÂÂ)) (· – ‚)(· – ‚ – 1),  ÛÛÙÙ)) (x – y – ˆ)(x – y + ˆ),  ˙̇)) (1 + · – ‚)

(1 – · + ‚),  ËË)) (y – 5 + x)(y – 5 – x),  

ıı)) (x – 1)(x – 2)(–3x + 14),  ÈÈ)) (y + 2)2(y – 3)(y – 1),  

ÈÈ··)) (· – ‚ + Á)(· – ‚ – Á)(· + ‚ + Á)(· + ‚ – Á),  ÈÈ‚‚)) (2x – 3·)2

∏ ÏÂ˘Ú¿ x ÌÂÈÒıËÎÂ Î·Ù¿ 2 ÂÓÒ Ë ÏÂ˘Ú¿ y ÌÂÈÒıËÎÂ

Î·Ù¿ 1.
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11..77 ¢¢ÈÈ··››ÚÚÂÂÛÛËË  ÔÔÏÏ˘̆ˆ̂ÓÓ‡‡ÌÌˆ̂ÓÓ

··)) (x) = 2x2 – 3x + 3,  ˘(x) = 0,  ‚‚)) (x) = 2x2 – x – 3,
˘(x) = 8,  ÁÁ)) (x) = 6x3 + 6x2 + 5x + 7,  ˘(x) = 0,
‰‰)) (x) = 2x2 + x + 3,  ˘(x) = –5,  ÂÂ)) (x) = x3 – 2x + 1,  ˘(x)
= 5x,  ÛÛÙÙ)) (x) = 3x2 + x – 1,  ˘(x) = 0,  ˙̇)) (x)= 4x2 + 3,
˘(x) = 0,ËË)) (x) = x3 – x,  ˘(x) = – x – 4 

··)) ¢(x) = 6x2 + 22x + 12,  ‰(x) = 3x + 2,  (x) = 2x + 6,
‚‚)) ¢(x) = 2x3 + 10x2 + 2x + 20,  ‰(x) = x + 3,  (x) = 2x2

+ 4x – 10,  ˘(x) = 50   2x3 + x2 + 2x + 5  ··)),,  ‚‚)) ¡·
·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ Ë ‰È·›ÚÂÛË ƒ(x):: Q(x) Â›Ó·È Ù¤ÏÂÈ· 

··)) (x) = x2 – 2x + 1,  ˘(x) = 0,  ‚‚)) (x – 3)(x + 3)(x – 1)2

··)) N· Î¿ÓÂÙÂ ÙË ‰È·›ÚÂÛË,  ‚‚)) (x + 1)4 £· ¤Î·ÓÂ ÙË
‰È·›ÚÂÛË (·3 + ‚3) :: (· + ‚)  ··)) (x) = x2 – 5, 
˘(x) = 4x2 – 6x + 7, ‚‚)) (x) = x3 + 6,  ˘(x) = –6x + 27   
(x) = 6x2 + 6x + 6,  ˘(x) = · + 6 Î·È · = –6  2x + 3  

¶·Ú·ÙËÚ‹ÛÙÂ fiÙÈ ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ ‰ˆÌ·Ù›Ô˘ Â›Ó·È 
45x2 + 56xy + 16y2,  ª‹ÎÔ˜ = 9x + 4y.

11..88 EE..KK..¶¶..  ··ÎÎÂÂÚÚ··››ˆ̂ÓÓ  ··ÏÏÁÁÂÂ‚‚ÚÚÈÈÎÎÒÒÓÓ  
··ÚÚ··ÛÛÙÙ¿¿ÛÛÂÂˆ̂ÓÓ

··)) ∂.∫.¶ = 72x3y3ˆ4, ª.∫.¢. = 6x2yˆ2,  ‚‚)) ∂.∫.¶. =
30·x2y3ˆ2,  ª.∫.¢. = 5,  ÁÁ)) ∂.∫.¶. = 24x2y3(x + y)2(x – y),
ª.∫.¢ = x(x + y)  ··)) ∂.∫.¶=12(x+y)(x–y)3, M.K.¢.=2(x–y),
‚‚)) ∂.∫.¶ = ·(· – 1)(· – 2)(· + 2), ª.∫.¢. = · – 2, 
ÁÁ)) ∂.∫.¶. = ·2(· + 1)(· – 1)2, ª.∫.¢. = ·(· – 1).

11..99 ƒƒËËÙÙ¤¤˜̃  ··ÏÏÁÁÂÂ‚‚ÚÚÈÈÎÎ¤¤˜̃  ··ÚÚ··ÛÛÙÙ¿¿ÛÛÂÂÈÈ˜̃

··)) x � 4,  ‚‚)) y � ,  ÁÁ)) ˆ � –1,  ‰‰)) x � 0 Î·È x � 3

··)) ,  ‚‚)) ,  ÁÁ)) ,  ‰‰)) ,  ÂÂ)) 1,  ÛÛÙÙ)) –1,  ˙̇)) ,  ËË)) 1

··)) ,  ‚‚)) ,  ÁÁ)) ,   ‰‰)) ,   ÂÂ)) , ÛÛÙÙ)) ,  

˙̇)) ,  ËË)) ··))  , ‚‚))  ,  ÁÁ))  ,

··))  ,  ‚‚))  ,  ÁÁ))  ,  ‰‰))  ∏ Ì¤ÛË 

Ù·¯‡ÙËÙ· Â›Ó·È = 

11..1100 ¶¶ÚÚ¿¿ÍÍÂÂÈÈ˜̃  ÚÚËËÙÙÒÒÓÓ  ··ÚÚ··ÛÛÙÙ¿¿ÛÛÂÂˆ̂ÓÓ
∞∞.. ¶¶ÔÔÏÏÏÏ··ÏÏ··ÛÛÈÈ··ÌÌfifi˜̃  --  ¢¢ÈÈ··››ÚÚÂÂÛÛËË  ÚÚËËÙÙÒÒÓÓ  ··ÚÚ··ÛÛÙÙ¿¿ÛÛÂÂˆ̂ÓÓ

··)) , ‚‚)) , ÁÁ)) ,  ‰‰)) ,  ÂÂ)) ,  ÛÛÙÙ))

··)) ,  ‚‚)) ,  ÁÁ)) ,  ‰‰)) 2ˆx ··)) ,  ‚‚)) –1,

ÁÁ)) , ‰‰)) , ÂÂ)) , ÛÛÙÙ)) ··))  3, ‚‚))  –1, ÁÁ)) – , 

‰‰)) ,ÂÂ)) , ÛÛÙÙ))  1 ··)) , ‚‚)) , ÁÁ))

BB..    ¶¶ÚÚfifiÛÛııÂÂÛÛËË  --  ∞∞ÊÊ··››ÚÚÂÂÛÛËË  ÚÚËËÙÙÒÒÓÓ  ··ÚÚ··ÛÛÙÙ¿¿ÛÛÂÂˆ̂ÓÓ

··))  ,  ‚‚))  ,  ÁÁ))  ,  ‰‰)) ,

··)) 1, ‚‚))  –– ,  ÁÁ))  ,  ‰‰))  ,  ÂÂ))  ,  ÛÛÙÙ))  

··)) x – 1,  ‚‚)) ,  ÁÁ)) ,  ‰‰)) ··)) ,

‚‚)) , ÁÁ)) , ‰‰))  x+y ··)) , ‚‚)) ,  ÁÁ)) ,

‰‰)) ··))  ¡· ·ÏÔÔÈ‹ÛÂÙÂ Ùo ÎÏ¿ÛÌ·, ‚‚))  ¡· ÂÊ·ÚÌfi-

ÛÂÙÂ ÙËÓ (·) ÁÈ· x = 56, y = 44  ‚‚))  ¡· ÂÊ·ÚÌfiÛÂÙÂ ÙËÓ

(·) ÁÈ· x = 100

°°ÂÂÓÓÈÈÎÎ¤¤˜̃  ··ÛÛÎÎ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  11ÔÔ˘̆  ÎÎÂÂÊÊ··ÏÏ··››ÔÔ˘̆

–– ¡· Ï¿‚ÂÙÂ ˘fi„Ë Û·˜ fiÙÈ 2Ó+1 Â›Ó·È ÂÚÈÙÙfi˜, 

ÂÓÒ Ô 2Ó Â›Ó·È ¿ÚÙÈÔ˜ ∞ = 4,  µ = 3 ‚‚)) ¶·Ú·ÙËÚ‹ÛÙÂ

fiÙÈ ƒ(–99)=ƒ(1–100)=ƒ(100) ··)) ¡· Î¿ÓÂÙÂ ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜ ÛÙÔ

‚� Ì¤ÏÔ˜,  ‚‚)) ¡· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙÔ (·),  ÁÁ)) ¡·

¯ÚËÛÈÌÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙÔ (‚), ··)) ¡· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙËÓ

Ù·˘ÙfiÙËÙ· ·2 + ‚2 = (· + ‚)2 – 2·‚,  ‚‚)) ¡· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈ‹ÛÂÙÂ 

ÙÔ (·) ··)) ∞Ô‰Â›ÍÙÂ fiÙÈ (x–y)(x+y)(x2+2)=0, ‚‚)) ∞Ô‰Â›ÍÙÂ 

fiÙÈ (x–y)2(x+y)=0 ··))  (x+1)(x+3), (x+3)(x–1)

‚‚)) ∞ = ‚‚)) N· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙÔ (·) 

··)) R = 4x2 + 1,  ‚‚)) R = 4x2 + 1 ··))  Î2 + Î = Î(Î+1)

Î·È ¤Ó·˜ ·fi ÙÔ˘˜ ‰‡Ô Â›Ó·È ¿ÚÙÈÔ˜, ‚‚)),  ÁÁ)) ¡· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈ‹ÛÂÙÂ

ÙÔ (·)  ··))  x6–1=(x–1)(x5+x4+x3+x2+x+1), Ó· ı¤ÛÂÙÂ x = 7

‚‚))  x5+1=(x+1)(x4–x3+x2–x+1). ¶·Ú·ÙËÚ‹ÛÙÂ fiÙÈ 215+1=

=(23)5+1=85+1 Î·È Ó· ı¤ÛÂÙÂ x = 8. 

··)) ¡· Î¿ÓÂÙÂ ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜ ÛÙÔ ‰Â‡ÙÂÚÔ Ì¤ÏÔ˜.

22..11.. HH  ÂÂÍÍ››ÛÛˆ̂ÛÛËË  ··xx  ++  ‚‚  ==  00
··)) x = –2,  ‚‚)) ∞‰‡Ó·ÙË,  ÁÁ)) ∆·˘ÙfiÙËÙ·,  ‰‰)) x = –

··)) x = –1,  ‚‚)) ∆·˘ÙfiÙËÙ·,  ÁÁ)) ∞‰‡Ó·ÙË,  ‰‰)) x = 2 O

·ÚÈıÌfi˜ 6 ¢ÂÓ ÌÔÚÂ› ÁÈ·Ù› Â›¯Â 60 C ∞Ó ¿ÚÔ˘ÌÂ

Ù˘¯·›Ô ·ÚÈıÌfi x, ÙfiÙÂ ÚÔÎ‡ÙÂÈ Ë ÂÍ›ÛˆÛË 0x = 0 (T·˘ÙfiÙËÙ·) 
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22..22.. ∂∂ÍÍÈÈÛÛÒÒÛÛÂÂÈÈ˜̃  ‰‰ÂÂ˘̆ÙÙ¤¤ÚÚÔÔ˘̆  ‚‚··ııÌÌÔÔ‡‡
∞∞.. ∂∂››ÏÏ˘̆ÛÛËË  ÂÂÍÍÈÈÛÛÒÒÛÛÂÂˆ̂ÓÓ  ‰‰ÂÂ˘̆ÙÙ¤¤ÚÚÔÔ˘̆  ‚‚··ııÌÌÔÔ‡‡  ÌÌÂÂ

··ÓÓ¿¿ÏÏ˘̆ÛÛËË  ÛÛÂÂ  ÁÁÈÈÓÓfifiÌÌÂÂÓÓÔÔ  ··ÚÚ··ÁÁfifiÓÓÙÙˆ̂ÓÓ..

··)) x = 4  ‹  x = –1,  ‚‚)) y = 0  ‹  y = –5,  ÁÁ)) ˆ = 3  

‹  ˆ = – ,  ‰‰)) x = 0 ‹ x = 7,  ÂÂ)) y = 0 ‹ y = 6, ÛÛÙÙ)) ˆ = 

(‰ÈÏ‹ Ï‡ÛË), ··)) x = 0  ‹  x = 7,  ‚‚)) y = 0  ‹  y = –9,  

ÁÁ)) ˆ = 6 ‹  ˆ = –6,  ‰‰)) ∞‰‡Ó·ÙË,  ÂÂ)) Ê = 4  ‹  Ê = –4,  

ÛÛÙÙ)) z = 0  ‹  z = 3 ··)) x = 0  ‹  x = 1,  ‚‚)) x = 0  ‹  

x = –4,  ÁÁ)) ∞‰‡Ó·ÙË, ‰‰)) x = 0  ‹  x = 18,  ÂÂ)) x = 1  ‹  x = ,  

ÛÛÙÙ)) x = 0  ‹  x = –2��3    ··)) x = – ‹ x = ,  

‚‚)) y = 7  ‹  y = –5,  ÁÁ)) ˆ = 4 ‹  ˆ = –4  ··)) x = 2 (‰ÈÏ‹

Ï‡ÛË),  ‚‚)) y = 3  ‹  y = –4,  ÁÁ)) ˆ = 5  ‹  ˆ = –3,  ‰‰)) t = 2  ‹

t = ,  ÂÂ)) Ê = 1  ‹  Ê = , ÛÛÙÙ)) z = –1  ‹   z = 

··)) x = – (‰ÈÏ‹ Ï‡ÛË),  ‚‚)) y = 2  ‹  y = –2 (‰ÈÏ‹ Ï‡ÛË), 

ÁÁ)) ¡· ·ÓÙÈÎ·Ù·ÛÙ‹ÛÂÙÂ ÙÔ 2006ˆ ÌÂ 2007ˆ – ˆ, ˆ = 1  ‹  

ˆ = –2007. ··)) x = ·  ‹  x = ‚,  ‚‚)) x = ��3 ‹  x = –1.  

BB.. ∂∂››ÏÏ˘̆ÛÛËË  ÂÂÍÍÈÈÛÛÒÒÛÛÂÂˆ̂ÓÓ  ‰‰ÂÂ˘̆ÙÙ¤¤ÚÚÔÔ˘̆  ‚‚··ııÌÌÔÔ‡‡
ÌÌÂÂ  ÙÙËË  ‚‚ÔÔ‹‹ııÂÂÈÈ··  ÙÙ‡‡ÔÔ˘̆..

11ËË  ÛÛÂÂÈÈÚÚ¿¿::  x2 – x + 2 = 0,  · = 1,  ‚ = –1,  Á = 2. 22ËË  ÛÛÂÂÈÈÚÚ¿¿::
3x2 – 2x = 0,  · = 3,  ‚ = –2,  Á = 0.  33ËË  ÛÛÂÂÈÈÚÚ¿¿:: –x2 + 1 = 0,

· = –1,  ‚ = 0,  Á = 1 ··)) x = –1  ‹  x = 2,  ‚‚)) y = –1  ‹  

y = ,  ÁÁ)) ˆ = 2  ‹  ˆ = – ,  ‰‰)) z = 1  ‹  z = ,  ÂÂ)) t = 

(‰ÈÏ‹ Ï‡ÛË),  ÛÛÙÙ)) x = (‰ÈÏ‹ Ï‡ÛË), ˙̇)) x = –3 (‰ÈÏ‹ Ï‡ÛË),  

ËË)) x = –1  ‹  x = 5,  ıı)) ∞‰‡Ó·ÙË ··)) x = 0  ‹  x = 7,  

‚‚)) x = 4  ‹  x = –4    ··)) x = 1  ‹  x = ,  ‚‚)) y = –1  ‹  

y = 5,  ÁÁ)) ˆ = 4 (‰ÈÏ‹ Ï‡ÛË),  ‰‰)) ∞‰‡Ó·ÙË ··)) x = 2  ‹  

x = , ‚‚)) y = (‰ÈÏ‹ Ï‡ÛË),  ÁÁ)) t =1  ‹  t = ,  ‰‰)) ˆ = 

‹  ˆ = 2��3 ··)) (x – 2)(x + 6), ‚‚)) 3(y – )(y – 1),  

ÁÁ)) –2(ˆ – 1)(ˆ – ),  ‰‰)) (x – 8)2,  ÂÂ)) 9(y + )2
,  ÛÛÙÙ)) –(ˆ – 5)2

··)) ∂›Ó·È ¢ = (2· – 1)2 � 0,  ‚‚)) ∂›Ó·È ¢ = (· – ‚)2 � 0  

¡· ‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ ·2 = ‚2 + Á2.

22..33.. ¶¶ÚÚÔÔ‚‚ÏÏ‹‹ÌÌ··ÙÙ··  ÂÂÍÍÈÈÛÛÒÒÛÛÂÂˆ̂ÓÓ  ‰‰ÂÂ˘̆ÙÙ¤¤ÚÚÔÔ˘̆
‚‚··ııÌÌÔÔ‡‡

··)) x = 10 m, ‚‚)) x = 7 m,  ÁÁ)) x = 4 m,  ‰‰)) x = 6 m  ··)) 4,

‚‚)) 6, ÁÁ)) 3   2 dm   50 m   5 Î·È 7  ‹  –7 Î·È –5  

√È ÛÂÏ›‰Â˜ Â›Ó·È 22 Î·È 23   16 ÔÌ¿‰Â˜ x = 2

35 Î·È 2   18 cm, 24cm   3 m   4 m  

6 sec, 180 m.

22..44.. KKÏÏ··ÛÛÌÌ··ÙÙÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÂÂÍÍÈÈÛÛÒÒÛÛÂÂÈÈ˜̃

··)) x = 5,  ‚‚)) y = –9,  ÁÁ)) ·‰‡Ó·ÙË,  ‰‰)) · = 2,  ÂÂ)) x Â›Ó·È

ÔÔÈÔÛ‰‹ÔÙÂ ·ÚÈıÌfi˜ ÌÂ x�3,  ÛÛÙÙ)) ·‰‡Ó·ÙË ··)) x = 1  

‹  x = 3,  ‚‚)) y = 5  ‹  y = ,  ÁÁ)) ˆ = 1  ‹  ˆ = –3,  ‰‰)) · = 3  

‹  · = –2,  ÂÂ)) ·‰‡Ó·ÙË,  ÛÛÙÙ)) y = 4   ··)) x = 10,  ‚‚)) y Â›Ó·È

ÔÔÈÔÛ‰‹ÔÙÂ ·ÚÈıÌfi˜ ÌÂ y�2 Î·È y�-1, ÁÁ)) ·‰‡Ó·ÙË,  ‰‰)) ·=1

··)) y = 2,  ‚‚))  ·‰‡Ó·ÙË,  ÁÁ)) x=0 ‹ x=3,  ‰‰))  · = –

··)) x = 4 ‹  x = –4,  ‚‚)) x = 6 ··))  V = ,  ‚‚)) R= ,  

ÁÁ)) S = ,  ‰‰)) ∆1 = , ÂÂ)) R = , ÛÛÙÙ)) · = ,  

˙̇)) ˘2
· = , ËË)) Ï = .  ··)) 4 Î·È ,  ‚‚)) 5, ÁÁ)) 6 Î·È 8

+ 9 = , x = 7   = + 4,  x = 10  

+ = 25, x = 1,2 gr/cm3 = – 3,

x = 10   – = , 60 .

22..55.. AAÓÓÈÈÛÛfifiÙÙËËÙÙÂÂ˜̃  ––  ∞∞ÓÓÈÈÛÛÒÒÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÌÌÂÂ  ¤¤ÓÓ··ÓÓ
¿¿ÁÁÓÓˆ̂ÛÛÙÙÔÔ

¶·Ú·ÙËÚ‹ÛÙÂ fiÙÈ 3(· – ‚) – 2(· + ‚) > 0 

··)) ¶ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿˙Ô˘ÌÂ Î·È Ù· ‰‡Ô Ì¤ÏË ÌÂ ÙÔ –5, Î·È ÛÙË

Û˘Ó¤¯ÂÈ· ·Ê·ÈÚÔ‡ÌÂ Î·È ·fi Ù· ‰‡Ô Ì¤ÏË ÙÔ 30,  ‚‚))

¶ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿˙Ô˘ÌÂ Î·È Ù· ‰‡Ô Ì¤ÏË ÌÂ ÙÔ 3 Î·È ÛÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ·

ÚÔÛı¤ÙÔ˘ÌÂ Î·È ÛÙ· ‰‡Ô Ì¤ÏË ÙÔ 18,  ÁÁ)) ¶ÚÔÛı¤ÙÔ˘ÌÂ Î·È

ÛÙ· ‰‡Ô Ì¤ÏË ÙÔ 4 Î·È ÛÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿˙Ô˘ÌÂ Î·È Ù·

‰‡Ô Ì¤ÏË ÌÂ ÙÔ 2 ··)) 0 < · – 2 < 4,  ‚‚)) –1 < 2· – 5 < 7,

ÁÁ)) –5 > 1 – 3· > –17   ··)), ‚‚)) ¡· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙÈ˜

È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÙË˜ ‰È¿Ù·ÍË˜,  ÁÁ)) ¶·Ú·ÙËÚ‹ÛÙÂ fiÙÈ 2· < · + ‚,  ‰‰))

¶·Ú·ÙËÚ‹ÛÙÂ fiÙÈ · + ‚ < 2‚  Î·È ¡· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈ‹ÛÂÙÂ

ÙÈ˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÙË˜ ‰È¿Ù·ÍË˜ ¡· ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿ÛÂÙÂ Î·Ù¿

Ì¤ÏË ÙÈ˜ ·ÓÈÛfiÙËÙÂ˜ · > ‚ Î·È · > ‚ ··)) ¡·

ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿ÛÂÙÂ Î·È Ù· ‰‡Ô Ì¤ÏË ÙË˜ ·ÓÈÛfiÙËÙ·˜ · > 1 ÌÂ ÙÔ

·,  ‚‚)) ¡· ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿ÛÂÙÂ Î·È Ù· ‰‡Ô Ì¤ÏË ÙË˜ ·ÓÈÛfiÙËÙ·˜ x

> 2 ÌÂ ÙÔ x2 N· ‰È·ÈÚ¤ÛÂÙÂ Ù· Ì¤ÏË ÙË˜ ·ÓÈÛfiÙËÙ·˜ · >

‚ ÌÂ ·‚ > 0 ··)) ¶·Ú·ÙËÚ‹ÛÙÂ fiÙÈ x – 3>0 Î·È y – 2<0,

‚‚)) ¶·Ú·ÙËÚ‹ÛÙÂ fiÙÈ xy + 6 – 2x – 3y = (x–3)(y–2) 

··)) ¶·Ú·ÙËÚ‹ÛÙÂ fiÙÈ (x – 1)2 � 0. H ÈÛfiÙËÙ· ÈÛ¯‡ÂÈ fiÙ·Ó 1111
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x = 1,  ‚‚)) ¶·Ú·ÙËÚ‹ÛÙÂ fiÙÈ (x – y)2 � 0. ∏ ÈÛfiÙËÙ· ÈÛ¯‡ÂÈ fiÙ·Ó

x = y,  ÁÁ)) ¶·Ú·ÙËÚ‹ÛÙÂ fiÙÈ x2 + (y – 1)2 � 0. ∏ ÈÛfiÙËÙ· ÈÛ¯‡ÂÈ

fiÙ·Ó x = 0  Î·È y = 1.  ··)) H ·ÓÈÛfiÙËÙ· Á›ÓÂÙ·È (x–1)2 � 0,

‚‚)) ∏ ·ÓÈÛfiÙËÙ· Á›ÓÂÙ·È (x + 1)2 � 0   126   MÂÙ·Í‡

126 a Î·È 145 a 16,51 < µ < 19,10 – Ó·È ··)) x > 1,  

‚‚)) x < –5,  ÁÁ)) ·‰‡Ó·ÙË,  ‰‰)) x < –4, ÂÂ)) ·ÏËıÂ‡ÂÈ ÁÈ· Î¿ıÂ ÙÈÌ‹

ÙÔ˘ x,  ÛÛÙÙ)) x > 0   ··)) –4 < x < 9,  ‚‚)) x > –2,  ÁÁ)) x < –2   

x = 3.

°°ÂÂÓÓÈÈÎÎ¤¤˜̃  ··ÛÛÎÎ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  22ÔÔ˘̆  ÎÎÂÂÊÊ··ÏÏ··››ÔÔ˘̆

··)) x = –· – ‚,  ‚‚)) x = –‚  x = 3, y = 5  15 Î·È 16  

··)) x = – ,  ‚‚)) x = x = 2   ¡· Î¿ÓÂÙÂ ÙË

‰È·›ÚÂÛË ƒ(x) :: (x – 3) Î·È ÔÈ Ï‡ÛÂÈ˜ Â›Ó·È 3, –1, –5  2 Î·È 3

19m Î·È 21m   ¶˘ı·ÁfiÚÂÈÔ ıÂÒÚËÌ· ÛÙ· ÙÚ›ÁˆÓ·

∞µ¢, ∞¢°, ∞µ°, ÔfiÙÂ x = 9   ¶ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÙÂ ÙÔ ÚfiÛËÌÔ

ÙË˜ ‰È·ÊÔÚ¿˜ ÙÔ˘˜, fiÙ·Ó ·‚ > 0,  ·‚ < 0,  ·‚ = 0  ··)) ¡·

Î¿ÓÂÙÂ ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜ ÛÙÔ ÚÒÙÔ Ì¤ÏÔ˜,  ‚‚)) ¡· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈ‹ÛÂÙÂ

ÙÔ (·)   ¶ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿ÛÙÂ Î·È Ù· ‰‡Ô Ì¤ÏË ÌÂ Ó(Ó + 1)(Ó +

2) > 0  ··)) ¡· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙËÓ ÙÚÈÁˆÓÈÎ‹ ·ÓÈÛfiÙËÙ·

· + ‚ > Á, ‚‚)) ¡· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ÙÚÈÁˆÓÈÎ¤˜ ·ÓÈÛfiÙËÙÂ˜

· < ‚ + Á  Î·È · + Á > ‚,  Á) ¡· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈ‹ÛÂÙÂ Î˘ÎÏÈÎ¿ ÙÔ

ÂÚÒÙËÌ· (‚)  ¶·Ú·ÙËÚ‹ÛÙÂ 

fiÙÈ  >1 Î·È  >1 ∏ ‰È·ÎÚ›ÓÔ˘Û· Â›Ó·È ¢=5·(·–4)> 0

¶·Ú·ÙËÚ‹ÛÙÂ fiÙÈ (·–1)2+(‚–2)2 + (Á–3)2=0, ÔfiÙÂ ·=1,

‚=2 Î·È Á=3 ¶·Ú·ÙËÚ‹ÛÙÂ fiÙÈ ∞=(·–5‚)2+2(‚–2)2 � 0,

Ë ÂÏ¿¯ÈÛÙË ÙË˜ ∞ Â›Ó·È 0 fiÙ·Ó ·=10 Î·È ‚=2 ∏ ÂÍ›ÛˆÛË 

Á›ÓÂÙ·È (x – 2020)( + + + ) = 0, 

ÔfiÙÂ x =  2020.

33..11  HH  ¤¤ÓÓÓÓÔÔÈÈ··  ÙÙËË˜̃  ÁÁÚÚ··ÌÌÌÌÈÈÎÎ‹‹˜̃  ÂÂÍÍ››ÛÛˆ̂ÛÛËË˜̃

Â1 // Â2 // Â3 ··)) Ï = 4 ··)) ∞(3, 0),  µ(0, 4),  

‚‚)) ∂ = 6  ··)) (–2, 2),  ‚‚)) ˙3 ‚‚)) ™¯ËÌ·Ù›˙ÂÙ·È ÔÚıÔÁÒÓÈÔ

ÌÂ ÂÌ‚·‰fiÓ 30   ··)) Ï = 2,  ‚‚)) Ï = 1   ··)) x + 2y = 4,

‚‚)) 15 ÏÂÙ¿   2x + 3y = 25,  (2, 7), (5, 5), (8, 3) (11, 1).

33..22  HH  ¤¤ÓÓÓÓÔÔÈÈ··  ÙÙoo˘̆  ÁÁÚÚ··ÌÌÌÌÈÈÎÎÔÔ‡‡  ÛÛ˘̆ÛÛÙÙ‹‹ÌÌ··ÙÙÔÔ˜̃
ÎÎ··ÈÈ  ËË  ÁÁÚÚ··ÊÊÈÈÎÎ‹‹  ÂÂ››ÏÏ˘̆ÛÛ‹‹  ÙÙÔÔ˘̆

··)) (3, 2),  ‚‚)) (1, 3),  ÁÁ)) (0, 0),  ‰‰)) (1, 1),  ÂÂ)) ∞fiÚÈÛÙÔ, 

ÛÛÙÙ)) ∞‰‡Ó·ÙÔ   ··)) ∫·ÌÌ›·,  ‚‚)) ÕÂÈÚÂ˜,  ÁÁ)) ª›·   ··)) 0

m/sec,  10 m/sec,  ‚‚)) t = 10 sec,  ˘ = 20 m/sec   ··))  1Ë

ÂÚ›ÙˆÛË: Â1,  2Ë ÂÚ›ÙˆÛË: Â2,  3Ë ÂÚ›ÙˆÛË: Â3,  ‚‚)) 24

·ÁÒÓÂ˜,  ÁÁ)) 2Ë, ‰‰)) 90 a, ÂÂ)) 1Ë ÂÚ›ÙˆÛË: ·Ó ·Ú·ÎÔÏÔ˘ı‹ÛÂÈ

Ì¤¯ÚÈ Î·È 6 ·ÁÒÓÂ˜,  2Ë ÂÚ›ÙˆÛË: ·Ó ·Ú·ÎÔÏÔ˘ı‹ÛÂÈ ·fi

6 Ì¤¯ÚÈ Î·È 24 ·ÁÒÓÂ˜,  3Ë ÂÚ›ÙˆÛË: ·Ó ·Ú·ÎÔÏÔ˘ı‹ÛÂÈ

·fi 24 ·ÁÒÓÂ˜ Î·È ¿Óˆ.

33..33  ∞∞ÏÏÁÁÂÂ‚‚ÚÚÈÈÎÎ‹‹  ÂÂ››ÏÏ˘̆ÛÛËË  ÁÁÚÚ··ÌÌÌÌÈÈÎÎÔÔ‡‡
ÛÛ˘̆ÛÛÙÙ‹‹ÌÌ··ÙÙÔÔ˜̃

··)) x = 9,  y = 4,  ‚‚)) x = ,  y = – ,  ÁÁ)) x = 3,  y = 2,  

‰‰)) x = –1,  y = –1  ··)) x = 11, y = 26, ‚‚)) x = , y = – ,

ÁÁ)) x = y = 0,  ‰‰)) ·‰‡Ó·ÙÔ   ··)) x = y = 4,  ‚‚)) x = –3, 

y = –2,  ÁÁ)) x = 5, y = 4   ··)) x = 0,  y = –2,  ‚‚)) x = 3, 

y = –3    ··)) · = 1,  ‚ = –1,  ‚‚)) ˆ = 2, Ê = –5,  ÁÁ)) x = –2,

y = 1   ··)) x = 1, y = 2,  ‚‚)) ¶ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿ÛÙÂ Ù· Ì¤ÏË ÙË˜

ÚÒÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ ÌÂ ÙÔ –2 Î·È ÚÔÛı¤ÛÙÂ Î·Ù¿ Ì¤ÏË, · = 2,

‚ = –6,  ÁÁ)) ¶ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿ÛÙÂ Ù· Ì¤ÏË ÙË˜ ÚÒÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ ÌÂ

3 Î·È ÚÔÛı¤ÛÙÂ Î·Ù¿ Ì¤ÏË, ˆ=Ê=3   ª( , )
∫ÔÈÓfi ÛËÌÂ›Ô ÙˆÓ Â1 Î·È Â2 Â›Ó·È ÙÔ (–4, 2), ÎÔÈÓfi ÛËÌÂ›Ô

ÙˆÓ Â2 Î·È Â3 Â›Ó·È ÙÔ (3, –5) Î·È ÎÔÈÓfi ÛËÌÂ›Ô ÙˆÓ Â3 Î·È Â1 Â›Ó·È

ÙÔ (8, 10)   45 Î·È 55   ·=5,  ‚=1   ·=–1,  ‚=1

Ï = 5, Ì = 7    = 20 cm, Á = 30 cm   500 ÙˆÓ

2 ÎÈÏÒÓ Î·È 300 ÙˆÓ 5 ÎÈÏÒÓ   º˘ÛÈÎ‹ 19 Î·È ÃËÌÂ›· 13

35 cm Î·È 23 cm   ı = 16, Ì = 24   250 Î·È 150

Ï›ÙÚ·   ˘0 = 20 m/sec Î·È · = 4 m/sec2 – ™Â 5 sec  

845 ·˘ÙÔÎ›ÓËÙ· Î·È 100 ÌÔÙÔÛÈÎÏ¤ÙÂ˜    10 Î·È 2.

°°ÂÂÓÓÈÈÎÎ¤¤˜̃  ··ÛÛÎÎ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  33ÔÔ˘̆  ÎÎÂÂÊÊ··ÏÏ··››ÔÔ˘̆

∞‰‡Ó·ÙÔ ·Ó Î � 1 Î·È ·fiÚÈÛÙÔ ·Ó Î = 1   Ï = 5 Î·È 

Ì =–2   ·=2 Î·È ‚= 10   ··)) x = y = 1,  ‚) x = y = –2

·) (x = 1,  y = 2)  ‹  (x = 4,  y = –4),  ‚) x = –2 Î·È 

y = –1,  Á) x = y = 83 Î·È 17   Ï = 2 Î·È Î = 1  

11 cm Î·È 7 cm   9 Î·È 4   ∞� ı¤ÛË: 50 ÂÈÛÈÙ‹ÚÈ·

– µ� ı¤ÛË: 300 ÂÈÛÈÙ‹ÚÈ·  64  75  32 m Î·È 28 m

30 ÏÂÙ¿ Î·È 15 ÏÂÙ¿   75 km/h  Î·È  60 km/h  

25 m/sec Î·È 120 m   R1 = 4ø,  R2 = 6ø.

44..11  ∏∏  ÛÛ˘̆ÓÓ¿¿ÚÚÙÙËËÛÛËË  yy  ==  ··xx22 ÌÌÂÂ  ··  � 00

Î·È  ∂ÚÁ·ÛÙÂ›ÙÂ fiˆ˜  ÛÙÔ ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 2   2211
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y = – x2,   y = x2 A( , –9),  B(– , –9)
Ï = 0 Ï = –2   ··)) ¡· Î¿ÓÂÙÂ Ù· ‰È·ÁÚ¿ÌÌ·Ù· 

∂ = ˘2, ∂ = ˘2, ∂ = 2˘2, ‚‚)) ∂ÎÂ›ÓÔ Ô˘ ¤¯ÂÈ Ì¿˙· 1 

(ÌÈÎÚfiÙÂÚË), ÁÁ)) ∂ÎÂ›ÓÔ Ô˘ ¤¯ÂÈ  Ì¿˙· 4 (ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚË).

44..22  ∏∏  ÛÛ˘̆ÓÓ¿¿ÚÚÙÙËËÛÛËË  yy  ==  ··xx22 ++  ‚‚xx  ++  ÁÁ  ÌÌÂÂ  
··  � 00

··)), ‚‚)) ∂ÚÁ·ÛÙÂ›ÙÂ fiˆ˜ ÛÙÔ ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 3 ··)) ∂Ï¿¯ÈÛÙË
ÙÈÌ‹ –1,  ‚‚)) ª¤ÁÈÛÙË ÙÈÌ‹ 5, ÁÁ)) ª¤ÁÈÛÙË ÙÈÌ‹ 7  x=1, x= –3   

¶·Ú·ÙËÚ‹ÛÙÂ fiÙÈ ÈÛ¯‡ÂÈ y > 0 ÁÈ· Î¿ıÂ ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ x   ··))

Ï = 2,  ‚‚)) (–1, 0), (–2, 0), (0, 2)   10   ¶·Ú·ÙËÚ‹ÛÙÂ 

fiÙÈ – = 4 Î·È –7 = 42 + 4‚ + Á, ‚ = – 8 Î·È Á = 9  

··)) ¶·Ú·ÙËÚ‹ÛÙÂ fiÙÈ – = 20 Î·È Ù· ÛËÌÂ›· (0, 0) Î·È

(20, 10) ·Ó‹ÎÔ˘Ó ÛÙËÓ ·Ú·‚ÔÏ‹,  ‚‚)) 7,5 m – ¡(10 ,  7,5).

°°ÂÂÓÓÈÈÎÎ¤¤˜̃  ··ÛÛÎÎ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  44ÔÔ˘̆  ÎÎÂÂÊÊ··ÏÏ··››ÔÔ˘̆

y = ± x2 · = 0   ∞(1, – 1),  µ(–3, –9)  

y = 2x2 – 8x + 5  ··)) ¶·Ú·ÙËÚ‹ÛÙÂ fiÙÈ ∞°=10–x > 0,

ÁÁ)) ∆Ô ÂÌ‚·‰fiÓ Á›ÓÂÙ·È Ì¤ÁÈÛÙÔ, fiÙ·Ó x=y=5 cm

E = (6 – x)(3 + x),  x = 1,5 m   ∞Ó ∞ª = x, ÙfiÙÂ

∂= 2x2–20x+100 – ™ÙÔ Ì¤ÛÔÓ ÙÔ˘ AB  ··)) ¶·Ú·ÙËÚ‹ÛÙÂ fiÙÈ 

– = 2 Î·È Ù· ÛËÌÂ›· (0, 6), (2, 8) ·Ó‹ÎÔ˘Ó ÛÙËÓ ·Ú·‚ÔÏ‹,  

‚‚)) 4 m   ··)) ¶·Ú·ÙËÚ‹ÛÙÂ fiÙÈ y = ·x2 + 6 Î·È ÙÔ ÛËÌÂ›Ô 

(8, 0) ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙËÓ ·Ú·‚ÔÏ‹,  ‚‚)) ¶ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÙÂ ÙËÓ ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓË

ÙÔ˘ ÛËÌÂ›Ô˘ Ô˘ ¤¯ÂÈ ÙÂÙÌËÌ¤ÓË 1,6 Î·È ı· ‚ÚÂ›ÙÂ 5,76 m.

55..11  ™™‡‡ÓÓÔÔÏÏ··

··)) ∞ = {–5, 5},  ‚‚)) µ = {5}, ÁÁ)) ° = {–1, 0, 1, 2, 3, 4},  
‰‰)) ¢ = {1, 2, 3, 4, 6, 12}   ∞ � ∫,  ° � ∫,  ∞ = §, µ = ª

∞={1, 2, 3}. ÀÔÛ‡ÓÔÏ· ÙÔ˘ ∞ Â›Ó·È: {1}, {2}, {3}, {1, 2},
{2, 3}, {1, 3}, ∞, � ∞ = {(0, 4), (1, 3), (2, 2), (3, 1), (4, 0)}

··)) ∞ = {ÂÚÈÙÙÔ› Ê˘ÛÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ›},  ‚‚)) µ = {ÁÚ¿ÌÌ·Ù· ÙË˜
Ï¤ÍË˜ È Û Ù Ô Ú › · },  ÁÁ)) ° = {„ËÊ›· ÙÔ˘ ·ÚÈıÌÔ‡ 20}

··)) ∞ � µ = {1, 2, 4, 5, 6},  ‚‚)) ∞ � µ = {2, 4}, 
ÁÁ)) ∞�={3, 6},  ‰‰)) µ�={1, 3, 5}   ··)) ∞={·, Ï, Á, Â, ‚, Ú},

µ = {Ê, Ú, Â, Á, ·, Ù},  ° = {Â, Ï, ·, Ê, È},  ‚‚)) µ � ° = 

{Ê, Ú, Â, Á, ·, Ù, Ï, È},  ∞ � µ = {·, Á, Â, Ú},  ∞ � ° = {·, Ï, Â},

ÁÁ)) ∞ � (µ � °) = {·, Ï, Á, Â, Ú}     ··)) ∞ � µ,     ‚‚)) ∞ � µ,

ÁÁ)) ∞ � µ�,  ‰‰)) ∞� � µ� ··)) E›Ó·È ·ıÏËÙ‹˜ ÙÔ˘ ÛÙ›‚Ô˘ ‹

ÊÔÈÙËÙ‹˜ ÙÔ˘ ¶·ÓÂÈÛÙËÌ›Ô˘,  ‚‚)) ∂›Ó·È ·ıÏËÙ‹˜ ÙÔ˘ ÛÙ›‚Ô˘ Î·È

ÊÔÈÙËÙ‹˜ ÙÔ˘ ¶·ÓÂÈÛÙËÌ›Ô˘,  ÁÁ)) ¢ÂÓ Â›Ó·È ·ıÏËÙ‹˜ ÙÔ˘

ÛÙ›‚Ô˘,  ‰‰)) ¢ÂÓ Â›Ó·È ÊÔÈÙËÙ‹˜ ÙÔ˘ ¶·ÓÂÈÛÙËÌ›Ô˘, ÂÂ)) ∂˚Ó·È

·ıÏËÙ‹˜ ÙÔ˘ ÛÙ›‚Ô˘ Î·È fi¯È ÊÔÈÙËÙ‹˜ ÙÔ˘ ¶·ÓÂÈÛÙËÌ›Ô˘, ÛÛÙÙ))

¢ÂÓ Â›Ó·È ·ıÏËÙ‹˜ ÙÔ˘ ÛÙ›‚Ô˘ ·ÏÏ¿ Â›Ó·È ÊÔÈÙËÙ‹˜ ÙÔ˘

¶·ÓÂÈÛÙËÌ›Ô˘,  ˙̇)) ¢ÂÓ Â›Ó·È Ô‡ÙÂ ·ıÏËÙ‹˜ ÙÔ˘ ÛÙ›‚Ô˘ Ô‡ÙÂ

ÊÔÈÙËÙ‹˜ ÙÔ˘ ¶·ÓÂÈÛÙËÌ›Ô˘.

55..22  ¢¢ÂÂÈÈÁÁÌÌ··ÙÙÈÈÎÎfifi˜̃  ¯̄ÒÒÚÚÔÔ˜̃  ––  ∂∂ÓÓ‰‰ÂÂ¯̄fifiÌÌÂÂÓÓ··

ø = {Û, ÛÏ, Ù, ÙÏ, Á, ÁÏ}   ø = {∫∫∫, ∫∫°, ∫°∫,

∫°°, °∫∫, °∫°, °°∫, °°°}   ∞µ, ∞°, ∞¢, µ∞, µ°, µ¢, °∞,

°µ, °¢, ¢∞, ¢µ, ¢°   ··)) ø = {∫, ∞, ª}, ‚‚)) ªÂ ÙÚÂÈ˜ ÙÔ

ÔÏ‡ ÎÈÓ‹ÛÂÈ˜,  ÁÁ)) ªÂ ‰‡Ô ÎÈÓ‹ÛÂÈ˜  ··)) ø = {¢∂, ¢∑, ¢™,

∫∂, ∫∑, ∫™, ª∂, ª∑, ª™, ¶∂, ¶∑, ¶™}, ‚‚))  ∞ = {¢∂, ¢∑, ∫∂,

∫∑, ª∂, ª∑, ¶∂, ¶∑},  µ = {¢∂, ¢∑, ¢™, ∫∂, ∫∑, ∫™, ¶∂, ¶∑,

¶™}   ··)) ∞ � µ = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 9},  ‚‚)) ∞ � µ = {1, 3},

ÁÁ)) µ� = {6, 7, 8, 9}   ··)) {2642, 2672, 2842, 2872, 2942,

2972}, ‚‚)) ∞ = {2672, 2872, 2972}, µ = {2642, 2672, 2842,

2872}.

55..33  ŒŒÓÓÓÓÔÔÈÈ··  ÈÈıı··ÓÓfifiÙÙËËÙÙ··˜̃

··)) ,  ‚‚)) 0,5%   ƒ(∞) = ,  

ƒ(µ) = ,  ƒ(° ) = ··)) ,  ‚‚)) ,  ÁÁ)) ‰‰))

ƒ(∞)= ,  ƒ(µ)= ,  ƒ(° )= ,  

‹ 25% 48% ‹  50%  

°°ÂÂÓÓÈÈÎÎ¤¤˜̃  ··ÛÛÎÎ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  55ÔÔ˘̆  ÎÎÂÂÊÊ··ÏÏ··››ÔÔ˘̆

··)) ø = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8},  ∞ = {0, 2, 4, 6, 8},  

µ={1, 2, 4, 8},  ‚‚)) ∞ � µ={0, 1, 2, 4, 6, 8}, ∞ � µ = {2, 4, 8},

∞� = {1, 3, 5, 7},  µ� = {0, 3, 5, 6, 7},  ÁÁ)) ii)) ƒ(∞) = ,  

iiii)) ƒ(µ�) = ,  iiiiii)) ƒ(∞ � µ) = ,  iivv)) ƒ(∞ � µ) = 

, ··)) 1Ë ÁÚ·ÌÌ‹: 12,  36 - 2Ë ÁÚ·ÌÌ‹: 18,  14

‚‚)) ii)) ,  iiii)) ,  iiiiii)) ,  iivv))

‹  75%  ··)) ,  ‚‚)) ¢ÂÓ Â›Ó·È 

ÛˆÛÙfi˜, ·ÊÔ‡, ƒ(8) = ÂÓÒ ƒ(7) = .6
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11..11  ππÛÛfifiÙÙËËÙÙ··  ÙÙÚÚÈÈÁÁÒÒÓÓˆ̂ÓÓ

¡· Û˘ÁÎÚ›ÓÂÙÂ Ù· ÙÚ›ÁˆÓ· ∞µ¢, ∞°∂ (¶ – ° – ¶)   ¡·
Û˘ÁÎÚ›ÓÂÙÂ Ù· ÙÚ›ÁˆÓ· √∞™, √µ™, (¶ – ° – ¶)   ¡·
Û˘ÁÎÚ›ÓÂÙÂ Ù· ÙÚ›ÁˆÓ· ∞µ¢, ∞°∂ (¶ – ° – ¶)   ¡·
Û˘ÁÎÚ›ÓÂÙÂ Ù· ÙÚ›ÁˆÓ· √∞¢, √µ° (¶ – ° – ¶)   ∆· ÙÚ›ÁˆÓ·
∞∑∂, µ¢∑, °¢∂ Â›Ó·È ›Û· (¶ – ° – ¶)   ∆· ÙÚ›ÁˆÓ· µ°¢, µ°∂
Â›Ó·È ›Û· (¶ – ° – ¶)   ∆· ÙÚ›ÁˆÓ· ∞µ°, ∞°¢ Â›Ó·È ›Û· 
(° – ¶ – °)   ¡· Ê¤ÚÂÙÂ ÌÈ· ‰È·ÁÒÓÈÔ Î·È Ó· Û˘ÁÎÚ›ÓÂÙÂ Ù·
ÙÚ›ÁˆÓ· Ô˘ Û¯ËÌ·Ù›˙ÔÓÙ·È   ··)) ¡· Û˘ÁÎÚ›ÓÂÙÂ Ù· ÙÚ›ÁˆÓ·
∞µ¢, ∞�µ�¢� (° – ¶ – °), ‚‚)) (° – ¶ – °)    (¶ – ¶ – ¶)  

¡· Û˘ÁÎÚ›ÓÂÙÂ Ù· ÙÚ›ÁˆÓ· √∞µ, √∞° (¶ – ¶ – ¶)   ¡·
Û˘ÁÎÚ›ÓÂÙÂ Ù· ÙÚ›ÁˆÓ· ∞µ¢, ∞°¢ (¶ – ¶ – ¶)    ··)) ¡·
Û˘ÁÎÚ›ÓÂÙÂ Ù· ÙÚ›ÁˆÓ· ∞µª, ∞�µ�ª� (¶ – ¶ – ¶),  ‚‚)) (¶ – ° – ¶)

··)) ¡· Û˘ÁÎÚ›ÓÂÙÂ Ù· ÙÚ›ÁˆÓ· µ¢ª, °∂ª (¶ – ° – ¶),  ‚‚))
(¶ – ¶ – ¶)   ¡· Û˘ÁÎÚ›ÓÂÙÂ Ù· ÔÚıÔÁÒÓÈ· ÙÚ›ÁˆÓ· ∞µ¢,
∞°∂   ¡· Û˘ÁÎÚ›ÓÂÙÂ Ù· ÔÚıÔÁÒÓÈ· ÙÚ›ÁˆÓ· ∞µ°, ∞°¢ –
π‰ÈfiÙËÙ· ÙË˜ ÌÂÛÔÎ·ı¤ÙÔ˘   ¡· Û˘ÁÎÚ›ÓÂÙÂ Ù· ÔÚıÔÁÒÓÈ·
ÙÚ›ÁˆÓ· ∞µ¢ Î·È ∂µ¢  ¡· Ê¤ÚÂÙÂ ∞∞� ⊥ Â, µµ� ⊥ Â Î·È
Ó· Û˘ÁÎÚ›ÓÂÙÂ Ù· ÙÚ›ÁˆÓ· Ô˘ Û¯ËÌ·Ù›˙ÔÓÙ·È  ··)) ¡·
Û˘ÁÎÚ›ÓÂÙÂ Ù· ÔÚıÔÁÒÓÈ· ÙÚ›ÁˆÓ· ∞µ¢, ∞�µ�¢�,  ‚‚)) (° – ¶ – °)

¡· Û˘ÁÎÚ›ÓÂÙÂ Ù· ÔÚıÔÁÒÓÈ· ÙÚ›ÁˆÓ· √∞ª, √°¡ 
¡· Ê¤ÚÂÙÂ ÙÈ˜ ¯ÔÚ‰¤˜ µ°, µ¢ Î·È Ó· ·Ú·ÙËÚ‹ÛÂÙÂ fiÙÈ 

∧

° = 
∧

¢ = 90Æ.

11..22  §§fifiÁÁÔÔ˜̃  ÂÂ˘̆ıı˘̆ÁÁÚÚ¿¿ÌÌÌÌˆ̂ÓÓ  ÙÙÌÌËËÌÌ¿¿ÙÙˆ̂ÓÓ

¡· ÂÊ·ÚÌfiÛÂÙÂ ÙÔ ıÂÒÚËÌ· ÙˆÓ ›ÛˆÓ ÙÌËÌ¿ÙˆÓ ÌÂÙ·Í‡ 

·Ú·ÏÏ‹ÏˆÓ Â˘ıÂÈÒÓ   ‚‚))  ii)) , iiii)) 2, iiiiii)) ,  iivv)) ,  

vv)) ··)) 2,  ‚‚)) ,  ÁÁ)) ··)) , ‚‚)) ,  ÁÁ))  

··)) ¡· ÂÊ·ÚÌfiÛÂÙÂ ÙË Û¯ÂÙÈÎ‹ ÚfiÙ·ÛË Ô˘ 

ÈÛ¯‡ÂÈ ÛÂ ÙÚ›ÁˆÓÔ,  ‚‚)) ∂›Ó·È = = 2  ¶·Ú·ÙËÚ‹-

ÛÙÂ fiÙÈ µª, ¢ª Â›Ó·È ‰È¿ÌÂÛÔÈ ÔÚıÔÁˆÓ›ˆÓ ÙÚÈÁÒÓˆÓ Ô˘

·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Ô‡Ó ÛÙËÓ ›‰È· ˘ÔÙÂ›ÓÔ˘Û·. ¡· Ê¤ÚÂÙÂ ·fi ÙÔ

Ì¤ÛÔ ÙË˜ ∞¢ ·Ú¿ÏÏËÏË ÚÔ˜ ÙÈ˜ ‚¿ÛÂÈ˜ ÙÔ˘ ÙÚ·Â˙›Ô˘.

11..33  ££ÂÂÒÒÚÚËËÌÌ··  ££··ÏÏ‹‹

µ∑=7  µ∑=3,2,  ∑°=4,8  x=12  O°=15,  
∂∑ = 12  x = 7,5 √∫ = 15,  ∫° = 9   x = 10,8,

y = 6  ŒÚÂÂ √¢ = 62 Î·È √° =31 ÒÛÙÂ  =

11..44  √√ÌÌÔÔÈÈÔÔııÂÂÛÛ››··
‚‚))  ii)) 1,5 cm iiii)) 6 cm 

6 cm, 8 cm, 10 cm  
∧

A� = 90Æ,  
∧

B� =
∧

°� = 45Æ

Î·È ∞�µ� = ∞�°� = 6 cm, 

B�°� = 6��2 cm

¶·Ú·ÙËÚ‹ÛÙÂ fiÙÈ Ô ÔÌÔÈfiıÂÙÔ˜ Î‡ÎÏÔ˜ ı· ¤¯ÂÈ ÙÚÈÏ¿ÛÈ·

·ÎÙ›Ó·   ∂›Ó·È ›Û·   ··)) ∞�(–2, 2),  µ�(4, 4),  °�(0, –4).

∂›Ó·È ‰ÈÏ¿ÛÈÂ˜ ‚‚)) ∞�(–3, 1), µ�(3, 3), °�(–1, –5). Ÿ¯È  

¶·Ú·ÙËÚ‹ÛÙÂ fiÙÈ ÙÔ ¢∂ Â›Ó·È ÔÌÔÈfiıÂÙÔ ÙÔ˘ µ° ÌÂ Î¤ÓÙÚÔ ∞

Î·È ÏfiÁÔ ¶·Ú·ÙËÚ‹ÛÙÂ fiÙÈ ÙÔ Î¤ÓÙÚÔ ÔÌÔÈÔıÂÛ›·˜ Â›Ó·È ÙÔ 

ÛËÌÂ›Ô ÙÔÌ‹˜ ÙˆÓ ∞�∞, µ�µ Î·È Ô ÏfiÁÔ˜ ÔÌÔÈÔıÂÛ›·˜ Â›Ó·È 

11..55  √√ÌÌÔÔÈÈfifiÙÙËËÙÙ··

∞∞.. ŸŸÌÌÔÔÈÈ··  ÔÔÏÏ‡‡ÁÁˆ̂ÓÓ··

™ÙË ‚� ÂÚ›ÙˆÛË   ··)) x = 4,2 cm,  ‚‚))  x = 50Æ   Ÿ¯È.
¢ÂÓ Â›Ó·È ÔÈ ÏÂ˘Ú¤˜ ·Ó¿ÏÔÁÂ˜   ∂›Ó·È ÔÌÔÈfiıÂÙÔ ÙÔ˘ ∞µ°¢

ÌÂ Î¤ÓÙÚÔ ∫ Î·È ÏfiÁÔ ··)) ∞∂∫∏ ÔÌÔÈfiıÂÙÔ ÙÔ˘ ∞µ°¢ ÌÂ 

Î¤ÓÙÚÔ ∞ Î·È ÏfiÁÔ  ,  ‚‚)) ∫£°∑ ÔÌÔÈfiıÂÙÔ ÙÔ˘ ∞µ°¢ ÌÂ Î¤ÓÙÚÔ

° Î·È ÏfiÁÔ , ∫£°∑ ≈ ∞µ°¢ ≈ ∞∂∫∏   120 m,  1::  4000.

µµ.. ŸŸÌÌÔÔÈÈ··  ÙÙÚÚ››ÁÁˆ̂ÓÓ··

··)) x = 6cm,  ‚‚)) x = 6cm,  ÁÁ)) x = 3cm   A¢ = 6 cm  

··)) πÛ¯‡ÂÈ = , ‚‚)) Œ¯Ô˘Ó ÁˆÓ›Â˜ ›ÛÂ˜   ∞µ = 25 m  

x = 4 21 m     x = 6cm     1,70 m.

11..66  §§fifiÁÁÔÔ˜̃  ÂÂÌÌ‚‚··‰‰ÒÒÓÓ  ÔÔÌÌÔÔ››ˆ̂ÓÓ  ÛÛ¯̄ËËÌÌ¿¿ÙÙˆ̂ÓÓ

50 cm2 25 ÊÔÚ¤˜     ··)) ,  ‚‚))  

¶·Ú·ÙËÚ‹ÛÙÂ fiÙÈ  = ( )2
Î·È  = ( )2

··)) ,

‚‚)) ··)) ∆Ô ¢∂∑ Â›Ó·È ÔÌÔÈfiıÂÙÔ ÙÔ˘ ∞µ° ÌÂ Î¤ÓÙÚÔ √ 

Î·È ÏfiÁÔ , ‚‚)) ∂›Ó·È = ( )2
··)) 57,6 cm2, 

‚‚)) 22,5 cm2 69%   36%.

°°ÂÂÓÓÈÈÎÎ¤¤˜̃  ··ÛÛÎÎ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  11ÔÔ˘̆  ÎÎÂÂÊÊ··ÏÏ··››ÔÔ˘̆

¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ  Ù· ÙÚ›ÁˆÓ· µ∞¢ Î·È ∂∞° Â›Ó·È ›Û·  

··)) ¡· Û˘ÁÎÚ›ÓÂÙÂ Ù· ÔÚıÔÁÒÓÈ· ÙÚ›ÁˆÓ· ∞¢∑ Î·È ∞µ∂,

‚‚)) ¶·Ú·ÙËÚ‹ÛÙÂ fiÙÈ ∞
∧

¢∑ = ∂
∧

∞µ ¡· Û˘ÁÎÚ›ÓÂÙÂ Ù·33
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µµ ªª ¡¡ °°

AA PP

§§
KK

55

ªª∂∂ƒƒ√√™™  µµ� ––  °°∂∂øøªª∂∂∆∆ƒƒππ∞∞  ––  ∆∆ƒƒππ°°øø¡¡√√ªª∂∂∆∆ƒƒππ∞∞

∞∞··ÓÓÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ––  ÀÀÔÔ‰‰ÂÂ››ÍÍÂÂÈÈ˜̃  ÙÙˆ̂ÓÓ  ÚÚÔÔÙÙÂÂÈÈÓÓfifiÌÌÂÂÓÓˆ̂ÓÓ  ··ÛÛÎÎ‹‹ÛÛÂÂˆ̂ÓÓ  ÎÎ··ÈÈ  ÚÚÔÔ‚‚ÏÏËËÌÌ¿¿ÙÙˆ̂ÓÓ

(256-264)  21-11-06  17:26  ™ÂÏ›‰·262



ÙÚ›ÁˆÓ· ∞µ∏ Î·È µ°∑ ¡· Û˘ÁÎÚ›ÓÂÙÂ Î·Ù’ ·Ú¯‹Ó Ù·

ÙÚ›ÁˆÓ· µ°ª, µ�°�ª� ··)) √¢ = 9,6 cm  Î·È  OE = 12,8 cm

6��2 cm 36 cm2 ··)) 2,  ‚‚)) 10 cm 1 cm

··)) ¡· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙÔ ıÂÒÚËÌ· ÙÔ˘ £·Ï‹,  

‚‚))  ¶·Ú·ÙËÚ‹ÛÙÂ fiÙÈ (¢∂∏Z)=(∞µ°)–(∞¢∂)–(µ¢∑)–(°∂∏).

22..11  TTÚÚÈÈÁÁˆ̂ÓÓÔÔÌÌÂÂÙÙÚÚÈÈÎÎÔÔ››  ··ÚÚÈÈııÌÌÔÔ››  ÁÁˆ̂ÓÓ››··˜̃  ˆ̂  ÌÌÂÂ
00ÆÆ  � ˆ̂  � 118800ÆÆ

··)) ËÌˆ = , Û˘Óˆ = , ÂÊˆ = ,  ‚‚)) ËÌˆ = , 

Û˘Óˆ = – , ÂÊˆ = – ,  ÁÁ)) ËÌˆ = 1, Û˘Óˆ = 0, ÂÊˆ ‰ÂÓ 

ÔÚ›˙ÂÙ·È ··)) 2,  ‚‚)) ËÌˆ = , Û˘Óˆ = – , ÂÊˆ = –2  

¶(5��3, 5)   ··)) ª(–1, ��3),  ‚‚)) ËÌ120Æ= ,

Û˘Ó120Æ= – , ÂÊ120Æ= –��3   ··)) ¡· Ê¤ÚÂÙÂ 

ª∫ ⊥ x�x Î·È ·Ú·ÙËÚ‹ÛÙÂ fiÙÈ ª∫ = 1, ‚‚)) ËÌ150Æ= ,

Û˘Ó150Æ= – , ÂÊ150Æ=– ··))  ,  ‚‚)) ËÌˆ= , 

Û˘Óˆ = – ¶·Ú·ÙËÚ‹ÛÙÂ fiÙÈ ™1(10, 7) Î·È ™2(20, 18), 

™1

∧

√™2 = 7Æ.

22..22  TTÚÚÈÈÁÁˆ̂ÓÓÔÔÌÌÂÂÙÙÚÚÈÈÎÎÔÔ››  ··ÚÚÈÈııÌÌÔÔ››  ··ÚÚ··ÏÏËËÚÚˆ̂--
ÌÌ··ÙÙÈÈÎÎÒÒÓÓ  ÁÁˆ̂ÓÓÈÈÒÒÓÓ

··)) ËÌ120Æ= , Û˘Ó120Æ= – ,  ÂÊ120Æ= –��3,  

‚‚)) ËÌ135Æ= , Û˘Ó135Æ= – , ÂÊ135Æ= –1,  

ÁÁ))  ËÌ150Æ= , Û˘Ó150Æ=– , ÂÊ150Æ=–

··)) ¶·Ú·ÙËÚ‹ÛÙÂ fiÙÈ 108Æ+72Æ=180Æ Î·È 77Æ+103Æ =180Æ,

‚‚)) ¶·Ú·ÙËÚ‹ÛÙÂ fiÙÈ 122Æ+ 58Æ = 180Æ  ··)), ‚‚)) ¡·

·ÓÙÈÎ·Ù·ÛÙ‹ÛÂÙÂ ÙÔ˘˜ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ÌÂ ÙÈ˜

ÙÈÌ¤˜ ÙÔ˘˜ ¶·Ú·ÙËÚ‹ÛÙÂ fiÙÈ ÛÂ Î¿ıÂ ÂÚ›ÙˆÛË ÔÈ

ÁˆÓ›Â˜ Â›Ó·È ·Ú·ÏËÚˆÌ·ÙÈÎ¤˜   ··))  45Æ ‹  135Æ,  ‚‚)) 30Æ

‹  150Æ,  ÁÁ)) 30Æ,  ‰‰)) 120Æ,  ÂÂ)) 120Æ,  ÛÛÙÙ)) 45Æ ¶·Ú·ÙËÚ‹ÛÙÂ

fiÙÈ ÔÈ ‰‡Ô ÁˆÓ›Â˜ ÂÓfi˜ ·Ú·ÏÏËÏÔÁÚ¿ÌÌÔ˘ Â›Ó·È ›ÛÂ˜ ‹

·Ú·ÏËÚˆÌ·ÙÈÎ¤˜ – fi¯È   ··)), ‚‚)) ¶·Ú·ÙËÚ‹ÛÙÂ fiÙÈ

∧

A +
∧

° = 180Æ   ËÌˆ = , Û˘Óˆ = , ÂÊˆ = Î·È 

ˆ, Ê ·Ú·ÏËÚˆÌ·ÙÈÎ¤˜ ÁˆÓ›Â˜ ¡· Ê¤ÚÂÙÂ ÙÔ ‡„Ô˜ 

∞∫, ËÌˆ = , Û˘Óˆ = , ÂÊˆ = 3��3 Î·È ˆ, Ê 

·Ú·ÏËÚˆÌ·ÙÈÎ¤˜ ÁˆÓ›Â˜.

22..33  ™™¯̄¤¤ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÌÌÂÂÙÙ··ÍÍ‡‡  ÙÙÚÚÈÈÁÁˆ̂ÓÓÔÔÌÌÂÂÙÙÚÚÈÈÎÎÒÒÓÓ
··ÚÚÈÈııÌÌÒÒÓÓ  ÌÌÈÈ··˜̃  ÁÁˆ̂ÓÓ››··˜̃

Û˘Óˆ = , ÂÊˆ = ËÌˆ = ,  ÂÊˆ = –2��2

ËÌˆ = , Û˘Óˆ = ∞ = 0   ¡· ‚Á¿ÏÂÙÂ 

ÎÔÈÓfi ·Ú¿ÁÔÓÙ· ··)) ÙÔ ËÌˆ,  ‚‚)) ÙÔ Û˘Ó2ˆ   ··)),  ‚‚)) ¡·

·ÓÙÈÎ·Ù·ÛÙ‹ÛÂÙÂ Ù·  x, y    ··)) ¡· ·ÓÙÈÎ·Ù·ÛÙ‹ÛÂÙÂ ÙÔ ËÌ2·

ÌÂ 1 – Û˘Ó2·,  ‚‚)) ∞fi ÙÔ˘˜ ‰‡Ô ÚÒÙÔ˘˜ fiÚÔ˘˜ Ó· ‚Á¿ÏÂÙÂ

ÎÔÈÓfi ·Ú¿ÁÔÓÙ· ÙÔ ËÌ2·   ··)),  ‚‚)) ¡· ·Ó·Ù‡ÍÂÙÂ ÙÈ˜

Ù·˘ÙfiÙËÙÂ˜   ··)) ¶·Ú·ÙËÚ‹ÛÙÂ fiÙÈ ÂÊ2x = , ‚‚))  ¡· 

·ÓÙÈÎ·Ù·ÛÙ‹ÛÂÙÂ ÙËÓ ÂÊx ÌÂ ··))
¶·Ú·ÙËÚ‹ÛÙÂ fiÙÈ Û˘Ó2x = 1 –
ËÌ2x = (1 – ËÌx)(1 + ËÌx), ‚‚)) ¡· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈ‹- ÛÂÙÂ ÙËÓ

Ù·˘ÙfiÙËÙ· ÂÊx = ··))  1, ‚‚)) 2     ··))  

¶·Ú·ÙËÚ‹ÛÙÂ fiÙÈ ÂÊ70Æ= Î·È 70Æ + 110Æ = 180Æ,

‚‚)) ¶·Ú·ÙËÚ‹ÛÙÂ fiÙÈ ÂÊ40Æ= Î·È 40Æ + 140Æ = 180Æ

¡· ·ÓÙÈÎ·Ù·ÛÙ‹ÛÂÙÂ ÙÔ˘˜ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜
ÙˆÓ ÁˆÓÈÒÓ · = 30Æ Î·È ‚ = 60Æ.
ªª··ııËËÌÌ··ÙÙÈÈÎÎfifi  ··››ÓÓÈÈÁÁÌÌ··:: ¶·Ú·ÙËÚ‹ÛÙÂ fiÙÈ ( )2

+( )2
=1,

ˆ = 180Æ.

22..44  ¡¡fifiÌÌÔÔ˜̃  ÙÙˆ̂ÓÓ  ËËÌÌÈÈÙÙfifiÓÓˆ̂ÓÓ  ––  ¡¡fifiÌÌÔÔ˜̃  ÙÙˆ̂ÓÓ
ÛÛ˘̆ÓÓËËÌÌÈÈÙÙfifiÓÓˆ̂ÓÓ

··)) 2��2,   ‚‚)) 5��6,   ÁÁ)) 4��6 ··)) 90Æ,  ‚‚)) 30Æ, ÁÁ)) 90Æ
··))

∧

A = 45Æ Î·È 
∧

µ = 105Æ  ‹  
∧

A = 135Æ Î·È
∧

µ = 15Æ,
‚‚))

∧

µ = 45Æ Î·È 
∧

A = 75Æ   ¡· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙÔ ÓfiÌÔ
ÙˆÓ ËÌÈÙfiÓˆÓ   ¶ÂÚ›Ô˘ 448 m   ∞fi  ÙÔ ÓfiÌÔ ÙˆÓ
ËÌÈÙfiÓˆÓ ÚÔÎ‡ÙÂÈ ËÌ∞ = ��3 Ô˘ Â›Ó·È ·‰‡Ó·ÙÔ

F1 ≈ 6,44 N  Î·È  F2 ≈ 5,27 N   29,06 m   ··)) 5,  
‚‚)) 120Æ,  ÁÁ)) 2, ‰‰)) x = 90Æ  ‚ = Á = 3   10��3 cm

∞° = ��13,  µ¢ = ��37 ∂›¯Â ‰›ÎÈÔ. ¡·
¯ÚËÛÈÌÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙÔ ÓfiÌÔ ÙˆÓ Û˘ÓËÌÈÙfiÓˆÓ. TÔ Ì‹ÎÔ˜ ÙË˜
Û‹Ú·ÁÁ·˜ ‹Ù·Ó 157,19 m  126Æ.

°°ÂÂÓÓÈÈÎÎ¤¤˜̃  ··ÛÛÎÎ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  22ÔÔ˘̆  ÎÎÂÂÊÊ··ÏÏ··››ÔÔ˘̆

··)) ¡· Î¿ÓÂÙÂ ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜ ÛÂ Î¿ıÂ Ì¤ÏÔ˜,  ‚‚)) ¡· Î¿ÓÂÙÂ 

ÔÌÒÓ˘Ì· Ù· ÎÏ¿ÛÌ·Ù· ÛÙÔ 1Ô Ì¤ÏÔ˜  Û˘Óˆ = – Î·È

∞ª = 15 ∂›Ó·È ∞
∧

¢° = ∞
∧

°¢. ∂›Ó·È ∞¢ = 10��6 cm.
··))  ‚‚)) ¡· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙÔ ÓfiÌÔ ÙˆÓ ËÌÈÙfiÓˆÓ,

ÁÁ)) ¶·Ú·ÙËÚ‹ÛÙÂ fiÙÈ ËÌÊ = ËÌˆ ‚‚))
∧

A = 120Æ, 
(∞µ°) = 60��3 m2 ··)) ¡· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙÔ ÓfiÌÔ ÙˆÓ
ËÌÈÙfiÓˆÓ,  ‚‚)) ∂›Ó·È ËÌ(µ + °) = Û˘Ó(µ – °) = 1   ··)) ¡·
¯ÚËÛÈÌÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙÔ ÓfiÌÔ ÙˆÓ ËÌÈÙfiÓˆÓ,  ‚‚)),  ÁÁ)),  ‰‰)) ¡·
¯ÚËÛÈÌÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙÔ ÓfiÌÔ ÙˆÓ Û˘ÓËÌÈÙfiÓˆÓ   ∂›Ó·È · = 6,
‚ = 5,  Á = 4  ‹  · = 5,  ‚ = 6,  Á = 4   ¶ÂÚ›Ô˘ 65 m.99
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