
ŒÓ·˜ ·Ù¤Ú·˜ ÌÔ›Ú·ÛÂ ¤Ó· ÔÈÎfiÂ‰Ô
ÛÙ· ‰‡Ô ·È‰È¿ ÙÔ˘, fiˆ˜ Ê·›ÓÂÙ·È
ÛÙÔ Û¯‹Ì·. ∆· ‰‡Ô ÔÈÎfiÂ‰· Â›¯·Ó ÙÔ
›‰ÈÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ‹ Î¿ÔÈÔ ·fi Ù· ·È‰È¿
·‰ÈÎ‹ıËÎÂ;
¡· ·ÈÙÈÔÏÔÁ‹ÛÂÙÂ ÙËÓ ·¿ÓÙËÛ‹ Û·˜.

Το τρίγωνο του Πασκάλ
και το ανάπτυγµα των δυνάµεων του α + β

11 (·+‚)0= 11
11 11 (·+‚)1= 11· + 11‚

11 22 11 (·+‚)2= 11·2 + 22·‚ + 11‚2

11 33 33 11 (·+‚)3= 11·3 + 33·2‚ + 33·‚2 +11‚3

11 44 66 44 11 (·+‚)4= 11·4+ 44·3‚ + 66·2‚2 + 44·‚3 +11‚4

11 11 (·+‚)5= .... + .... + .... + .... + .... + ....

11 11(·+‚)6= .... .... ... .... ... .... ... .... ... .... ... .... ... .... .... ...

¶·Ú·ÙËÚ‹ÛÙÂ Ù· ·Ó·Ù‡ÁÌ·Ù· ÙˆÓ ‰˘Ó¿ÌÂˆÓ ÙÔ˘ ·ıÚÔ›ÛÌ·ÙÔ˜ · + ‚.

11.. √È ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯ÔÈ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜ ÛÂ Î¿ıÂ ·Ó¿Ù˘ÁÌ· Û¯ËÌ·Ù›˙Ô˘Ó
ÌÈ· ÁÚ·ÌÌ‹ Û’ ¤Ó· ·ÚÈıÌËÙÈÎfi ÙÚ›ÁˆÓÔ, Ô˘ Â›Ó·È ÁÓˆÛÙfi ˆ˜
ÙÙÚÚ››ÁÁˆ̂ÓÓÔÔ  ÙÙÔÔ˘̆  ¶¶··ÛÛÎÎ¿¿ÏÏ. ∆Ô ÙÚ›ÁˆÓÔ ·˘Ùfi ‹ÚÂ ÙÔ fiÓÔÌ¿ ÙÔ˘ ·fi
ÙÔÓ °¿ÏÏÔ Ì·ıËÌ·ÙÈÎfi Blaise Pascal (1623 - 1662) Î·È ÔÈ ·ÚÈıÌÔ›
ÙÔ˘ ÎÚ‡‚Ô˘Ó ÔÏÏ¤˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜. √ ÚÒÙÔ˜ Î·È Ô ÙÂÏÂ˘Ù·›Ô˜
·ÚÈıÌfi˜ Î¿ıÂ ÛÂÈÚ¿˜ Â›Ó·È 1.
ªÔÚÂ›ÙÂ Ó· ·Ó·Î·Ï‡„ÂÙÂ ÌÂ ÔÈÔÓ ÙÚfiÔ ÚÔÎ‡ÙÔ˘Ó ÔÈ
˘fiÏÔÈÔÈ ·ÚÈıÌÔ› Î¿ıÂ ÛÂÈÚ¿˜;

22.. ™˘ÓÂ¯›ÛÙÂ ÙËÓ Î·Ù·ÛÎÂ˘‹ ÙÔ˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘ Î·È ‚ÚÂ›ÙÂ Ù· ·Ó·Ù‡ÁÌ·Ù· (· + ‚)5 Î·È
(· + ‚)6, ·ÊÔ‡ ÚÒÙ· ·Ó·Î·Ï‡„ÂÙÂ ÌÂ ÔÈÔÓ ÙÚfiÔ ÁÚ¿ÊÔÓÙ·È ÔÈ ‰˘Ó¿ÌÂÈ˜ ÙÔ˘ · Î·È
ÙÔ˘ ‚ ÛÂ Î¿ıÂ ·Ó¿Ù˘ÁÌ·.

33.. ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ Î·È ÙÔ ·Ó¿Ù˘ÁÌ· ÙÔ˘ (· – ‚)6, ·Ó ÁÓˆÚ›˙ÂÙÂ fiÙÈ Î·È Ù· ·Ó·Ù‡ÁÌ·Ù· ÙˆÓ
‰˘Ó¿ÌÂˆÓ ÙË˜ ‰È·ÊÔÚ¿˜ · – ‚ ÚÔÎ‡ÙÔ˘Ó ÌÂ ÙÔÓ ›‰ÈÔ ·ÎÚÈ‚Ò˜ ÙÚfiÔ, ÌfiÓÔ Ô˘
ı¤ÙÔ˘ÌÂ Ù· ÚfiÛËÌ· ÂÓ·ÏÏ¿Í, ·Ú¯›˙ÔÓÙ·˜ ·fi +.

.¯. (· – ‚)2 = ·2 – 2·‚ + ‚2,    (· – ‚)3 = ·3 – 3·2‚ + 3·‚2 – ‚3

44.. ªÔÚÂ›ÙÂ Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ ÔÈÂ˜ ¿ÏÏÂ˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÎÚ‡‚Ô˘Ó ÔÈ ·ÚÈıÌÔ› ÙÔ˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘ ¶·ÛÎ¿Ï;

1188

51

1.5 AAÍÍÈÈÔÔÛÛËËÌÌÂÂ››ˆ̂ÙÙÂÂ˜̃  ÙÙ··˘̆ÙÙfifiÙÙËËÙÙÂÂ˜̃

··  ++  ‚‚ ··

··

‚‚

‚‚
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¶˘ı·ÁfiÚÂÈÂ˜ ÙÚÈ¿‰Â˜
AÓ ÔÈ ·ÚÈıÌÔ› ·, ‚, Á ÂÎÊÚ¿˙Ô˘Ó Ù· Ì‹ÎË ÙˆÓ ÏÂ˘ÚÒÓ ÂÓfi˜ ÔÚıÔÁˆÓ›Ô˘
ÙÚÈÁÒÓÔ˘, ÙfiÙÂ fiˆ˜ ÁÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ, ÈÛ¯‡ÂÈ ÙÔ ¶˘ı·ÁfiÚÂÈÔ ıÂÒÚËÌ·

·2 = ‚2 + Á2 (1)
¶fiÛ· fiÌˆ˜ ÔÚıÔÁÒÓÈ· ÙÚ›ÁˆÓ· ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ‚ÚÔ‡ÌÂ Ô˘ Ù· Ì‹ÎË ÙˆÓ
ÏÂ˘ÚÒÓ ÙÔ˘˜ ÂÎÊÚ¿˙ÔÓÙ·È ÌÂ ·Î¤Ú·ÈÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜;
ªÈ· ÙÚÈ¿‰· ıÂÙÈÎÒÓ ·ÎÂÚ·›ˆÓ ·ÚÈıÌÒÓ ·, ‚, Á, ÁÈ· ÙËÓ ÔÔ›· ÈÛ¯‡ÂÈ Ë Û¯¤ÛË
(1), Ï¤ÌÂ fiÙÈ ·ÔÙÂÏÂ› ¶˘ı·ÁfiÚÂÈ· ÙÚÈ¿‰·. ∆ËÓ ·ÏÔ‡ÛÙÂÚË ¶˘ı·ÁfiÚÂÈ·
ÙÚÈ¿‰· Û¯ËÌ·Ù›˙Ô˘Ó ÔÈ ·ÚÈıÌÔ› 5, 4, 3 ·ÊÔ‡ 52 = 42 + 32.
À¿Ú¯Ô˘Ó, ¿Ú·ÁÂ, ÙÚfiÔÈ Ó· Û¯ËÌ·Ù›˙Ô˘ÌÂ ¶˘ı·ÁfiÚÂÈÂ˜ ÙÚÈ¿‰Â˜;

√ ¶˘ı·ÁfiÚ·˜ (6Ô˜ ·ÈÒÓ·˜ .Ã.) ÁÓÒÚÈ˙Â fiÙÈ ÔÈ ·ÚÈıÌÔ› ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜

, , Ì,   fiÔ˘ Ì ÂÚÈÙÙfi˜ (Ì = 3, 5, 7, ...)

Û¯ËÌ·Ù›˙Ô˘Ó ÌÈ· ¶˘ı·ÁfiÚÂÈ· ÙÚÈ¿‰·.
·) ªÔÚÂ›ÙÂ Ó· ÙÔ ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ;
‚) ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ‰‡Ô ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ ¶˘ı·ÁfiÚÂÈÂ˜ ÙÚÈ¿‰Â˜ ÌÂ ÙÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ÙÔ˘ ¶˘ı·ÁfiÚ·.

√ ¶Ï¿ÙˆÓ·˜ (5Ô˜ – 4Ô˜ ·ÈÒÓ·˜ .Ã.) ÁÓÒÚÈ˙Â fiÙÈ ÔÈ ·ÚÈıÌÔ› ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜

+ 1,    – 1,   Ì,   fiÔ˘ Ì ¿ÚÙÈÔ˜ (Ì = 4, 6, 8, ...)

Û¯ËÌ·Ù›˙Ô˘Ó ÌÈ· ¶˘ı·ÁfiÚÂÈ· ÙÚÈ¿‰·.
·) ªÔÚÂ›ÙÂ Ó· ÙÔ ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ;
‚) ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ‰‡Ô ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ ¶˘ı·ÁfiÚÂÈÂ˜ ÙÚÈ¿‰Â˜ ÌÂ ÙÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ÙÔ˘

¶Ï¿ÙˆÓ·.
O ¢ÈfiÊ·ÓÙÔ˜ (3Ô˜ ·ÈÒÓ·˜ Ì.Ã.) ÛÙËÚÈ˙fiÌÂÓÔ˜ ÛÂ Ì›· Ù·˘ÙfiÙËÙ· ÙËÓ ÔÔ›·
ÁÓÒÚÈ˙Â Î·È Ô ∂˘ÎÏÂ›‰Ë˜, ¤‰ˆÛÂ ÌÈ· ÁÂÓÈÎfiÙÂÚË Ï‡ÛË ÛÙÔ Úfi‚ÏËÌ·
Î·Ù·ÛÎÂ˘‹˜ ¶˘ı·ÁÔÚÂ›ˆÓ ÙÚÈ¿‰ˆÓ ·fi ÔÔÈÔ˘Û‰‹ÔÙÂ ·ÚÈıÌÔ‡˜ (¿ÚÙÈÔ˘˜ ‹
ÂÚÈÙÙÔ‡˜). ∞Ó·Î¿Ï˘„Â fiÙÈ Ô ·ÚÈıÌÔ› ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜ Ï2 + Ì2,   Ï2 – Ì2,   2ÏÌ, fiÔ˘
Ï, Ì ıÂÙÈÎÔ› ¿ÓÈÛÔÈ ·Î¤Ú·ÈÔÈ ·ÚÈıÌÔ›, Û¯ËÌ·Ù›˙Ô˘Ó ¶˘ı·ÁfiÚÂÈ· ÙÚÈ¿‰·.
·) ªÔÚÂ›ÙÂ Ó· ÙÔ ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ;
‚) ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ‰‡Ô ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ ¶˘ı·ÁfiÚÂÈÂ˜ ÙÚÈ¿‰Â˜ ÌÂ ÙÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ÙÔ˘

¢ÈfiÊ·ÓÙÔ˘.

∏∏   ¤¤ ÓÓ ÓÓ ÔÔ ÈÈ ··   ÙÙ ËË ˜̃   ··  fifi ‰‰ ÂÂ ÈÈ ÍÍ ËË ˜̃
ññ ¢¢ÈÈÂÂÚÚÂÂ‡‡ÓÓËËÛÛËË  ÙÙÔÔ˘̆  ÚÚfifiÏÏÔÔ˘̆  ÙÙËË˜̃  ··fifi‰‰ÂÂÈÈÍÍËË˜̃  ÛÛÙÙËËÓÓ  ÎÎ··ııËËÌÌÂÂÚÚÈÈÓÓ‹‹  ˙̇ˆ̂‹‹  ((‰‰ÈÈÎÎ··ÛÛÙÙ‹‹ÚÚÈÈÔÔ,,  ÂÂÌÌÔÔÚÚÈÈÎÎ¤¤˜̃

ÛÛ˘̆ÓÓ··ÏÏÏÏ··ÁÁ¤¤˜̃  ÎÎ..ÙÙ..ÏÏ..))
ññ ∏∏  ··fifi‰‰ÂÂÈÈÍÍËË  ÛÛÙÙ··  ªª··ııËËÌÌ··ÙÙÈÈÎÎ¿¿  ÎÎ··ÈÈ  ÛÛÙÙÈÈ˜̃  ¿¿ÏÏÏÏÂÂ˜̃  ÂÂÈÈÛÛÙÙ‹‹ÌÌÂÂ˜̃  ((ÂÂ˘̆ııÂÂ››··  ··fifi‰‰ÂÂÈÈÍÍËË,,  ····ÁÁˆ̂ÁÁ‹‹

ÛÛÂÂ  ¿¿ÙÙÔÔÔÔ  ÎÎ..ÙÙ..ÏÏ..))..

ΘΕΜΑ:

∆ΙΑΘΕΜΑΤΙΚΟ ΣΧΕ∆ΙΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ

Ì2

4
Ì2

4

Ì2 – 1
2

Ì2 + 1
2

∂¡∞ £∂ª∞ ∞¶√ ∆∏¡ π™∆√ƒπ∞ ∆ø¡ ª∞£∏ª∞∆π∫ø¡

52
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E˘ÎÏÂ›‰Ë˜

¶˘ı·ÁfiÚ·˜

¶Ï¿ÙˆÓ·˜
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53

✔ Μαθαίνω να µετατρέπω µια αλγεβρική παράσταση σε
γινόµενο παραγόντων

1. ¡· Á›ÓÔ˘Ó ÔÈ Ú¿ÍÂÈ˜:

··)) 7,32 � 25 + 7,32 � 75 ‚‚)) 347 � – 347 �

2. ™Â ÌÈ· Î˘ÎÏÈÎ‹ Ï·ÙÂ›· ·ÎÙ›Ó·˜ R = 32,50 m Î·Ù·ÛÎÂ˘¿ÛÙËÎÂ
¤Ó· Î˘ÎÏÈÎfi Û˘ÓÙÚÈ‚¿ÓÈ ·ÎÙ›Ó·˜ Ú = 7,50 m.
¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙË˜ Ï·ÙÂ›·˜ Ô˘ ·¤ÌÂÈÓÂ ÌÂÙ¿
ÙËÓ Î·Ù·ÛÎÂ˘‹ ÙÔ˘ Û˘ÓÙÚÈ‚·ÓÈÔ‡.

¶ÔÏÏ¤˜ ÊÔÚ¤˜, ÁÈ· ÙËÓ Â›Ï˘ÛË ÂÓfi˜ ÚÔ‚Ï‹Ì·ÙÔ˜, ÌÈ·˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜, ÌÈ·˜ ·Ó›ÛˆÛË˜ ‹ ÁÈ·
ÙËÓ ·ÏÔÔ›ËÛË ÂÓfi˜ ÎÏ¿ÛÌ·ÙÔ˜, Â›Ó·È ¯Ú‹ÛÈÌÔ Ó· ÌÂÙ·ÙÚ·Â› Ì›· ·Ú¿ÛÙ·ÛË ·fi
¿ıÚÔÈÛÌ· ÛÂ ÁÈÓfiÌÂÓÔ.

∏ ‰È·‰ÈÎ·Û›· ÌÂ ÙËÓ ÔÔ›· ÌÈ· ·Ú¿ÛÙ·ÛË, Ô˘ Â›Ó·È ¿ıÚÔÈÛÌ·, ÌÂÙ·ÙÚ¤ÂÙ·È ÛÂ
ÁÈÓfiÌÂÓÔ ·Ú·ÁfiÓÙˆÓ, Ï¤ÁÂÙ·È ··ÚÚ··ÁÁÔÔÓÓÙÙÔÔÔÔ››ËËÛÛËË.

°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, Ë ·Ú¿ÛÙ·ÛË R2 – Ú2 ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙË˜ ÂÈÌÂÚÈÛÙÈÎ‹˜ È‰ÈfiÙËÙ·˜
ÁÚ¿ÊÂÙ·È (R2 – Ú2) Î·È Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙËÓ Ù·˘ÙfiÙËÙ· (R + Ú)(R – Ú) = R2 – Ú2,
·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈÂ›Ù·È ˆ˜ ÂÍ‹˜:

πR2 – πρ2 = π(R2 – ρ2) = π(R + ρ)(R – ρ)

™ÙÔ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÔ ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· Ë ·Ú¿ÛÙ·ÛË (R + Ú)(R – Ú) ‰ÂÓ ÂÈ‰¤¯ÂÙ·È ÂÚ·ÈÙ¤Úˆ
·Ú·ÁÔÓÙÔÔ›ËÛË Î·È ÁÈ’ ·˘Ùfi Ï¤ÌÂ fiÙÈ Ë ·Ú¿ÛÙ·ÛË ¤¯ÂÈ ·Ó·Ï˘ıÂ› ÛÂ ÁÁÈÈÓÓfifiÌÌÂÂÓÓÔÔ  ÚÚÒÒÙÙˆ̂ÓÓ
··ÚÚ··ÁÁfifiÓÓÙÙˆ̂ÓÓ.

™ÙÔ ÂÍ‹˜, fiÙ·Ó Ï¤ÌÂ fiÙÈ ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈÔ‡ÌÂ Ì›· ·Ú¿ÛÙ·ÛË, ı· ÂÓÓÔ‡ÌÂ fiÙÈ ÙËÓ
·Ó·Ï‡Ô˘ÌÂ ÛÂ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÚÒÙˆÓ ·Ú·ÁfiÓÙˆÓ.

™ÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ·, ı· ‰Ô‡ÌÂ ÙÈ˜ ÈÔ ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎ¤˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ ·Ú·ÁÔÓÙÔÔ›ËÛË˜ ÌÈ·˜
·ÏÁÂ‚ÚÈÎ‹˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜.

1
6

7
6

∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ

¶·Ú·ÁÔÓÙÔÔ›ËÛË ·ÏÁÂ‚ÚÈÎÒÓ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ11..66

RR==3322,,5500  mm

ÚÚ==77,,5500  mm
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··))  ∫∫ÔÔÈÈÓÓfifi˜̃  ··ÚÚ¿¿ÁÁÔÔÓÓÙÙ··˜̃  
∞Ó fiÏÔÈ ÔÈ fiÚÔÈ ÌÈ·˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜ ¤¯Ô˘Ó ÎÔÈÓfi
·Ú¿ÁÔÓÙ·, ÙfiÙÂ Ë ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÌÂÙ·ÙÚ¤ÂÙ·È
ÛÂ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ·Ú·ÁfiÓÙˆÓ Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙËÓ
ÂÈÌÂÚÈÛÙÈÎ‹ È‰ÈfiÙËÙ·.

°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ÛÂ fiÏÔ˘˜ ÙÔ˘˜ fiÚÔ˘˜ ÙË˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜ 3· + 3‚ – 3Á ˘¿Ú¯ÂÈ ÎÔÈÓfi˜
·Ú¿ÁÔÓÙ·˜ ÙÔ 3, ÔfiÙÂ Ë ·Ú¿ÛÙ·ÛË ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈÂ›Ù·È ˆ˜ ÂÍ‹˜: 

3α + 3β – 3γ = 3(α + β – γ).

√ÌÔ›ˆ˜ Ë ·Ú¿ÛÙ·ÛË 2·2 – 2·‚ + 2·, ÁÚ¿ÊÂÙ·È 22·· � · – 22·· � ‚ + 22·· � 1, ÔfiÙÂ ÛÂ fiÏÔ˘˜
ÙÔ˘˜ fiÚÔ˘˜ ÙË˜ ˘¿Ú¯ÂÈ ÎÔÈÓfi˜ ·Ú¿ÁÔÓÙ·˜ ÙÔ 22··.

ÕÚ·, Ë ·Ú¿ÛÙ·ÛË ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈÂ›Ù·È
ˆ˜ ÂÍ‹˜:

2α2 – 2αβ + 2α = 2α(α – β + 1).

™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹, Ï¤ÌÂ fiÙÈ
«‚Á¿˙Ô˘ÌÂ ÎÔÈÓfi ·Ú¿ÁÔÓÙ· ÙÔ 2·».

NN··  ··ÚÚ··ÁÁÔÔÓÓÙÙÔÔÔÔÈÈËËııÔÔ‡‡ÓÓ  ÔÔÈÈ  ··ÚÚ··ÛÛÙÙ¿¿ÛÛÂÂÈÈ˜̃::
··)) 1122xx22yy  ––  3300xxyy22 ++  66xx22yy22 ‚‚)) ··((ˆ̂  ––  xx))  ++  33‚‚((xx  ––  ˆ̂)) ÁÁ)) 33((22xx  ––  11))  ++  xx((44xx  ––  22))

··)) ™Â fiÏÔ˘˜ ÙÔ˘˜ fiÚÔ˘˜ ÙË˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜ ˘¿Ú¯ÂÈ 12x2y – 30xy2 + 6x2y2 =
ÎÔÈÓfi˜ ·Ú¿ÁÔÓÙ·˜ ÙÔ 6xy,ÔfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ: = 6xy(2x – 5y + xy)

‚‚)) ∏ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ¤¯ÂÈ ‰‡Ô fiÚÔ˘˜, ÙÔ˘˜ ·(ˆ – x)
Î·È 3‚(x – ˆ). °È· Ó· ‰ËÌÈÔ˘ÚÁ‹ÛÔ˘ÌÂ Î·È ÛÙÔ˘˜ ·(ˆ – x) + 3‚(x – ˆ) =
‰‡Ô fiÚÔ˘˜ ÎÔÈÓfi ·Ú¿ÁÔÓÙ· ÙÔÓ ˆ – x, ÙÔ ‰Â‡ÙÂÚÔ = ·(ˆ – x) – 3‚(ˆ – x) =
fiÚÔ ÙË˜ ÙÔÓ ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ –3‚(ˆ – x), ÔfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ: = (ˆ – x)(· – 3‚)

ÁÁ)) AÓ ·fi ÙÔ ‰Â‡ÙÂÚÔ fiÚÔ ÙË˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜ ‚Á¿ÏÔ˘ÌÂ 3(2x – 1) + x(4x – 2) =
ÎÔÈÓfi ·Ú¿ÁÔÓÙ· ÙÔ 2, ÙfiÙÂ ‰ËÌÈÔ˘ÚÁÔ‡ÌÂ ÎÔÈÓfi = 3(2x – 1) + 2x(2x – 1)=
·Ú¿ÁÔÓÙ· ÙÔ 2x – 1, ÔfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ: = (2x – 1)(3 + 2x)

‚‚))  ∫∫ÔÔÈÈÓÓfifi˜̃  ··ÚÚ¿¿ÁÁÔÔÓÓÙÙ··˜̃  ÎÎ··ÙÙ¿¿  ÔÔÌÌ¿¿‰‰ÂÂ˜̃  ((√√ÌÌ··‰‰ÔÔÔÔ››ËËÛÛËË))
™ÙËÓ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ·x + ·y + 2x + 2y, ‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ ÎÔÈÓfi˜ ·Ú¿ÁÔÓÙ·˜ ÛÂ fiÏÔ˘˜ ÙÔ˘˜
fiÚÔ˘˜ ÙË˜. ∞Ó fiÌˆ˜ ‚Á¿ÏÔ˘ÌÂ ÎÔÈÓfi ·Ú¿ÁÔÓÙ·, ·fi ÙÔ˘˜ ‰‡Ô ÚÒÙÔ˘˜ fiÚÔ˘˜ ÙÔ · Î·È

Λύση

Παραδείγìατα
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M¤ÚÔ˜ ∞ - ∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 1Ô

παραγοντοποιούµε

=

αναπτύσσουµε

3(α + β – γ)3α + 3β – 3γ

∫¿ıÂ fiÚÔ˜ Ì¤Û· ÛÙËÓ ·Ú¤ÓıÂÛË Â›Ó·È ÙÔ
ËÏ›ÎÔ ÙË˜ ‰È·›ÚÂÛË˜ ÙˆÓ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯ˆÓ fiÚˆÓ
ÙË˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜ ÌÂ ÙÔÓ ÎÔÈÓfi ·Ú¿ÁÔÓÙ·:

((22··22))  ::  ((22··))  ==  ==  ··

((22··‚‚))  ::  ((22··))  ==  ==  ‚‚

((22··))  ::  ((22··))  ==  ==  1122··
22··

22··‚‚
22··

22··22

22··
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·fi ÙÔ˘˜ ‰‡Ô ÙÂÏÂ˘Ù·›Ô˘˜ ÙÔ 2, ÙfiÙÂ Û¯ËÌ·Ù›˙ÔÓÙ·È ‰‡Ô fiÚÔÈ ÌÂ ÎÔÈÓfi ·Ú¿ÁÔÓÙ· ÙÔÓ
x + y. ŒÙÛÈ, Ë ·Ú¿ÛÙ·ÛË ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈÂ›Ù·È ˆ˜ ÂÍ‹˜:

αx + αy + 2x + 2y = α(x + y) + 2(x + y) = (x + y) (α + 2)

TËÓ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ÙË ¯ˆÚ›ÛÔ˘ÌÂ Î·È ÛÂ ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ¤˜ ÔÔÌÌ¿¿‰‰ÂÂ˜̃.
∆Ô ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ· fiÌˆ˜ ÙË˜ ·Ú·ÁÔÓÙÔÔ›ËÛË˜ Â›Ó·È Î·È ¿ÏÈ ÙÔ ›‰ÈÔ. ¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ, ¤¯Ô˘ÌÂ:

αx + αy + 2x + 2y = χ(α + 2) + y(α + 2) = (α + 2) (x + y)

NN··  ··ÚÚ··ÁÁÔÔÓÓÙÙÔÔÔÔÈÈËËııÔÔ‡‡ÓÓ  ÔÔÈÈ  ··ÚÚ··ÛÛÙÙ¿¿ÛÛÂÂÈÈ˜̃::
··)) 33xx33 –– 1122xx22 ++  55xx  –– 2200 ‚‚)) ··‚‚  –– 33··  –– 33‚‚  ++  99 ÁÁ)) 33xx22 ++  55xxyy  ++  22yy22

··)) 3x3 – 12x2 + 5x – 20 = 3x2(x – 4) + 5(x – 4) = (x – 4)(3x2 + 5)

‚‚)) ·‚ – 3· – 3‚ + 9 = ·(‚ – 3) – 3(‚ – 3) = (‚ – 3)(· – 3)

ÁÁ)) 3x2 + 5xy + 2y2 = 3x2 + 3xy + 2xy + 2y2 =
= 3x(x + y) + 2y(x + y) =
= (x + y)(3x + 2y).

ÁÁ))  ¢¢ÈÈ··ÊÊÔÔÚÚ¿¿  ÙÙÂÂÙÙÚÚ··ÁÁÒÒÓÓˆ̂ÓÓ
∞Ó ÂÓ·ÏÏ¿ÍÔ˘ÌÂ Ù· Ì¤ÏË ÙË˜ Ù·˘ÙfiÙËÙ·˜
(· + ‚)(· – ‚) = ·2 – ‚2, ÙfiÙÂ ÁÚ¿ÊÂÙ·È Î·È ˆ˜ ÂÍ‹˜: 

™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙËÓ Ù·˘ÙfiÙËÙ· ·˘Ù‹, ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈ‹ÛÔ˘ÌÂ ÌÈ· ·Ú¿ÛÙ·ÛË
Ô˘ Â›Ó·È ‰È·ÊÔÚ¿ ÙÂÙÚ·ÁÒÓˆÓ, .¯. α 2 – 9 = α 2 – 32 = (α + 3) (α – 3).

NN··  ··ÚÚ··ÁÁÔÔÓÓÙÙÔÔÔÔÈÈËËııÔÔ‡‡ÓÓ  ÔÔÈÈ  ··ÚÚ··ÛÛÙÙ¿¿ÛÛÂÂÈÈ˜̃::  ··))  44‚‚22 –– 2255 ‚‚)) ((33xx  ––  11))22 ––  8811 ÁÁ))  ··22 ––  77..

··)) 4‚2 – 25 = (2‚)2 – 52 = (2‚ + 5)(2‚ – 5)

‚‚)) (3x – 1)2 – 81 = (3x – 1)2 – 92 =
= (3x – 1 + 9)(3x – 1 – 9) =
= (3x + 8)(3x – 10)

ÁÁ)) ·2 – 7 = ·2 – (��7 )2 = (· – ��7 )(· + ��7 )

Λύση

Παραδείγìατα

·2 – ‚2 = (· + ‚)(· – ‚)

Λύση

Παραδείγìατα
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1.6 ¶¶··ÚÚ··ÁÁÔÔÓÓÙÙÔÔÔÔ››ËËÛÛËË  ··ÏÏÁÁÂÂ‚‚ÚÚÈÈÎÎÒÒÓÓ  ÎÎ··ÙÙ··ÛÛÙÙ¿¿ÛÛÂÂˆ̂ÓÓ

MÂÚÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ·Ú·ÁÔ-
ÓÙÔÔÈÔ‡ÓÙ·È Î·Ù¿ ÔÌ¿‰Â˜, ·Ó

‰‰ÈÈ··ÛÛ¿¿ÛÛÔÔ˘̆ÌÌÂÂ Î·Ù¿ÏÏËÏ· ¤Ó·Ó ‹
ÂÚÈÛÛfiÙÂÚÔ˘˜ fiÚÔ˘˜
.¯. 5xy = 3xy + 2xy

°È· Ó· Û¯ËÌ·Ù›ÛÔ˘ÌÂ ‰È·ÊÔÚ¿
ÙÂÙÚ·ÁÒÓˆÓ ÂÎÊÚ¿˙Ô˘ÌÂ
Î¿ıÂ fiÚÔ ˆ˜ ÙÂÙÚ¿ÁˆÓÔ

ÌÈ·˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜.
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‰‰))  ¢¢ÈÈ··ÊÊÔÔÚÚ¿¿  ––  ¿¿ııÚÚÔÔÈÈÛÛÌÌ··  ÎÎ‡‡‚‚ˆ̂ÓÓ
√È Ù·˘ÙfiÙËÙÂ˜ (· – ‚)(·2 + ·‚ + ‚2) = ·3 – ‚3 Î·È (· + ‚)(·2 – ·‚ + ‚2) = ·3 + ‚3 ÁÚ¿ÊÔÓÙ·È
Î·È ˆ˜ ÂÍ‹˜:

™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÈ˜ Ù·˘ÙfiÙËÙÂ˜ ·˘Ù¤˜, ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈ‹ÛÔ˘ÌÂ ÌÈ· ·Ú¿ÛÙ·ÛË
Ô˘ Â›Ó·È ‰È·ÊÔÚ¿ ‹ ¿ıÚÔÈÛÌ· Î‡‚ˆÓ, .¯.

x3 – 64 = x 3 – 43 = (x – 4) (x 2 + x � 4 + 42) = (x – 4) (x 2 + 4x + 16)

y 3 + 27 = y 3 + 33 = (y + 3) (y 2 – y � 3 + 32) = (y + 3) (y 2 – 3y + 9)

NN··  ··ÚÚ··ÁÁÔÔÓÓÙÙÔÔÔÔÈÈËËııÔÔ‡‡ÓÓ  ÔÔÈÈ  ··ÚÚ··ÛÛÙÙ¿¿ÛÛÂÂÈÈ˜̃:: ··)) xx33 ––  2277 ‚‚)) xx33 ++  6644 ÁÁ)) 88··33 –– ‚‚33

··)) x3 – 27 = x3 – 33 = (x – 3)(x2 + x � 3 + 32) =
= (x – 3)(x2 + 3x + 9)

‚‚)) x3 + 64= x3 + 43 = (x + 4)(x2 – x � 4 + 42) =
= (x + 4)(x2 – 4x + 16)

ÁÁ)) 8·3 – ‚3 = (2·)3 – ‚3 = (2· – ‚)�(2·)2 + 2· � ‚ + ‚2� = (2· – ‚)(4·2 + 2·‚ + ‚2)

ÂÂ))  ∞∞ÓÓ¿¿ÙÙ˘̆ÁÁÌÌ··  ÙÙÂÂÙÙÚÚ··ÁÁÒÒÓÓÔÔ˘̆
√È Ù·˘ÙfiÙËÙÂ˜ (· + ‚)2 = ·2 + 2·‚ + ‚2 Î·È (· – ‚)2 = ·2 – 2·‚ + ‚2 ÁÚ¿ÊÔÓÙ·È Î·È ˆ˜ ÂÍ‹˜:

™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÈ˜ Ù·˘ÙfiÙËÙÂ˜ ·˘Ù¤˜, ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈ‹ÛÔ˘ÌÂ ÌÈ· ·Ú¿ÛÙ·ÛË Ô˘
Â›Ó·È ·Ó¿Ù˘ÁÌ· ÙÂÙÚ·ÁÒÓÔ˘ ((ÙÙ¤¤ÏÏÂÂÈÈÔÔ  ÙÙÂÂÙÙÚÚ¿¿ÁÁˆ̂ÓÓÔÔ)), .¯.

x2 + 4x + 4 = x2 + 2 � x � 2 + 22 = (x + 2)2

y 2 – 6y + 9 = y2 – 2 � y � 3 + 32 = (y – 3)2

NN··  ··ÚÚ··ÁÁÔÔÓÓÙÙÔÔÔÔÈÈËËııÔÔ‡‡ÓÓ  ÔÔÈÈ  ··ÚÚ··ÛÛÙÙ¿¿ÛÛÂÂÈÈ˜̃::
··)) 44··22 ++  1122··  ++  99 ‚‚)) ··22 –– 1100··‚‚  ++  2255‚‚22 ÁÁ)) ––44yy22 ++  44yy  ––  11

··)) 4·2 + 12· + 9 = (2·)2 + 2 � 2· � 3 + 32 = (2· + 3)2

Λύση

Παραδείγìατα

·2 – 2·‚ + ‚2 = (· – ‚)2·2 + 2·‚ + ‚2 = (· + ‚)2

Λύση

Παραδείγìατα

·3 + ‚3 = (· + ‚)(·2 – ·‚ + ‚2)·3 – ‚3 = (· – ‚)(·2 + ·‚ + ‚2)
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M¤ÚÔ˜ ∞ - ∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 1Ô

°È· Ó· Û¯ËÌ·Ù›ÛÔ˘ÌÂ
‰È·ÊÔÚ¿ ‹ ¿ıÚÔÈÛÌ· Î‡‚ˆÓ
ÂÎÊÚ¿˙Ô˘ÌÂ Î¿ıÂ fiÚÔ ˆ˜
Î‡‚Ô ÌÈ·˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜.

OÈ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ (x + 2)2 Î·È
(y – 3)2 Â›Ó·È ÁÈÓfiÌÂÓ·

·Ú·ÁfiÓÙˆÓ, ·ÊÔ‡
((xx  ++  22))22 ==  ((xx  ++  22))((xx  ++  22)) Î·È
((yy  ––  33))22 ==  (( yy  ––  33))(( yy  ––  33))
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‚‚)) ·2 – 10·‚ + 25‚2 = ·2 – 2 � · � 5‚ + (5‚)2 =
= (· – 5‚)2

ÁÁ)) –4y2 + 4y – 1= –(4y2 – 4y + 1) =
= –�(2y)2 – 2 � 2y � 1 + 12� =
= –(2y – 1)2

ÛÛÙÙ))  ¶¶··ÚÚ··ÁÁÔÔÓÓÙÙÔÔÔÔ››ËËÛÛËË  ÙÙÚÚÈÈˆ̂ÓÓ‡‡ÌÌÔÔ˘̆  ÙÙËË˜̃  ÌÌÔÔÚÚÊÊ‹‹˜̃  xx22 ++  ((··  ++  ‚‚))xx  ++  ··‚‚
∆Ô ·Ó¿Ù˘ÁÌ· ÙÔ˘ ÁÈÓÔÌ¤ÓÔ˘ (x + ·)(x + ‚) Â›Ó·È ÙÔ ÙÚÈÒÓ˘ÌÔ x2 + (· + ‚)x + ·‚, ·ÊÔ‡

(x + ·)(x + ‚) = x2 + ·x + ‚x + ·‚ = x2+ (· + ‚)x + ·‚.
∂ÔÌ¤Óˆ˜, ¤Ó· ÙÚÈÒÓ˘ÌÔ ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜ x2 + (· + ‚)x + ·‚

·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈÂ›Ù·È Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÔÓ Ù‡Ô 

°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ÁÈ· Ó· ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ ÙÚÈÒÓ˘ÌÔ x2 + 8x + 12 ·Ó·˙ËÙÔ‡ÌÂ ‰‡Ô
·ÚÈıÌÔ‡˜ ÌÂ ÁÈÓfiÌÂÓÔ 12 (ÛÙ·ıÂÚfi˜ fiÚÔ˜) Î·È ¿ıÚÔÈÛÌ· 8 (Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹˜ ÙÔ˘ x).
Y¿Ú¯Ô˘Ó ÔÏÏ¿ ˙Â˘Á¿ÚÈ· ·ÚÈıÌÒÓ Ô˘ ¤¯Ô˘Ó ÁÈÓfiÌÂÓÔ 12 (.¯. 1 � 12, 2 � 6, 3 � 4 Î.Ù.Ï.).
ŸÌˆ˜, ÌfiÓÔ ÙÔ ˙Â˘Á¿ÚÈ 2 Î·È 6 ¤¯ÂÈ ¿ıÚÔÈÛÌ· 8. ÕÚ· ¤¯Ô˘ÌÂ:

χ2 + 8χ + 12 = χ2 + (6 + 2)χ + 6 � 2 = (χ + 6)(χ + 2)

NN··  ··ÚÚ··ÁÁÔÔÓÓÙÙÔÔÔÔÈÈËËııÔÔ‡‡ÓÓ  ÙÙ··  ÙÙÚÚÈÈÒÒÓÓ˘̆ÌÌ··::
··)) xx22 ––  88xx  ++  1122 ‚‚)) xx22 ++  55xx  –– 66 ÁÁ)) ––33yy22 ++  1122yy  ––  99

··)) °È· Ó· ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ ÙÚÈÒÓ˘ÌÔ x2 – 8x+ 12,
·Ó·˙ËÙÔ‡ÌÂ ‰‡Ô ·ÚÈıÌÔ‡˜ ÌÂ ÁÈÓfiÌÂÓÔ 12 Î·È
¿ıÚÔÈÛÌ· –8. √È ·ÚÈıÌÔ› ·˘ÙÔ› Ú¤ÂÈ Ó· Â›Ó·È
·ÚÓËÙÈÎÔ›, ·ÊÔ‡ ¤¯Ô˘Ó ÁÈÓfiÌÂÓÔ ıÂÙÈÎfi Î·È
¿ıÚÔÈÛÌ· ·ÚÓËÙÈÎfi. ªÂ ‰ÔÎÈÌ¤˜ ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÔÈ
·ÚÈıÌÔ› ·˘ÙÔ› Â›Ó·È ÙÔ –2 Î·È ÙÔ –6.
ÕÚ· ¤¯Ô˘ÌÂ   x2 – 8x + 12 = (x – 2)(x – 6)

‚‚)) °È· Ó· ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ ÙÚÈÒÓ˘ÌÔ x2 + 5x – 6, ·Ó·˙ËÙÔ‡ÌÂ ‰‡Ô ÂÙÂÚfiÛËÌÔ˘˜
·ÚÈıÌÔ‡˜, Ô˘ ¤¯Ô˘Ó ÁÈÓfiÌÂÓÔ –6 Î·È ¿ıÚÔÈÛÌ· 5.
√È ·ÚÈıÌÔ› ·˘ÙÔ› Â›Ó·È ÙÔ 6 Î·È ÙÔ –1, ÔfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ   x2 + 5x – 6 = (x + 6)(x – 1).

ÁÁ)) °È· Ó· ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ ÙÚÈÒÓ˘ÌÔ –3y2 + 12y – 9, ‚Á¿˙Ô˘ÌÂ ÎÔÈÓfi ·Ú¿-
ÁÔÓÙ· ÙÔ –3, ÒÛÙÂ Ô Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹˜ ÙÔ˘ y2 Ó· Á›ÓÂÈ 1, ÔfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ

–3y2 + 12y – 9 = –3(y2 – 4y + 3)
°È· ÙËÓ ·Ú·ÁÔÓÙÔÔ›ËÛË ÙÔ˘ ÙÚÈˆÓ‡ÌÔ˘ y2 – 4y + 3, ·Ó·˙ËÙÔ‡ÌÂ ‰‡Ô ·ÚÈıÌÔ‡˜
ÌÂ ÁÈÓfiÌÂÓÔ 3 Î·È ¿ıÚÔÈÛÌ· –4. √È ·ÚÈıÌÔ› ·˘ÙÔ› Â›Ó·È ÙÔ –3 Î·È ÙÔ –1, ÔfiÙÂ
¤¯Ô˘ÌÂ    –3y2 + 12y – 9 = –3(y2 – 4y + 3) = –3(y – 3)(y – 1).

Λύση

Παραδείγìατα

x2 + (· + ‚)x + ·‚ = (x + ·)(x + ‚)

57

1.6 ¶¶··ÚÚ··ÁÁÔÔÓÓÙÙÔÔÔÔ››ËËÛÛËË  ··ÏÏÁÁÂÂ‚‚ÚÚÈÈÎÎÒÒÓÓ  ÎÎ··ÙÙ··ÛÛÙÙ¿¿ÛÛÂÂˆ̂ÓÓ

°Ú¿ÊÔ˘ÌÂ Î¿ıÂ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ˆ˜
·Ó¿Ù˘ÁÌ· ÙÂÙÚ·ÁÒÓÔ˘ ÙË˜

ÌÔÚÊ‹˜
··22 ++  22··‚‚  ++  ‚‚22 ‹ ··22 ––  22··‚‚  ++  ‚‚22

((––22))++((–– 66))

↑
xx22 ––  88xx  ++  1122 ==  ((xx  –– 22))((xx  ––  66))

↓
((––22))�((–– 66))
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··)) ¡¡··  ··ÚÚ··ÁÁÔÔÓÓÙÙÔÔÔÔÈÈËËııÂÂ››  ËË  ··ÚÚ¿¿ÛÛÙÙ··ÛÛËË  33xx22 –– 1188xx..
‚‚)) ¡¡··  ÏÏ˘̆ııÂÂ››  ËË  ÂÂÍÍ››ÛÛˆ̂ÛÛËË  33xx22 ==  1188xx..

Λύση
··)) H ·Ú¿ÛÙ·ÛË 3x2 – 18x ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈÂ›Ù·È ˆ˜ ÂÍ‹˜: 3x2 – 18x = 3x(x – 6).

‚‚)) ∏ ÂÍ›ÛˆÛË 3x2 = 18x ÁÚ¿ÊÂÙ·È 3x2 – 18x = 0 Î·È Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÔ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÔ
ÂÚÒÙËÌ· ¤¯Ô˘ÌÂ 3x(x – 6) = 0. °È· Ó· Â›Ó·È ÙÔ ÁÈÓfiÌÂÓÔ 3x(x – 6) ›ÛÔ ÌÂ ÙÔ
ÌË‰¤Ó, Ú¤ÂÈ 3x = 0 ‹ x – 6 = 0, ‰ËÏ·‰‹ x = 0 ‹ x = 6.

AAÓÓ  ÙÙÔÔÔÔııÂÂÙÙ‹‹ÛÛÔÔ˘̆ÌÌÂÂ  ÎÎ··ÙÙ¿¿ÏÏÏÏËËÏÏ··  ÙÙ··  ÙÙ¤¤ÛÛÛÛÂÂÚÚ··  ÛÛ¯̄‹‹ÌÌ··ÙÙ··,,
ÛÛ¯̄ËËÌÌ··ÙÙ››˙̇ÔÔ˘̆ÌÌÂÂ  ¤¤ÓÓ··  ÔÔÚÚııÔÔÁÁÒÒÓÓÈÈÔÔ..
¡¡··  ‚‚ÚÚÂÂııÔÔ‡‡ÓÓ  ÔÔÈÈ  ‰‰ÈÈ··ÛÛÙÙ¿¿ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÙÙÔÔ˘̆  ÔÔÚÚııÔÔÁÁˆ̂ÓÓ››ÔÔ˘̆..

Λύση
∆Ô ÔÚıÔÁÒÓÈÔ Ô˘ ı· Û¯ËÌ·ÙÈÛÙÂ› ı· ¤¯ÂÈ ÂÌ‚·‰fiÓ ∂, ›ÛÔ ÌÂ
ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· ÙˆÓ ÂÌ‚·‰ÒÓ ÙˆÓ ÙÂÛÛ¿ÚˆÓ Û¯ËÌ¿ÙˆÓ,
‰ËÏ·‰‹, ∂ = x � 1 + y � 1 + xy + 1 � 1 = x + y + xy + 1.
ŸÌˆ˜, x + y + xy + 1=(x + xy) + (y + 1) =

= x(1 + y) + (1 + y) = (1 + y)(x + 1).
ÕÚ·, ÔÈ ‰È·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ÙÔ˘ ÔÚıÔÁˆÓ›Ô˘ Â›Ó·È 1 + y Î·È 1 + x.

¡¡··  ˘̆ÔÔÏÏÔÔÁÁÈÈÛÛÙÙÔÔ‡‡ÓÓ  ÔÔÈÈ  ··ÚÚÈÈııÌÌËËÙÙÈÈÎÎ¤¤˜̃  ··ÚÚ··ÛÛÙÙ¿¿ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ¯̄ˆ̂ÚÚ››˜̃  ÓÓ··  ¯̄ÚÚËËÛÛÈÈÌÌÔÔÔÔÈÈËËııÂÂ››  ˘̆ÔÔÏÏÔÔÁÁÈÈÛÛÙÙ‹‹˜̃
ÙÙÛÛ¤¤ËË˜̃::
··)) 778866  � 4455 ++  778866 � 5555 ‚‚))  2200005522 ––  1199995522 ÁÁ))  556655 � 449999 ++  556655 � 6666 –– 44335522..

Λύση
··)) 786 � 45 + 786 � 55 = 786(45 + 55) = 786 � 100 = 78600
‚‚)) 20052 – 19952 = (2005 – 1995)(2005 + 1995) = 10 � 4000 = 40000
ÁÁ)) 565 � 499 + 565 � 66 – 4352 = 565(499 + 66) – 4352 = 5652 – 4352 =

(565 – 435)(565 + 435) = 130 � 1000 = 130000

¡¡··  ··ÓÓ··ÏÏ˘̆ııÔÔ‡‡ÓÓ  ÛÛÂÂ  ÁÁÈÈÓÓfifiÌÌÂÂÓÓÔÔ  ··ÚÚ··ÁÁfifiÓÓÙÙˆ̂ÓÓ  ÔÔÈÈ  ··ÚÚ··ÛÛÙÙ¿¿ÛÛÂÂÈÈ˜̃::
··)) 33xx22 yy ––  1122yy33 ‚‚)) 55xx22 yy ++  1100xx22 ++  55xxyy ++  1100xx ÁÁ)) xx44 ––  1166yy44

‰‰)) 1166··33‚‚ –– 5544‚‚ ÂÂ)) xx22 ––  44xx  ++  44  –– yy22 ÛÛÙÙ)) 33xx33 ++  1122xx22 ––  1155xx
Λύση

··)) 3x2y – 12y 3 = 3y(x2 – 4y2) = 3y �x2 – (2y)2� = 3y(x – 2y)(x + 2y)

‚‚)) 5x2y + 10x2 + 5xy + 10x = 5x(xy + 2x + y + 2) = 5x�y(x + 1) + 2(x + 1)� =
= 5x(x + 1)(y + 2)
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ÁÁ)) x4 – 16y4 = (x2)2 – (4y2)2 = (x2 + 4y2)(x2 – 4y2) = (x2 + 4y2) �x2 – (2y)2� =
= (x2 + 4y2)(x – 2y)(x + 2y)

‰‰)) 16·3‚ – 54‚ = 2‚(8·3 – 27) = 2‚�(2·)3 – 33� = 2‚(2· – 3)(4·2 + 6· + 9)

ÂÂ)) x2 – 4x + 4 – y2 = (x2 – 2 � x � 2 + 22) – y2 = (x – 2)2 – y2 = (x – 2 + y)(x – 2 – y).

ÛÛÙÙ)) 3x3 + 12x2 – 15x = 3x(x2 + 4x – 5)

To ÙÚÈÒÓ˘ÌÔ x2 + 4x – 5 ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈÂ›Ù·È, ÂÊfiÛÔÓ ˘¿Ú¯Ô˘Ó ·ÚÈıÌÔ› ÌÂ ÁÈÓfiÌÂÓÔ –5
Î·È ¿ıÚÔÈÛÌ· 4, Ô˘ Â›Ó·È ÔÈ 5 Î·È –1.
ÕÚ·, 3x2 + 12x2 – 15x = 3x(x2 + 4x – 5) = 3x(x + 5)(x – 1).

¶ÔÈÂ˜ ·fi ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ Â›Ó·È ÁÈÓfiÌÂÓÔ ·Ú·ÁfiÓÙˆÓ;
··)) 2(x – y)(x + y) ‚‚)) 2 + (x – y)(x + y) ÁÁ)) 4(· – ‚)2 ‰‰)) 4 + (· – ‚)2

ÂÂ)) (x + 2y)x – y ÛÛÙÙ)) (x + 2y)(x – y) ˙̇)) (· + ‚)(· + 3‚)
ËË)) (· + ‚)(· + 3‚) + 1.

¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ Ù· ÎÂÓ¿ ÛÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÈÛfiÙËÙÂ˜.
··)) 8x + 16 = 8(.............) ‚‚)) 3·y – y2 = y(.............)
ÁÁ)) 6x2 + 12x = .............(x + 2) ‰‰)) –4x2 + 8x = –4x(.............)
ÂÂ)) ��2x + ��2 = ��2(.............) ÛÛÙÙ)) (x – 1)2 – (x – 1) = (x – 1)(.............)

¡· ÂÈÏ¤ÍÂÙÂ ÙË ÛˆÛÙ‹ ·¿ÓÙËÛË.
∏ ·Ú¿ÛÙ·ÛË 3x3 + 3x2 + x + 1 ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈÂ›Ù·È ˆ˜ ÂÍ‹˜:
··)) 3x2(x + 1) ‚‚)) (x + 3)(3x2 – 1) ÁÁ)) (x + 1)(3x2 + 1) ‰‰)) x(3x2 + x + 1).

¡· ¯·Ú·ÎÙËÚ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÈÛfiÙËÙÂ˜ ÌÂ (™), ·Ó Â›Ó·È ÛˆÛÙ¤˜ ‹ ÌÂ (§), ·Ó Â›Ó·È
Ï·Óı·ÛÌ¤ÓÂ˜.
··)) x2 – 22 = (x – 2)(x + 2) ‚‚)) x2 – 9 = (x – 9)(x + 9)
ÁÁ)) 1122 – 122 = 100 � 124 ‰‰)) 4y2 – 1 = (4y – 1)(4y + 1)
ÂÂ)) 4x2 – ·2 = (2x – ·)(2x + ·) ÛÛÙÙ)) ·2 – (‚ – 1)2 = (· + ‚ – 1)(· – ‚ – 1)

∞Ó ÈÛ¯˘ÚÈÛÙÔ‡ÌÂ fiÙÈ ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ Ú¿ÛÈÓÔ˘ Ì¤ÚÔ˘˜
Â›Ó·È (x – y)(x + y), ·˘Ùfi Â›Ó·È ÛˆÛÙfi ‹ Ï¿ıÔ˜;
¡· ·ÈÙÈÔÏÔÁ‹ÛÂÙÂ ÙËÓ ·¿ÓÙËÛ‹ Û·˜.

¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ Ù· ÎÂÓ¿ ÛÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÈÛfiÙËÙÂ˜.
··)) ·3 – 23 = (· – 2)(................................)
‚‚)) ·3 + 33 = (· + 3)(................................)
ÁÁ)) (2x)3 – 1 = (2x – 1)(................................)
‰‰)) 1 + (5y)3 = (1 + 5y)(...............................)
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¡· ¯·Ú·ÎÙËÚ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÈÛfiÙËÙÂ˜ ÌÂ (™), ·Ó Â›Ó·È ÛˆÛÙ¤˜ ‹ ÌÂ (§), ·Ó Â›Ó·È
Ï·Óı·ÛÌ¤ÓÂ˜.
··)) x3 – 53 = (x – 5)(x2 – 5x + 25)
‚‚)) 8 + ·3 = (2 + ·)(22 – 2· + ·2)
ÁÁ)) (3y)3 + 1 = (3y + 1)(3y2 – 3y + 1)
‰‰)) 1 – (2‚)3 = (1 – 2‚)(1 + 2‚ + 4‚2)

¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ Ù· ÎÂÓ¿ ÛÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÈÛfiÙËÙÂ˜.
··)) x2 + 6x + 9 = (.............)2 ‚‚)) 4·2 – 4· + 1 = (.............)2

ÁÁ)) y4 – 2y2 + 1 = (.............)2 ‰‰)) 25 + 10x3 + x6 = (.............)2

¡· ÂÈÏ¤ÍÂÙÂ ÙË ÛˆÛÙ‹ ·¿ÓÙËÛË
√ Î‡ÎÏÔ˜ ÂÌ‚·‰Ô‡ ·2 + 2· + , ÌÂ · > 0, ¤¯ÂÈ ·ÎÙ›Ó·

··)) · + 2 ‚‚)) ·2 + 1 ÁÁ)) · + 1 ‰‰)) (· + 1)

¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÔÓ ›Ó·Î·.

¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ Ù· ÎÂÓ¿ ÛÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÈÛfiÙËÙÂ˜.
··)) x2 + (· + 2)x + 2· = (x + .....) � (x + .....)

‚‚)) x2 + (��2 + ��3 )x + ��6 = (x + .....) � (x + .....)

N· ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:
··)) 3· + 6‚ ‚‚)) 2x – 8 ÁÁ)) 8ˆ2 + 6ˆ
‰‰)) –9x2 – 6x ÂÂ)) 8·2‚ + 4·‚2 ÛÛÙÙ)) 2x2 – 2xy + 2x
˙̇)) ·2‚ + ·‚2 – ·‚ ËË)) 2·3 – 4·2 + 6·2‚ ıı)) ��2 xy – ��18 y + ��8 y2

N· ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:
··)) x(· – ‚) + y(· – ‚) ‚‚)) ·(x + y) + ‚(x + y) ÁÁ)) (3x – 1)(x – 2) – (x + 4)(x – 2)
‰‰)) ·2(· – 2) – 3(2 – ·) ÂÂ)) 4x(x – 1) – x + 1 ÛÛÙÙ)) 2x2(x – 3) – 6x(x – 3)2

22

11
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ii)) ¡· ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:
··)) x2 + x ‚‚)) 2y2 – 5y ÁÁ)) ˆ(ˆ – 3) – 2(3 – ˆ) ‰‰)) ·(3· + 1) – 4·

iiii)) ¡· ÂÈÏ‡ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜:
··)) x2 + x = 0 ‚‚)) 2y2 = 5y ÁÁ)) ˆ(ˆ – 3) – 2(3 – ˆ) = 0 ‰‰)) ·(3· + 1) = 4·

¡· ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:
··)) x2 + xy + ·x + ·y ‚‚)) x3 – x2 + x – 1 ÁÁ)) x3 – 5x2 + 4x – 20
‰‰)) 2x3 – 3x2 + 4x – 6 ÂÂ)) 4x2 – 8x – ·x + 2· ÛÛÙÙ)) 9·‚ – 18‚2 + 10‚ – 5·
˙̇)) 12x2 – 8xy – 15x + 10y ËË)) x3 + ��2 x2 + x + ��2 ıı)) ��6x2 + 2��2x – ��3x – 2

¡· ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:
··)) 7·2 + 10·‚ + 3‚2 ‚‚)) 5x2 – 8xy + 3y2 ÁÁ)) 3x2 – xy – 2y2

··)) ¡· ·Ó·Ï‡ÛÂÙÂ ÛÂ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ·Ú·ÁfiÓÙˆÓ ÙËÓ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ·2‚ + ·‚2 – · – ‚.
‚‚)) ∞Ó ÁÈ· ÙÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ·, ‚ ÈÛ¯‡ÂÈ ·2‚ + ·‚2 = · + ‚, Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ ÔÈ ·ÚÈıÌÔ›

·, ‚ Â›Ó·È ·ÓÙ›ıÂÙÔÈ ‹ ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔÈ.

¡· ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:
··)) 2·2 – 2· + ·‚ – ‚ + ·x – x ‚‚)) 2·‚ – 4‚ + 5· – 10 + 2·Á – 4Á

¡· ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:
··)) x2 – 9 ‚‚)) 16x2 – 1 ÁÁ)) ·2 – 9‚2

‰‰)) ·2‚2 – 4 ÂÂ)) 36ˆ2 – (ˆ + 5)2 ÛÛÙÙ)) 4(x + 1)2 – 9(x – 2)2

˙̇ )) – 16 ËË)) x2 – 3 ıı)) x2 – 2y2

¡· ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:
··)) 2x2 – 32 ‚‚)) 28 – 7y2 ÁÁ)) 2x3 – 2x ‰‰)) 5·x2 – 80· ÂÂ)) 2(x – 1)2 – 8

™ÙÔ ÔÚıÔÁÒÓÈÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ ∞µ° Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙËÓ
ÏÂ˘Ú¿ Á, fiÙ·Ó:
··)) · = 53, ‚ = 28 ‚‚)) · = 0,37, ‚ = 0,12
ÁÁ)) · = 26Ï, ‚ = 10Ï

¡· ÂÈÏ‡ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜:
··)) x2 – 49 = 0 ‚‚)) 9x3 – 4x = 0 ÁÁ)) x(x + 1)2 = 4x ‰‰)) (x + 2)3 = x + 2

¡· ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:
··)) x3 – 27 ‚‚)) y3 + 8 ÁÁ)) ˆ3 + 64 ‰‰)) 8x3 – 1 ÂÂ)) 27y3 + 1

¡· ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:
··)) 3x3 – 24 ‚‚)) 16·4 + 2· ÁÁ)) R3 – Ú3 ‰‰)) ·4‚ + ·‚4

¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÈ˜ ÈÛfiÙËÙÂ˜:
··)) x3 – ..... = (x – 3)(..... + ..... + 9) ‚‚)) ..... + y3 = (2x + y)(4x2 – ..... + .....)
ÁÁ)) ·3 – ..... = (· – 2‚)(..... + ..... + 4‚2) ‰‰)) ·3 + ..... = (· + 5‚)(..... – ..... + 25‚2)
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¡· ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:
··)) x2 – 2x + 1 ‚‚)) y2 + 4y + 4 ÁÁ)) ˆ2 – 6ˆ + 9 ‰‰)) ·2 + 10· + 25
ÂÂ)) 1 – 4‚ + 4‚2 ÛÛÙÙ)) 9x4 + 6x2 + 1 ˙̇)) 4y2 – 12y + 9 ËË)) 16x2 + 8xy + y2

ıı)) 25·2 – 10·‚ + ‚2 ÈÈ)) (· + ‚)2 – 2(· + ‚) + 1 ÈÈ··)) – 2y +9 ÈÈ‚‚)) x2 + x + 

¡· ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:
··)) 3x2 + 24x + 48 ‚‚)) –y2 + 4y – 4 ÁÁ)) 2·2 – 8·‚ + 8‚2 ‰‰)) 4·3 + 12·2 + 9·

¡· ‚ÚÂ›ÙÂ:
··)) ŒÓ· ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ Ô˘ Ó· ÂÎÊÚ¿˙ÂÈ ÙÔ

ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ ‰ÈÏ·ÓÔ‡ Û¯‹Ì·ÙÔ˜.
‚‚)) ∆ËÓ ÏÂ˘Ú¿ ÂÓfi˜ ÙÂÙÚ·ÁÒÓÔ˘ Ô˘

¤¯ÂÈ ÂÌ‚·‰fiÓ ›ÛÔ ÌÂ ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘
‰ÈÏ·ÓÔ‡ Û¯‹Ì·ÙÔ˜.

¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙËÓ ÏÂ˘Ú¿ ÂÓfi˜ ÙÂÙÚ·ÁÒÓÔ˘, Ô˘ ¤¯ÂÈ
ÂÌ‚·‰fiÓ ›ÛÔ ÌÂ ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ ÙÂÙÚ·ÏÂ‡ÚÔ˘
∞µ°¢.

¡· ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈ‹ÛÂÙÂ Ù· ÙÚÈÒÓ˘Ì·:
··)) x2 + 3x + 2 ‚‚)) y2 – 4y + 3 ÁÁ)) ˆ2 + 5ˆ + 6 ‰‰)) ·2 + 6· + 5
ÂÂ)) x2 – 7x + 12 ÛÛÙÙ)) y2 – y – 12 ˙̇)) ˆ2 – 9ˆ + 18 ËË)) ·2 + 3· – 10

¡· ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈ‹ÛÂÙÂ Ù· ÙÚÈÒÓ˘Ì·:
··)) x2 + (2 + ��3)x + 2��3 ‚‚)) x2 + (2· + 3‚)x + 6·‚ ÁÁ)) x2 + (3 – ��2)x – 3��2

¡· ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:
··)) 2ˆ2 + 10ˆ + 8 ‚‚)) 3·2 – 12· – 15 ÁÁ)) ·x2 – 7·x + 6·

¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·ÚÈıÌËÙÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ¯ˆÚ›˜ Ó· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ˘ÔÏÔ-
ÁÈÛÙ‹ ÙÛ¤Ë˜.
··)) 1453 � 1821 – 1453 � 821 ‚‚)) 8012 + 199 � 801 ÁÁ)) 9982 – 4
‰‰)) 999 � 1001 + 1 ÂÂ)) 9992 + 2 � 999 + 1 ÛÛÙÙ)) 972 + 6 � 97 + 9

¡· ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:
··)) x2y2 – 4y2 – x2 + 4 ‚‚)) x4 – 1 + x3 – x ÁÁ)) x3(x2 – 1) + 1 – x2

‰‰)) (x2 + 9)2 – 36x2 ÂÂ)) ·2 – 2·‚ + ‚2 – · + ‚ ÛÛÙÙ)) x2 – 2xy + y2 – ˆ2

˙̇)) 1 – ·2 + 2·‚ – ‚2 ËË)) y2 – x2 – 10y + 25 ıı)) 2(x–1)(x2–4)–5(x–1)(x–2)2

ÈÈ)) (y2 – 4)2 – (y + 2)2 ÈÈ··)) (·2 + ‚2 – Á2)2–4·2‚2 ÈÈ‚‚)) (x2+9)(·2+4) – (·x+6)2

EÓfi˜ ÔÚıÔÁˆÓ›Ô˘ ÔÈÎÔ¤‰Ô˘ ÔÈ ‰È·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ x, y
ÌÂÈÒıËÎ·Ó, ÂÂÈ‰‹ ¤ÚÂÂ Ó· ·˘ÍËıÂ› ÙÔ Ï¿ÙÔ˜
ÙˆÓ ‰ÈÏ·ÓÒÓ ‰ÚfiÌˆÓ. ∞Ó ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘
ÔÈÎÔ¤‰Ô˘ Ô˘ ·¤ÌÂÈÓÂ Â›Ó·È xy – x – 2y + 2,
Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ ÔÈ· ı· ÌÔÚÔ‡ÛÂ Ó· Â›Ó·È Ë ÌÂ›ˆÛË
Î¿ıÂ ‰È¿ÛÙ·Û‹˜ ÙÔ˘.
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63

✔ Μαθαίνω να βρίσκω το πηλίκο και το υπόλοιπο της
διαίρεσης ενός πολυωνύµου ∆(x) µε το πολυώνυµο δ(x).

✔ Μαθαίνω να γράφω την ταυτότητα της Ευκλείδειας διαίρεσης
του ∆(x) µε το δ(x).

1. AÓ ÙÔÔıÂÙ‹ÛÔ˘ÌÂ ÛÂ ÌÈ· ·›ıÔ˘Û· 325 Î·ı›ÛÌ·Ù· ÛÂ ÛÂÈÚ¤˜ Î·È Î¿ıÂ ÛÂÈÚ¿ ÂÚÈ¤¯ÂÈ
19 Î·ı›ÛÌ·Ù·, fiÛÂ˜ ÛÂÈÚ¤˜ ı· Û¯ËÌ·Ù›ÛÔ˘ÌÂ Î·È fiÛ· Î·ı›ÛÌ·Ù· ı· ÂÚÈÛÛ¤„Ô˘Ó;
¡· ÁÚ¿„ÂÙÂ ÙËÓ ÈÛfiÙËÙ· ÙË˜ ∂˘ÎÏÂ›‰ÂÈ·˜ ‰È·›ÚÂÛË˜.

2. ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ ¢(x) ÙÔ ÔÔ›Ô ‰È·ÈÚÔ‡ÌÂÓÔ ÌÂ ÙÔ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ ‰(x) = x2 – x,
‰›ÓÂÈ ËÏ›ÎÔ (x) = 2x2 – 3x – 1 Î·È ˘fiÏÔÈÔ ˘(x) = 7x – 4.

•¤ÚÔ˘ÌÂ fiÙÈ, ·Ó ¤¯Ô˘ÌÂ ‰‡Ô Ê˘ÛÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ¢¢  (‰È·ÈÚÂÙ¤Ô˜) Î·È ‰‰  (‰È·ÈÚ¤ÙË˜) ÌÂ
‰ � 0 Î·È Î¿ÓÔ˘ÌÂ ÙË ‰È·›ÚÂÛË ¢¢  ::  ‰‰, ÙfiÙÂ ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ ‰‡Ô ÌÔÓ·‰ÈÎÔ‡˜ Ê˘ÛÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜
  (ËÏ›ÎÔ) Î·È ˘̆ (˘fiÏÔÈÔ), ÁÈ· ÙÔ˘˜ ÔÔ›Ô˘˜ ÈÛ¯‡ÂÈ:

∞Ó   ˘ = 0, Â›Ó·È  ¢¢  ==  ‰‰  �  Î·È ÙfiÙÂ Ï¤ÌÂ fiÙÈ ¤¯Ô˘ÌÂ ÙÙ¤¤ÏÏÂÂÈÈ··  ‰‰ÈÈ··››ÚÚÂÂÛÛËË.
™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹ Ï¤ÌÂ ·ÎfiÌ· fiÙÈ Ô ‰ ‰‰ÈÈ··ÈÈÚÚÂÂ›› ÙÔ ¢ ‹ fiÙÈ Ô ‰ Â›Ó·È ··ÚÚ¿¿ÁÁÔÔÓÓÙÙ··˜̃ ÙÔ˘ ¢.

°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ·Ó ¢ = 325 Î·È ‰ = 19, ÙfiÙÂ ÌÂ ÙË ‰È·›ÚÂÛË
325 :: 19, ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ ÙÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜  = 17 Î·È ˘ = 2, ÁÈ· ÙÔ˘˜
ÔÔ›Ô˘˜ ÈÛ¯‡ÂÈ

325 = 19 � 17 + 2    ÌÂ    2 < 19

√ÌÔ›ˆ˜, ·Ó ¤¯Ô˘ÌÂ ‰‡Ô ÔÏ˘ÒÓ˘Ì· ¢¢((xx)) (‰È·ÈÚÂÙ¤Ô˜) Î·È ‰‰((xx)) (‰È·ÈÚ¤ÙË˜) ÌÂ ‰(x)�0 Î·È
Î¿ÓÔ˘ÌÂ ÙË ‰È·›ÚÂÛË ¢¢((xx))  ::  ‰‰((xx)), ÙfiÙÂ ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ ¤Ó· ÌÔÓ·‰ÈÎfi ˙Â‡ÁÔ˜ ÔÏ˘ˆÓ‡ÌˆÓ
((xx)) (ËÏ›ÎÔ) Î·È ˘̆((xx)) (˘fiÏÔÈÔ), ÁÈ· Ù· ÔÔ›· ÈÛ¯‡ÂÈ:

((TT··˘̆ÙÙfifiÙÙËËÙÙ··  ∂∂˘̆ÎÎÏÏÂÂ››‰‰ÂÂÈÈ··˜̃  ‰‰ÈÈ··››ÚÚÂÂÛÛËË˜̃))

fiÔ˘ ÙÔ ˘(x) ‹ Â›Ó·È ›ÛÔ ÌÂ ÌË‰¤Ó ‹ ¤¯ÂÈ ‚·ıÌfi ÌÈÎÚfiÙÂÚÔ ·fi ÙÔ ‚·ıÌfi ÙÔ˘ ‰(x).

™ÙÔ ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· Ô˘ ·ÎÔÏÔ˘ıÂ›, ÂÚÈÁÚ¿ÊÂÙ·È Ë ‰È·‰ÈÎ·Û›· ÙË˜ ‰È·›ÚÂÛË˜ ÙÔ˘
ÔÏ˘ˆÓ‡ÌÔ˘ ¢(x) = 2x2 – 5x3 + 2x4 – 4 + 8x    ÌÂ ÙÔ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ ‰(x) = x2 – x.

¢(x) = ‰(x)(x) + ˘(x)

¢ = ‰ + ˘   ÌÂ   ˘ < ‰

∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ

¢È·›ÚÂÛË ÔÏ˘ˆÓ‡ÌˆÓ11..77

325 19
–19 17

135
–133

2
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™ÙÔ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÔ ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, Ë Ù·˘ÙfiÙËÙ· ÙË˜ ∂˘ÎÏÂ›‰ÂÈ·˜ ‰È·›ÚÂÛË˜ Â›Ó·È:
2x4 – 5x3 + 2x2 + 8x – 4 = (x2 – x) � (2x2 – 3x – 1) + (7x – 4)

(¢¢È·ÈÚÂÙ¤Ô˜) == (‰‰È·ÈÚ¤ÙË˜) � (ËÏ›ÎÔ) ++ (˘̆fiÏÔÈÔ)
¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· ÙˆÓ ‚·ıÌÒÓ ‰È·ÈÚ¤ÙË Î·È ËÏ›ÎÔ˘ Â›Ó·È ›ÛÔ ÌÂ ÙÔ ‚·ıÌfi
ÙÔ˘ ‰È·ÈÚÂÙ¤Ô˘.

64

M¤ÚÔ˜ ∞ - ∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 1Ô

°Ú¿ÊÔ˘ÌÂ Ù· ÔÏ˘ÒÓ˘Ì· ÙÔ˘ ‰È·ÈÚÂÙ¤Ô˘ Î·È
ÙÔ˘ ‰È·ÈÚ¤ÙË Î·Ù¿ ÙÈ˜ Êı›ÓÔ˘ÛÂ˜ ‰˘Ó¿ÌÂÈ˜ ÙË˜
ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹˜ ÙÔ˘ x.

¢È·ÈÚÔ‡ÌÂ ÙÔÓ ÚÒÙÔ fiÚÔ 2x4 ÙÔ˘ ‰È·ÈÚÂÙ¤Ô˘
ÌÂ ÙÔÓ ÚÒÙÔ fiÚÔ x2 ÙÔ˘ ‰È·ÈÚ¤ÙË ( = 2x2)
To ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ· 2x2 Â›Ó·È Ô ÚÒÙÔ˜ fiÚÔ˜ ÙÔ˘
ËÏ›ÎÔ˘.

2x4

x2

2x4 – 5x3 + 2x2 + 8x – 4 x2 – x

2x 4 – 5x3 + 2x2 + 8x – 4 x2 – x
2χ2

¶ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿˙Ô˘ÌÂ ÙÔ 2x2, Ô˘ Â›Ó·È Ô ÚÒÙÔ˜
fiÚÔ˜ ÙÔ˘ ËÏ›ÎÔ˘, ÌÂ ÙÔ ‰È·ÈÚ¤ÙË x2 – x Î·È ÙÔ
ÁÈÓfiÌÂÓÔ 2x2(x2 – x) = 2x4 – 2x3 ÙÔ ·Ê·ÈÚÔ‡ÌÂ
·fi ÙÔ ‰È·ÈÚÂÙ¤Ô. °È· Ó· Á›ÓÔ˘Ó Â˘ÎÔÏfiÙÂÚ· ÔÈ
Ú¿ÍÂÈ˜, ·ÏÏ¿˙Ô˘ÌÂ Ù· ÚfiÛËÌ· Î·È ·ÓÙ› ÁÈ·
·Ê·›ÚÂÛË Î¿ÓÔ˘ÌÂ ÚfiÛıÂÛË Î·È ¤ÙÛÈ ‚Ú›-
ÛÎÔ˘ÌÂ ÙÔ ÚÚÒÒÙÙÔÔ  ÌÌÂÂÚÚÈÈÎÎfifi  ˘̆fifiÏÏÔÔÈÈÔÔ

˘1 = –3x3 + 2x2 + 8x – 4.

™ÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· ‰È·ÈÚÔ‡ÌÂ ÙÔÓ ÚÒÙÔ fiÚÔ –3x3

ÙÔ˘ ˘ÔÏÔ›Ô˘ ˘1 ÌÂ ÙÔÓ ÚÒÙÔ fiÚÔ x2 ÙÔ˘

‰È·ÈÚ¤ÙË (– = –3x). ∆Ô ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ· –3x

Â›Ó·È Ô ‰Â‡ÙÂÚÔ˜ fiÚÔ˜ ÙÔ˘ ËÏ›ÎÔ˘.

3x3

x2

¶ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿˙Ô˘ÌÂ ÙÔ –3x, Ô˘ Â›Ó·È Ô ‰Â‡ÙÂ-
ÚÔ˜ fiÚÔ˜ ÙÔ˘ ËÏ›ÎÔ˘, ÌÂ ÙÔ ‰È·ÈÚ¤ÙË x2 – x Î·È
ÙÔ ÁÈÓfiÌÂÓÔ –3x(x2 – x) = –3x3 + 3x2 ÙÔ ·Ê·È-
ÚÔ‡ÌÂ ·fi ÙÔ ˘fiÏÔÈÔ ˘1 Î·È ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ ÙÔ
‰‰ÂÂ‡‡ÙÙÂÂÚÚÔÔ  ÌÌÂÂÚÚÈÈÎÎfifi  ˘̆fifiÏÏÔÔÈÈÔÔ ˘2 = –x2 + 8x – 4.

™˘ÓÂ¯›˙Ô˘ÌÂ ÙË ‰È·›ÚÂÛË ÌÂ ÙÔÓ ›‰ÈÔ ÙÚfiÔ
Ì¤¯ÚÈ Ó· Î·Ù·Ï‹ÍÔ˘ÌÂ ÛÂ ˘fiÏÔÈÔ Ô˘ Ó·
Â›Ó·È ›ÛÔ ÌÂ ÌË‰¤Ó ((ÙÙ¤¤ÏÏÂÂÈÈ··  ‰‰ÈÈ··››ÚÚÂÂÛÛËË)) ‹ Ó· ¤¯ÂÈ
‚·ıÌfi ÌÈÎÚfiÙÂÚÔ ·fi ÙÔ ‚·ıÌfi ÙÔ˘ ‰È·ÈÚ¤ÙË
x2 – x ((··ÙÙÂÂÏÏ‹‹˜̃  ‰‰ÈÈ··››ÚÚÂÂÛÛËË)), ÔfiÙÂ Ë ‰È·›ÚÂÛË ‰ÂÓ
ÌÔÚÂ› Ó· Û˘ÓÂ¯ÈÛÙÂ›.

2x4 – 5x3 + 2x2 + 8x – 4 x2 – x
–2x4 + 2x3 2χ2

– 3x3 + 2x2 + 8x – 4

2x 4 – 5x3 + 2x2 + 8x – 4 x2 – x
–2x4 + 2x3 2χ2 – 3χ

–3x3 + 2x2 + 8x – 4

2x 4 – 5x3 + 2x2 + 8x – 4 x2 – x
–2x4 + 2x3 2χ2 – 3χ

– 3x3 +2x2 + 8x – 4
3x3 – 3x2

– x2 + 8x – 4

2x4 – 5x3 + 2x2 + 8x – 4 x2 – x
–2x4 + 2x3 2χ2–3χ–1

– 3x3 + 2x2 + 8x – 4
3x3 – 3x2

– x2 + 8x – 4
χ2 – χ

7χ – 4
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√ÌÔ›ˆ˜ Ë ‰È·›ÚÂÛË (8x4 + 8x3 + 17x – 5) : (2x2 + 3x – 1), Á›ÓÂÙ·È ˆ˜ ÂÍ‹˜:

™ÙËÓ ÙÂÏÂ˘Ù·›· ‰È·›ÚÂÛË, fiÔ˘ ÙÔ ˘fiÏÔÈÔ Â›Ó·È ÌË‰¤Ó, Ë Ù·˘ÙfiÙËÙ· ÙË˜ ∂˘ÎÏÂ›‰ÂÈ·˜
‰È·›ÚÂÛË˜ Â›Ó·È:

8x4 + 8x3 + 17x – 5 = (2x2 + 3x – 1)  � (4x2 – 2x + 5)
(¢¢È·ÈÚÂÙ¤Ô˜) == (‰‰È·ÈÚ¤ÙË˜)     � (ËÏ›ÎÔ)

T· ÔÏ˘ÒÓ˘Ì· ‰ = 2x2 + 3x – 1 Î·È  = 4x2 – 2x + 5 Ï¤ÁÔÓÙ·È ··ÚÚ¿¿ÁÁÔÔÓÓÙÙÂÂ˜̃ ‹ ‰‰ÈÈ··ÈÈÚÚ¤¤ÙÙÂÂ˜̃
ÙÔ˘ ÔÏ˘ˆÓ‡ÌÔ˘ ¢ = 8x4 + 8x3 + 17x – 5.

ŒÓ· ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ ‰‰ Â›Ó·È ‰È·ÈÚ¤ÙË˜ ‹ ·Ú¿ÁÔÓÙ·˜ ÂÓfi˜ ÔÏ˘ˆÓ‡ÌÔ˘ ¢¢, ·Ó Ë ‰È·›ÚÂÛË
¢¢  ::  ‰‰ Â›Ó·È Ù¤ÏÂÈ·, ‰ËÏ·‰‹ ·Ó ˘¿Ú¯ÂÈ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ , Ù¤ÙÔÈÔ ÒÛÙÂ Ó· ÈÛ¯‡ÂÈ ¢¢  ==  ‰‰  � .

··)) ¡¡··  ÁÁ››ÓÓÂÂÈÈ  ËË  ‰‰ÈÈ··››ÚÚÂÂÛÛËË  ((44xx44 ++  33xx22 ––  11))  ::  ((22xx  ––  11))..
‚‚)) ¡¡··  ··ÓÓ··ÏÏ˘̆ııÂÂ››  ÙÙÔÔ  ÔÔÏÏ˘̆ÒÒÓÓ˘̆ÌÌÔÔ  44xx44 ++  33xx22 ––  11  ÛÛÂÂ  ÁÁÈÈÓÓfifiÌÌÂÂÓÓÔÔ  ÚÚÒÒÙÙˆ̂ÓÓ  ··ÚÚ··ÁÁfifiÓÓÙÙˆ̂ÓÓ..

Λύση
‚‚)) ∞fi ÙËÓ Ù·˘ÙfiÙËÙ· ÙË˜ ∂˘ÎÏÂ›‰ÂÈ·˜

‰È·›ÚÂÛË˜, ¤¯Ô˘ÌÂ:
4x4+3x2 –1=(2x–1)(2x3+x2+2x+1).
¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ ÙÔ ËÏ›ÎÔ ÌÔÚÂ›
Ó· ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈËıÂ› ˆ˜ ÂÍ‹˜:

2x3 + x2 + 2x + 1 =
= x2(2x + 1) + (2x + 1) =
= (2x + 1)(x2 + 1).
EÔÌ¤Óˆ˜, ÙÔ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ
4x4 + 3x2 – 1 ·Ó·Ï‡ÂÙ·È ÛÂ ÁÈÓfiÌÂÓÔ
ÚÒÙˆÓ ·Ú·ÁfiÓÙˆÓ ˆ˜ ÂÍ‹˜:
4x4 + 3x2 – 1 = (2x – 1)(2x + 1)(x2 + 1).

11

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ – ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

Γενικά

65

1.7 ¢¢ÈÈ··››ÚÚÂÂÛÛËË  ÔÔÏÏ˘̆ˆ̂ÓÓ‡‡ÌÌˆ̂ÓÓ

∞fi ÙÔ ‰È·ÈÚÂÙ¤Ô ÏÂ›ÂÈ Ô fiÚÔ˜ 2Ô˘ ‚·ıÌÔ‡,
ÔfiÙÂ, fiÙ·Ó ÙÔÓ ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ Î·Ù¿ ÙÈ˜ Êı›ÓÔ˘-
ÛÂ˜ ‰˘Ó¿ÌÂÈ˜ ÙË˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹˜ ÙÔ˘, Û˘Ó‹ıˆ˜
ÙÔÓ Û˘ÌÏËÚÒÓÔ˘ÌÂ ÌÂ ÙÔ ÌË‰ÂÓÈÎfi ÌÔÓÒ-
Ó˘ÌÔ ‹ ·Ê‹ÓÔ˘ÌÂ ÙË ı¤ÛË ÙÔ˘ ÎÂÓ‹ ÁÈ· Ó·
Á›ÓÂÈ Â˘ÎÔÏfiÙÂÚ· Ë ·Ó·ÁˆÁ‹ ÔÌÔ›ˆÓ fiÚˆÓ.

8x4 + 8x3 + 17x – 5 2x2+3x–1
–8x4–12χ3 + 4χ2 4χ2–2χ+5

– 4x3 + 4x2 + 17x – 5
+ 4x3 + 6x2 – 2χ

10χ2 + 15x – 5
–10χ2 – 15x + 5

0

··)) 4x4 + 3x2 – 1 2x – 1
–4x4 + 2x3 2x3+x2+2x+1

2x3 + 3x2 – 1
–2x3 +  x2

4x2 – 1
– 4x2 + 2x

2x – 1
–2x+ 1

0
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¡¡··  ··ÔÔ‰‰ÂÂÈÈ¯̄ııÂÂ››  fifiÙÙÈÈ  ÙÙÔÔ  ÔÔÏÏ˘̆ÒÒÓÓ˘̆ÌÌÔÔ  ‰‰  ==  33xx  ++  22··  ÂÂ››ÓÓ··ÈÈ  ‰‰ÈÈ··ÈÈÚÚ¤¤ÙÙËË˜̃  ÙÙÔÔ˘̆  ÔÔÏÏ˘̆ˆ̂ÓÓ‡‡ÌÌÔÔ˘̆
¢¢  ==  33xx33 ––  44··xx22 ––  ··22xx  ++  22··33..

Λύση
∆Ô ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ ‰ Â›Ó·È ‰È·ÈÚ¤ÙË˜ ÙÔ˘ ÔÏ˘ˆÓ‡ÌÔ˘ ¢, ·Ó ÙÔ ˘fiÏÔÈÔ ÙË˜ ‰È·›ÚÂÛË˜
¢ : ‰ Â›Ó·È ÌË‰¤Ó. ∫¿ÓÔ˘ÌÂ ÙË ‰È·›ÚÂÛË ¢ : ‰.

™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙËÓ Ù·˘ÙfiÙËÙ· ÙË˜
∂˘ÎÏÂ›‰ÂÈ·˜ ‰È·›ÚÂÛË˜ ¤¯Ô˘ÌÂ:

3x3 – 4·x2 – ·2x + 2·3 =
= (3x + 2·)(x2 – 2·x + ·2), Ô˘
ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ ÙÔ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ 3x + 2·
Â›Ó·È ‰È·ÈÚ¤ÙË˜ ÙÔ˘ ÔÏ˘ˆÓ‡ÌÔ˘

3x3 – 4·x2 – ·2x + 2·3

¡· ÂÈÏ¤ÍÂÙÂ ÙË ÛˆÛÙ‹ ·¿ÓÙËÛË:
ii)) ∆Ô ˘fiÏÔÈÔ ÙË˜ ‰È·›ÚÂÛË˜ ÂÓfi˜ ÔÏ˘ˆÓ‡ÌÔ˘ ÌÂ ÙÔ 4x + 7 Â›Ó·È ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ:

··)) 1Ô˘ ‚·ıÌÔ‡ ‚‚)) 2Ô˘ ‚·ıÌÔ‡ ÁÁ)) 3Ô˘ ‚·ıÌÔ‡ ‰‰)) ÛÙ·ıÂÚfi.
iiii)) To ˘fiÏÔÈÔ ÙË˜ ‰È·›ÚÂÛË˜ ÂÓfi˜ ÔÏ˘ˆÓ‡ÌÔ˘ ÌÂ ÙÔ x2 – 4x + 9 ‰ÂÓ ÌÔÚÂ› Ó·

Â›Ó·È:
··)) 5 ‚‚)) 3x – 2 ÁÁ)) x2 + 3 ‰‰)) 4x.

iiiiii)) ∞Ó ¤Ó· ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ ƒ(x) ‰È·ÈÚÔ‡ÌÂÓÔ ÌÂ ÙÔ 2x2 + x + 5 ‰›ÓÂÈ ËÏ›ÎÔ x4 + x – 2,
ÙfiÙÂ Ô ‚·ıÌfi˜ ÙÔ˘ ƒ(x) Â›Ó·È:
··)) 4 ‚‚)) 6 ÁÁ)) 8 ‰‰)) ÔÔÈÔÛ‰‹ÔÙÂ Ê˘ÛÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜.

¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÔÓ ·Ú·Î¿Ùˆ ›Ó·Î·:

¡· ¯·Ú·ÎÙËÚ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜ ÌÂ (™), ·Ó Â›Ó·È ÛˆÛÙ¤˜ ‹ ÌÂ (§), ·Ó
Â›Ó·È Ï·Óı·ÛÌ¤ÓÂ˜:
··)) ∆Ô ËÏ›ÎÔ ÙË˜ ‰È·›ÚÂÛË˜ ÙÔ˘ (2x + 1)(x + 3) ÌÂ ÙÔ 2x + 1 Â›Ó·È ÙÔ x + 3.
‚‚)) ∆Ô ˘fiÏÔÈÔ ÙË˜ ‰È·›ÚÂÛË˜ ÂÓfi˜ ÔÏ˘ˆÓ‡ÌÔ˘ ÌÂ ÙÔ x + 6 Â›Ó·È ÙÔ x2 + 2.
ÁÁ)) ∞Ó ‰È·ÈÚ¤ÛÔ˘ÌÂ ¤Ó· ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ 6Ô˘ ‚·ıÌÔ‡ ÌÂ ¤Ó· ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ 2Ô˘ ‚·ıÌÔ‡,

ÙfiÙÂ ÙÔ ËÏ›ÎÔ Â›Ó·È ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ 3Ô˘ ‚·ıÌÔ‡.
‰‰)) ∆Ô x – 4 Â›Ó·È ·Ú¿ÁÔÓÙ·˜ ÙÔ˘ x2 – 16.
ÂÂ)) To ËÏ›ÎÔ ÙË˜ ‰È·›ÚÂÛË˜ (x3 + 1) :: (x + 1) Â›Ó·È ÙÔ x2 – x + 1.

33

36
27

38

µ·ıÌfi˜
¶ËÏ›ÎÔ˘

µ·ıÌfi˜
¢È·ÈÚ¤ÙË

µ·ıÌfi˜
¢È·ÈÚÂÙ¤Ô˘

22

11
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M¤ÚÔ˜ ∞ - ∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 1Ô

3x3 – 4·x2 – ·2x + 2·3 3x + 2·
–3x3 – 2·x2

– 6·x2 – ·2x + 2·3 x2 – 2·x + ·2

6·x2 + 4·2x
+ 3·2x + 2·3

– 3·2x – 2·3

0
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N· Î¿ÓÂÙÂ ÙÈ˜ ‰È·ÈÚ¤ÛÂÈ˜ Î·È Ó· ÁÚ¿„ÂÙÂ ÙËÓ Ù·˘ÙfiÙËÙ· ÙË˜ ∂˘ÎÏÂ›‰ÂÈ·˜
‰È·›ÚÂÛË˜ ÛÂ Î¿ıÂ ÂÚ›ÙˆÛË.
··)) (2x3 + x2 – 3x + 6) :: (x + 2) ‚‚)) (6x3 – x2 – 10x + 5) :: (3x + 1)
ÁÁ)) (6x4 – x2 + 2x – 7) :: (x – 1) ‰‰)) (4x3 + 5x – 8) :: (2x – 1)
ÂÂ)) (x5 – x4 + 3x2 + 2) :: (x2 – x + 2) ÛÛÙÙ)) (9x4 – x2 + 2x – 1) :: (3x2 – x + 1)
˙̇)) (8x4 – 6x2 – 9) :: (2x2 – 3) ËË)) (3x5 – 2x3 – 4) :: (3x2 – 1)

N· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ Ù· ÎÂÓ¿, ÒÛÙÂ Ó· Â›Ó·È ÔÈ ‰È·ÈÚ¤ÛÂÈ˜ ÛˆÛÙ¤˜.
··)) 6x2 + ..... + ..... ..... + 2 ‚‚)) ..... + ..... + 2x + 20 x + .....

– 6x2 –  ..... 2x + ..... ..... –  6x2 2x2 + ..... – .....
18x  + ..... 4x2 + ..... + 20

–18x   –  ..... ..... – .....
0 –10x + .....

..... + .....
.....

¶ÔÈÔ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ ‰È·ÈÚÔ‡ÌÂÓÔ ÌÂ ÙÔ x2 – x + 1 ‰›ÓÂÈ ËÏ›ÎÔ 2x + 3 Î·È ˘fiÏÔÈÔ 3x + 2;

N· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ ÙÔ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ Q(x) Â›Ó·È ‰È·ÈÚ¤ÙË˜ ÙÔ˘ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ˘ ƒ(x), fiÙ·Ó:
··)) ƒ(x) = 6x3 – 7x2 + 9x – 18 Î·È Q(x) = 2x – 3
‚‚)) ƒ(x) = 2x4 – x2 + 5x – 3 Î·È Q(x) = x2 + x – 1.

··)) ¡· Î¿ÓÂÙÂ ÙË ‰È·›ÚÂÛË  (x4 – 2x3 – 8x2 + 18x – 9) : (x2 – 9)
‚‚)) N· ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙÔ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ  x4 – 2x3 – 8x2 + 18x – 9.

··)) ¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ Ô x + 1 Â›Ó·È ·Ú¿ÁÔÓÙ·˜ ÙÔ˘ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ˘ x4 + 4x3 + 6x2 + 4x + 1.
‚‚)) N· ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙÔ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ  x4 + 4x3 + 6x2 + 4x + 1.

ŒÓ·˜ Ì·ıËÙ‹˜ ‹ıÂÏÂ Ó· ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈ‹ÛÂÈ ÙËÓ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ·3 + ‚3 Î·È ı˘Ì‹ıËÎÂ fiÙÈ
·Ó·Ï‡ÂÙ·È ÛÂ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ‰‡Ô ·Ú·ÁfiÓÙˆÓ, ·fi ÙÔ˘˜ ÔÔ›Ô˘˜ Ô ¤Ó·˜ Â›Ó·È Ô · + ‚.
∂ÂÈ‰‹ Â›¯Â ÍÂ¯¿ÛÂÈ ÙÔÓ ¿ÏÏÔ ·Ú¿ÁÔÓÙ·, Ò˜ ı· ÌÔÚÔ‡ÛÂ Ó· ÙÔÓ ‚ÚÂÈ;

¢›ÓÂÙ·È ÙÔ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ ƒ(x) = (x3 + 2)(x2 – 5) + 4x2 – 6x + 7. N· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔ ËÏ›ÎÔ Î·È
ÙÔ ˘fiÏÔÈÔ ÙË˜ ‰È·›ÚÂÛË˜
··)) ƒ(x) :: (x3 + 2) ‚‚)) ƒ(x) :: (x2 – 5)

¡· Î¿ÓÂÙÂ ÙË ‰È·›ÚÂÛË (6x3 + ·) :: (x – 1) Î·È Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙËÓ ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ ·, ÁÈ· ÙËÓ ÔÔ›·
Ë ‰È·›ÚÂÛË Â›Ó·È Ù¤ÏÂÈ·.

∞Ó ¤Ó·˜ ·Ú¿ÁÔÓÙ·˜ ÙÔ˘ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ˘ 2x3 – x2 – 4x + 3
Â›Ó·È Ô (x – 1)2, Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔÓ ¿ÏÏÔ ·Ú¿ÁÔÓÙ·.

°È· ÙËÓ Ï·ÎfiÛÙÚˆÛË ÙÔ˘ ‰·¤‰Ô˘ ÂÓfi˜ ‰ˆÌ·Ù›Ô˘ Ô˘
¤¯ÂÈ Û¯‹Ì· ÔÚıÔÁˆÓ›Ô˘, ¯ÚËÛÈÌÔÔÈ‹Û·ÌÂ 45 Ï·Î¿ÎÈ· Ù‡Ô˘ ∞,
56 Ï·Î¿ÎÈ· Ù‡Ô˘ µ Î·È 16 Ï·Î¿ÎÈ· Ù‡Ô˘ °. ∞Ó ÙÔ Ï¿ÙÔ˜ ÙÔ˘
‰ˆÌ·Ù›Ô˘ Â›Ó·È 5x + 4y, ÔÈÔ Â›Ó·È ÙÔ Ì‹ÎÔ˜ ÙÔ˘;
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✔ Μαθαίνω να βρίσκω:
Ελάχιστο Κοινό Πολλαπλάσιο και Μέγιστο Κοινό ∆ ιαιρέτη
ακεραίων αλγεβρικών παραστάσεων.

1. ¡· ·Ó·Ï‡ÛÂÙÂ ÙÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ 12, 24, 300 ÛÂ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÚÒÙˆÓ ·Ú·ÁfiÓÙˆÓ Î·È Ó·
‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔ ∂.∫.¶. Î·È ÙÔ ª.∫.¢. ÙˆÓ ·ÚÈıÌÒÓ ·˘ÙÒÓ.

2. ªÂ ·Ó¿ÏÔÁÔ ÙÚfiÔ Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔ ∂.∫.¶. Î·È ÙÔ ª.∫.¢.
ÙˆÓ ÌÔÓˆÓ‡ÌˆÓ 12x3y2,  24x2y3ˆ,  300x4y Î·È
ÙˆÓ ÔÏ˘ˆÓ‡ÌˆÓ 3(x – y)(x + y), 18(x – y)2, 9(x – y).

™Â ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË Ù¿ÍË Ì¿ı·ÌÂ Ó· ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ ÙÔ ∂.∫.¶. Î·È ÙÔ ª.∫.¢. ıÂÙÈÎÒÓ ·ÎÂÚ·›ˆÓ
·ÚÈıÌÒÓ Ô˘ ¤¯Ô˘Ó ·Ó·Ï˘ıÂ› ÛÂ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÚÒÙˆÓ ·Ú·ÁfiÓÙˆÓ.
°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ÔÈ ·ÚÈıÌÔ› 12,  24 Î·È 300, ·Ó ·Ó·Ï˘ıÔ‡Ó ÛÂ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÚÒÙˆÓ
·Ú·ÁfiÓÙˆÓ, ÁÚ¿ÊÔÓÙ·È:

12 = 22 � 3      24 = 23 � 3      300 = 22 � 3 � 52

ÕÚ·,
∂.∫.¶.(12, 24, 300) = 23 � 3 � 52 = 600 (°ÈÓfiÌÂÓÔ ÎÔÈÓÒÓ Î·È ÌË ÎÔÈÓÒÓ ·Ú·ÁfiÓÙˆÓ

ÌÂ ÙÔ ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚÔ ÂÎı¤ÙË).
ª.∫.¢.(12, 24, 300) = 22 � 3 = 12 (°ÈÓfiÌÂÓÔ ÎÔÈÓÒÓ ·Ú·ÁfiÓÙˆÓ ÌÂ ÙÔ

ÌÈÎÚfiÙÂÚÔ ÂÎı¤ÙË).

ªÂ ·Ó¿ÏÔÁÔ ÙÚfiÔ, ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ ∂.∫.¶. Î·È ÙÔ ª.∫.¢. ·ÎÂÚ·›ˆÓ ·ÏÁÂ-
‚ÚÈÎÒÓ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ Ô˘ ¤¯Ô˘Ó ·Ó·Ï˘ıÂ› ÛÂ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÚÒÙˆÓ ·Ú·ÁfiÓÙˆÓ. ¢ËÏ·‰‹:

∂∂ÏÏ¿¿¯̄ÈÈÛÛÙÙÔÔ  ∫∫ÔÔÈÈÓÓfifi  ¶¶ÔÔÏÏÏÏ··ÏÏ¿¿ÛÛÈÈÔÔ (∂∂..∫∫..¶¶..) ‰‡Ô ‹ ÂÚÈÛÛÔÙ¤ÚˆÓ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎÒÓ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ Ô˘
¤¯Ô˘Ó ·Ó·Ï˘ıÂ› ÛÂ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÚÒÙˆÓ ·Ú·ÁfiÓÙˆÓ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È, ÙÔ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÙˆÓ ÎÔÈÓÒÓ Î·È
ÌË ÎÔÈÓÒÓ ·Ú·ÁfiÓÙˆÓ ÙÔ˘˜ ÌÂ ÂÎı¤ÙË Î·ıÂÓfi˜ ÙÔ ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚÔ ·fi ÙÔ˘˜ ÂÎı¤ÙÂ˜ ÙÔ˘.

ªª¤¤ÁÁÈÈÛÛÙÙÔÔ˜̃  ∫∫ÔÔÈÈÓÓfifi˜̃  ¢¢ÈÈ··ÈÈÚÚ¤¤ÙÙËË˜̃ (ªª..∫∫..¢¢..) ‰‡Ô ‹ ÂÚÈÛÛÔÙ¤ÚˆÓ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎÒÓ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ Ô˘
¤¯Ô˘Ó ·Ó·Ï˘ıÂ› ÛÂ  ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÚÒÙˆÓ ·Ú·ÁfiÓÙˆÓ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È, ÙÔ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÙˆÓ ÎÔÈÓÒÓ
·Ú·ÁfiÓÙˆÓ ÙÔ˘˜ ÌÂ ÂÎı¤ÙË Î·ıÂÓfi˜ ÙÔ ÌÈÎÚfiÙÂÚÔ ·fi ÙÔ˘˜ ÂÎı¤ÙÂ˜ ÙÔ˘.

™ÙÔ ÂÍ‹˜ ı· ÂÚÈÔÚÈÛÙÔ‡ÌÂ ÛÂ ·Î¤Ú·ÈÂ˜ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ÌÂ ıÂÙÈÎÔ‡˜ ·Î¤Ú·ÈÔ˘˜
Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜. ™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹, ˆ˜ ·ÚÈıÌËÙÈÎfi ·Ú¿ÁÔÓÙ· ÙÔ˘ ∂.∫.¶., ı· ıÂˆÚÔ‡ÌÂ
ÙÔ ∂.∫.¶. ÙˆÓ ·ÚÈıÌËÙÈÎÒÓ ·Ú·ÁfiÓÙˆÓ ÙˆÓ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ Î·È ˆ˜ ·ÚÈıÌËÙÈÎfi ·Ú¿ÁÔÓÙ·
ÙÔ˘ ª.∫.¢. ı· ıÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙÔ ª.∫.¢. ÙˆÓ ·ÚÈıÌËÙÈÎÒÓ ·Ú·ÁfiÓÙˆÓ ÙˆÓ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ.

∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ

∂.∫.¶. Î·È ª.∫.¢. ·ÎÂÚ·›ˆÓ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎÒÓ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ11..88
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°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·,
– Ù· ÌÔÓÒÓ˘Ì· 12x3y2, 24x2y3ˆ, 300x4y ¤¯Ô˘Ó

Ε.Κ.Π. = 600x4y3ω  και  Μ.Κ.∆. = 12x2y  ÂÓÒ
– Ù· ÔÏ˘ÒÓ˘Ì· 3(x – y)(x + y), 18(x – y)2, 9(x – y) ¤¯Ô˘Ó

Ε.Κ.Π. = 18(χ – y)2(x + y) και Μ.Κ.∆. = 3(χ – y)

NN··  ‚‚ÚÚÂÂııÂÂ››  ÙÙÔÔ  ∂∂..∫∫..¶¶..  ÎÎ··ÈÈ  ÔÔ  ªª..∫∫..¢¢..  ÙÙˆ̂ÓÓ  ÌÌÔÔÓÓˆ̂ÓÓ‡‡ÌÌˆ̂ÓÓ  66xx33yyˆ̂,,  99xx22yyˆ̂22,,  33xxyy44..

Λύση
OÈ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜ 6, 9, 3 ¤¯Ô˘Ó ∂.∫.¶. = 18 Î·È ª.∫.¢. = 3, ¿Ú· Ù· ÌÔÓÒÓ˘Ì· ¤¯Ô˘Ó
∂.∫.¶. = 18x3y4ˆ2 Î·È ª.∫.¢. = 3xy.

NN··  ‚‚ÚÚÂÂııÂÂ››  ÙÙÔÔ  ∂∂..∫∫..¶¶..  ÎÎ··ÈÈ  ÔÔ  ªª..∫∫..¢¢..  ÙÙˆ̂ÓÓ  ÔÔÏÏ˘̆ˆ̂ÓÓ‡‡ÌÌˆ̂ÓÓ::
∞∞  ==  1122xx33 ––  1122xx22,,  BB  ==  1188xx22 ––  3366xx  ++  1188    ÎÎ··ÈÈ    °°  ==  99xx22 ––  99xx..

Λύση

∞ = 12x2 – 12 = 12(x2 – 1) = 12(x – 1)(x + 1)
µ = 18x2 – 36x + 18 = 18(x2 – 2x + 1) = 18(x – 1)2

° = 9x2 – 9x = 9x(x – 1)

√È ·ÚÈıÌËÙÈÎÔ› ·Ú¿ÁÔÓÙÂ˜ 12, 18, 9 ¤¯Ô˘Ó
∂.∫.¶. = 36 Î·È ª.∫.¢. = 3.
∆· ÔÏ˘ÒÓ˘Ì· ∞, µ, ° ¤¯Ô˘Ó
∂.∫.¶. = 36x(x – 1)2(x + 1) Î·È ª.∫.¢. = 3(x – 1).

¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÔÓ ·Ú·Î¿Ùˆ ›Ó·Î· ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›˙ÔÓÙ·˜ ÛÂ Î¿ıÂ ˙Â‡ÁÔ˜ ·Ú·-
ÛÙ¿ÛÂˆÓ ÙË˜ ÛÙ‹ÏË˜ ∞, ÙÔ ∂.∫.¶. ÙÔ˘˜ ·fi ÙË ÛÙ‹ÏË µ.

11.. 6x2(x + 2)2

22.. x3(x + 2)3

33.. 6x2(x + 2)

44.. x4(x + 2)3

··.. x4(x + 2)2, x(x + 2)3

‚‚.. x3(x + 2), x(x + 2)3

ÁÁ.. 6x2(x + 2), 2x(x + 2)2

™Ù‹ÏË B™Ù‹ÏË ∞

11
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1.8 ∂∂..∫∫..¶¶..  ÎÎ··ÈÈ  ªª..∫∫..¢¢..  ··ÎÎÂÂÚÚ··››ˆ̂ÓÓ  ··ÏÏÁÁÂÂ‚‚ÚÚÈÈÎÎÒÒÓÓ  ··ÚÚ··ÛÛÙÙ¿¿ÛÛÂÂˆ̂ÓÓ

ñ ∞Ó·Ï‡Ô˘ÌÂ Ù· ÔÏ˘ÒÓ˘Ì· ÛÂ
ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÚÒÙˆÓ ·Ú·ÁfiÓÙˆÓ.

ñ ÀÔÏÔÁ›˙Ô˘ÌÂ ÙÔ ∂.∫.¶. Î·È ÙÔ
ª.∫.¢. ÙˆÓ ·ÚÈıÌËÙÈÎÒÓ
·Ú·ÁfiÓÙˆÓ.

ñ µÚ›ÛÎÔ˘ÌÂ ÙÔ ∂.∫.¶. Î·È ÙÔ
ª.∫.¢. ÙˆÓ ÔÏ˘ˆÓ‡ÌˆÓ.

Á‚·
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¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÔÓ ·Ú·Î¿Ùˆ ›Ó·Î·, ÁÚ¿ÊÔÓÙ·˜ ÛÂ Î¿ıÂ ÎÂÓfi ÙÔ ∂.∫.¶. ÙˆÓ
·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ ∞, µ.

¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÔÓ ·Ú·Î¿Ùˆ ›Ó·Î· ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›˙ÔÓÙ·˜ ÛÂ Î¿ıÂ ˙Â‡ÁÔ˜ ·Ú·-
ÛÙ¿ÛÂˆÓ ÙË˜ ÛÙ‹ÏË˜ ∞, ÙÔ ª.∫.¢. ÙÔ˘˜ ·fi ÙË ÛÙ‹ÏË µ.

¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÔÓ ·Ú·Î¿Ùˆ ›Ó·Î· ÁÚ¿ÊÔÓÙ·˜ ÛÂ Î¿ıÂ ÎÂÓfi ÙÔ ª.∫.¢. ÙˆÓ
·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ ∞, µ.

¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔ ∂.∫.¶. Î·È ÙÔ ª.∫.¢. ÙˆÓ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ:
··)) 12x3y2ˆ2, 18x2yˆ3, 24x2y3ˆ4

‚‚)) 15·xy3, 10·x2ˆ2, 5yˆ2

ÁÁ)) 2x2(x + y)2, 3xy3(x + y)2, 8x2y(x – y)(x + y)

¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔ ∂.∫.¶. Î·È ÙÔ ª.∫.¢. ÙˆÓ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ:
··)) 6(x2 – y2), 4(x – y)2, 12(x – y)3

‚) ·2 – 3· + 2, ·2 – 4, ·3 – 4·
Á) ·3 – ·2, (·2 – ·)(·2 – 1), ·3 – 2·2 + ·

22

11
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33xx33((xx  ––  22))33

22 xx33((xx  ––  22))
66 xx((xx  ––  22))22

66((xx  ––  22))33xx44((xx  ––  22))2233xx 22
BB

∞∞

44

11.. 6x2(x + 1)2

22.. 3x(x + 1)2

33.. 3x2(x + 1)

44.. x2(x + 1)2

··.. 6x3(x + 1)2,     3x(x + 1)3

‚‚.. 2x2(x + 1)3,     3x4(x + 1)2

ÁÁ.. 3x2(x + 1),     6x3(x + 1)2

™Ù‹ÏË B™Ù‹ÏË ∞

33

88xx 55

xx22((xx  –– 11))
66xx 22

99((xx  ––  11))2222xx((xx  ––  11))44xx 33
BB

∞∞

22

70

M¤ÚÔ˜ ∞ - ∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 1Ô

Á‚·

068-070  3-11-06  01:12  ™ÂÏ›‰·70



71

✔ Γνωρίζω ποια αλγεβρική παράσταση λέγεται ρητή και
πότε ορίζεται.

✔ Μαθαίνω να απλοποιώ ρητές αλγεβρικές παραστάσεις.

1. ¶ÔÈ· Â›Ó·È Ë ÙÈÌ‹ ÙË˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜ ÁÈ· x = 0;

MÔÚÂ›ÙÂ Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙËÓ ÙÈÌ‹ ÙË˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜ ÁÈ· x = 1;

2. ¶ÔÈÔ ·fi Ù· ·Ú·Î¿Ùˆ ÎÏ¿ÛÌ·Ù· ·ÏÔÔÈÂ›Ù·È;

, ,     

3. ¶ÔÈ· ·fi ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ·ÏÔÔÈÂ›Ù·È;

,    ,    

MÈ· ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË (.¯.  ,  ,  ) Ô˘ Â›Ó·È ÎÏ¿ÛÌ· Î·È ÔÈ fiÚÔÈ

ÙÔ˘ Â›Ó·È ÔÏ˘ÒÓ˘Ì·, Ï¤ÁÂÙ·È ÚÚËËÙÙ‹‹  ··ÏÏÁÁÂÂ‚‚ÚÚÈÈÎÎ‹‹  ··ÚÚ¿¿ÛÛÙÙ··ÛÛËË  ‹ ·ÏÒ˜ ÚÚËËÙÙ‹‹  ··ÚÚ¿¿ÛÛÙÙ··ÛÛËË.
√È ÌÂÙ·‚ÏËÙ¤˜ ÌÈ·˜ ÚËÙ‹˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜ ‰ÂÓ ÌÔÚÔ‡Ó Ó· ¿ÚÔ˘Ó ÙÈÌ¤˜ Ô˘ ÌË‰ÂÓ›˙Ô˘Ó
ÙÔÓ ·ÚÔÓÔÌ·ÛÙ‹ ÙË˜, ·ÊÔ‡ ‰ÂÓ ÔÚ›˙ÂÙ·È ÎÏ¿ÛÌ· ÌÂ ·ÚÔÓÔÌ·ÛÙ‹ ÌË‰¤Ó.

°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, Ë ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÔÚ›˙ÂÙ·È, ·Ó x � 1.

™ÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ·, fiÙ·Ó ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ ÌÈ· ÚËÙ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË, ı· ÂÓÓÔÂ›Ù·È fiÙÈ ÔÈ ÌÂÙ·‚ÏËÙ¤˜ ÙË˜
‰ÂÓ ·›ÚÓÔ˘Ó ÙÈÌ¤˜ Ô˘ ÌË‰ÂÓ›˙Ô˘Ó ÙÔÓ ·ÚÔÓÔÌ·ÛÙ‹.

Ÿˆ˜ ÌÈ· ·ÚÈıÌËÙÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË, ¤ÙÛÈ Î·È ÌÈ· ÚËÙ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË, ÌÔÚÂ› Ó· ·ÏÔÔÈËıÂ›,
·Ó Ô ·ÚÈıÌËÙ‹˜ Î·È Ô ·ÚÔÓÔÌ·ÛÙ‹˜ ÙË˜ Â›Ó·È ÁÈÓfiÌÂÓ· Î·È ¤¯Ô˘Ó ÎÔÈÓfi ·Ú¿ÁÔÓÙ·.

ŒÙÛÈ, Ë ·Ú¿ÛÙ·ÛË ‰ÂÓ ·ÏÔÔÈÂ›Ù·È, ÂÓÒ Ë ·Ú¿ÛÙ·ÛË  ·ÏÔÔÈÂ›Ù·È, ÁÈ·Ù›

ÔÈ fiÚÔÈ ÙË˜ Â›Ó·È ÁÈÓfiÌÂÓ· Î·È ¤¯Ô˘Ó ÎÔÈÓfi ·Ú¿ÁÔÓÙ· ÙÔ 3x. AÓ ‰È·ÈÚ¤ÛÔ˘ÌÂ Î·È ÙÔ˘˜ ‰‡Ô

fiÚÔ˘˜ ÌÂ ÙÔÓ ÎÔÈÓfi ·Ú¿ÁÔÓÙ·, ¤¯Ô˘ÌÂ = = = 2y

H ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË ·ÏÔÔ›ËÛË Á›ÓÂÙ·È Û˘ÓÙÔÌfiÙÂÚ·, ·Ó ‰È·ÁÚ¿„Ô˘ÌÂ ÙÔÓ ÎÔÈÓfi ·Ú¿ÁÔÓÙ·,

ÔfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ = = 2y
3χ � 2y

3χ
6χy
3x

2y
1

6χy :  3x
3x :  3x

6χy
3x

6xy
3x

6x + y
3x

x3 + 4
x – 1

2
x2 + 4

xyˆ
x + y

x3 + 4
x – 1

6xy
3x

6xy
3 + x

6x + y
3x

6 � 2 � 7
3 � 2

6 � 2 � 7
3 + 2

6 � 2 + 7
3 � 2

x3 + 4
x – 1

∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ
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AÓ fiÌˆ˜ ÛÂ ÌÈ· ÚËÙ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË Ô ·ÚÈıÌËÙ‹˜ ‹ Ô ·ÚÔÓÔÌ·ÛÙ‹˜ ‰ÂÓ Â›Ó·È ÁÈÓfiÌÂÓÔ,
ÙfiÙÂ ÁÈ· Ó· ÙËÓ ·ÏÔÔÈ‹ÛÔ˘ÌÂ ÂÚÁ·˙fiÌ·ÛÙÂ ˆ˜ ÂÍ‹˜:

ññ ¶¶··ÚÚ··ÁÁÔÔÓÓÙÙÔÔÔÔÈÈÔÔ‡‡ÌÌÂÂ  ÎÎ··ÈÈ  ÙÙÔÔ˘̆˜̃  ‰‰‡‡ÔÔ  fifiÚÚÔÔ˘̆˜̃  ÙÙËË˜̃  Î·È
ññ ‰‰ÈÈ··ÁÁÚÚ¿¿ÊÊÔÔ˘̆ÌÌÂÂ  ÙÙÔÔ˘̆˜̃  ÎÎÔÔÈÈÓÓÔÔ‡‡˜̃  ··ÚÚ¿¿ÁÁÔÔÓÓÙÙÂÂ˜̃  ÙÙˆ̂ÓÓ  fifiÚÚˆ̂ÓÓ  ÙÙËË˜̃..

°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, Ë ·Ú¿ÛÙ·ÛË  ·ÏÔÔÈÂ›Ù·È ˆ˜ ÂÍ‹˜: 

= = = 

°°ÈÈ··  ÔÔÈÈÂÂ˜̃  ÙÙÈÈÌÌ¤¤˜̃  ÙÙˆ̂ÓÓ  ÌÌÂÂÙÙ··‚‚ÏÏËËÙÙÒÒÓÓ  ÙÙÔÔ˘̆˜̃  ÔÔÚÚ››˙̇ÔÔÓÓÙÙ··ÈÈ  ÔÔÈÈ  ··ÚÚ··ÛÛÙÙ¿¿ÛÛÂÂÈÈ˜̃;;

··)) ‚‚)) ÁÁ))

Λύση
··)) H ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÔÚ›˙ÂÙ·È, ·Ó Ë ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹ x ·›ÚÓÂÈ ÙÈÌ¤˜ Ô˘ ‰Â

ÌË‰ÂÓ›˙Ô˘Ó ÙÔÓ ·ÚÔÓÔÌ·ÛÙ‹, ‰ËÏ·‰‹ ÁÈ· x � 0.

‚‚)) OÌÔ›ˆ˜ Ë ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÔÚ›˙ÂÙ·È, ·Ó x + 2 � 0, ‰ËÏ·‰‹ ÁÈ· x � –2.

ÁÁ)) ∏ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÔÚ›˙ÂÙ·È, ·Ó ÔÈ ÌÂÙ·‚ÏËÙ¤˜ x, y ·›ÚÓÔ˘Ó ÙÈÌ¤˜, Ù¤ÙÔÈÂ˜

ÒÛÙÂ x – y � 0, ‰ËÏ·‰‹ ÁÈ· x � y.

NN··  ··ÏÏÔÔÔÔÈÈËËııÔÔ‡‡ÓÓ  ÔÔÈÈ  ··ÚÚ··ÛÛÙÙ¿¿ÛÛÂÂÈÈ˜̃::

··)) ‚‚)) ÁÁ))

Λύση
··)) ™ÙËÓ ·Ú¿ÛÙ·ÛË Î·È ÔÈ ‰‡Ô fiÚÔÈ ÙË˜ Â›Ó·È ÁÈÓfiÌÂÓ·, ÔfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ

=  

‚‚)) ¶·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈÔ‡ÌÂ Î·È ÙÔ˘˜ ‰‡Ô fiÚÔ˘˜ ÙË˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜ Î·È ¤¯Ô˘ÌÂ

= =  =  

ÁÁ)) √ÌÔ›ˆ˜ ¤¯Ô˘ÌÂ = = x – y
x2 + xy + y2

(x – y)2

(x – y)(x2 + xy + y2)
x2 – 2xy + y2

x3 – y3

x + 1
2x

3(x – 1)(x + 1)
6x(x – 1)

3(x2 – 1)
6x(x – 1)

3x2 – 3
6x2 – 6x

3x2ˆ2

2y2

12x3yˆ2

8xy3

12x3yˆ2

8xy3

xx22 ––  22xxyy ++  yy22

xx33 ––  yy 33

33xx22 ––  33
66xx22 ––  66xx

1122xx33yyˆ̂ 22

88xxyy 33

22

x2 + y2

x – y

x2 + 6
x + 2

x2 + 7x + 2
x

xx22 ++  yy22

xx  ––  yy
xx22 ++  66
xx  ++  22

xx22 ++  77xx  ++  22
xx

11

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ – ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

5
x + 2

5(x – 2)
(x – 2)(x + 2)

5(x – 2)
x2 – 22

5x – 10
x2 – 4

5x – 10
x2 – 4

72
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¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÔÓ ›Ó·Î· ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›˙ÔÓÙ·˜ ÛÂ Î¿ıÂ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ ÛÙ‹ÏË˜ ∞
ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙË˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹˜ ÙË˜ ·fi ÙË ÛÙ‹ÏË µ, ÁÈ· ÙÈ˜ ÔÔ›Â˜ ÔÚ›˙ÂÙ·È.

¡· ¯·Ú·ÎÙËÚ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÈÛfiÙËÙÂ˜ ÌÂ (™), ·Ó Â›Ó·È ÛˆÛÙ¤˜ ‹ ÌÂ (§), ·Ó Â›Ó·È
Ï·Óı·ÛÌ¤ÓÂ˜.

··)) = x + 1 ‚‚)) = x + 1            

ÁÁ)) = ‰‰)) =  

ÂÂ)) = x + y ÛÛÙÙ)) = x + y

¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ Ù· ÎÂÓ¿ ÛÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÈÛfiÙËÙÂ˜:

··)) = ‚‚)) = 1 ÁÁ)) = x

‰‰)) = x + 1 ÂÂ)) = ÛÛÙÙ)) = 

ŒÓ·˜ Ì·ıËÙ‹˜ ÁÈ· Ó· ‚ÚÂÈ ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙË˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹˜ x, ÁÈ· ÙÈ˜ ÔÔ›Â˜ ÔÚ›˙ÂÙ·È Ë

·Ú¿ÛÙ·ÛË , ¤ÁÚ·„Â = Î·È ·¿ÓÙËÛÂ fiÙÈ Ë ·Ú¿ÛÙ·ÛË

ÔÚ›˙ÂÙ·È fiÙ·Ó x � 4. ∂›Ó·È ÛˆÛÙ‹ Ë ·¿ÓÙËÛ‹ ÙÔ˘;

1
x – 4

x
x(x – 4)

x
x (x – 4)

44

3
x + 2

3(x + 2)

............
1

· + ‚
............
2(·+‚)2

x(x + 1)

............

x(x + 1)

............

(· + ‚)(............)
(· – ‚)(............)

7
x – 2

7x
x(............)

33

(x – y)2/

x – y
x2 – y2

x – y

x + 2
4

x + 2(x + 1)
4(x + 1)

x + 2
4

(x + 2)(x + 1)
4(x + 1)

x (x + 1)
x

x2/ + 1
x

22

11.. x � 1

22.. x � 0 Î·È x � 1

33.. x � –1

44.. x � 1 Î·È x � –1

55.. ÔÔÈÔÛ‰‹ÔÙÂ ·ÚÈıÌfi˜

66.. x � 0

··.. 1
�x

‚‚.. x – 1
�x + 1

ÁÁ.. x
�
x2 – 1

‰‰.. 2(x – 1)
�

x – 1

ÂÂ.. 3
�
x2 + 1

™Ù‹ÏË B™Ù‹ÏË ∞

11

EΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ
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¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙˆÓ ÌÂÙ·‚ÏËÙÒÓ ÁÈ· ÙÈ˜ ÔÔ›Â˜ ÔÚ›˙ÔÓÙ·È ÔÈ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:

··)) ‚‚)) ÁÁ)) ‰‰))

¡· ·ÏÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:

··)) ‚‚)) ÁÁ)) ‰‰))

ÂÂ)) ÛÛÙÙ)) ˙̇)) ËË))

¡· ·ÏÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:

··)) ‚‚)) ÁÁ)) ‰‰))

ÂÂ)) ÛÛÙÙ)) ˙̇)) ËË))

¡· ·ÏÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:

··)) ‚‚)) ÁÁ))

¡· ·ÏÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜: 

··)) ‚‚))

ÁÁ)) ‰‰))

ŒÓ·˜ Ï·Ì·‰Ë‰ÚfiÌÔ˜ Î·Ù¿ Ù· ÙÂÏÂ˘Ù·›· Ì¤ÙÚ· ÙË˜
‰È·‰ÚÔÌ‹˜ ÙÔ˘ ‰È‹Ó˘ÛÂ ÙËÓ ·fiÛÙ·ÛË ∞µ ÌÂ ÛÙ·ıÂÚ‹
Ù·¯‡ÙËÙ· 5 m/sec. ºÙ¿ÓÔÓÙ·˜ ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô µ ¤Ó·˜ ¿ÏÏÔ˜
Ï·Ì·‰Ë‰ÚfiÌÔ˜ ÍÂÎÈÓÒÓÙ·˜ ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô µ ‰È‹Ó˘ÛÂ
ÙËÓ ·fiÛÙ·ÛË µ° ÌÂ ÛÙ·ıÂÚ‹ ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË 4 m/sec2. ∞Ó Ô
¯ÚfiÓÔ˜  Ô˘ ÎÈÓ‹ıËÎÂ Î¿ıÂ ·ıÏËÙ‹˜ ‹Ù·Ó t sec Ó·
·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ Ë Ì¤ÛË Ù·¯‡ÙËÙ· ÌÂ ÙËÓ ÔÔ›· ‰È·Ó‡ıËÎÂ

Ë ·fiÛÙ·ÛË ∞° ‹Ù·Ó t + m/sec
5
2

66

(· + 1)(· – 2)2 – 4(· + 1)
·3 + ·2

(2ˆ + 1)2 – (ˆ + 2)2

ˆ4 – 1

y(y – 3) + y2 – 9
4y2 – 9

x(x – 1) + 4(x – 1)
x2 + 2x – 3

55

ˆ3 – 2ˆ2 + ˆ
ˆ3 – ˆ

y2 – 5y + 4
y2 – 6y + 8

x2 + 3x + 2
x2 + 4x + 4

44

·2 + ·‚ + ‚2

·3 – ‚3

6x2 + 3xˆ
4x2 – ˆ2

y2 – 1
y2 + 2y + 1

x2 – 16
x2 – 4x

5·2 – 20
(· – 2)2

x2 + xˆ
ˆ2 + xˆ

3y – 9
y2 – 3y

6x
2x2 + 4x

33

(· – ‚)(‚ – Á)
(‚ – ·)(Á – ‚)

ˆ – 2
(2 – ˆ)2

y – 1
1 – y

x + 4
4 + x

5·2‚Á3

10·‚2Á
2xˆ2

8x2ˆ
3y2

12y
4x
6x

22

6x + 1
x(x – 3)

ˆ – 2
(ˆ + 1)2

y + 3
2y – 5

1
x – 4

11
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74

M¤ÚÔ˜ ∞ - ∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 1Ô

071-074  3-11-06  01:18  ™ÂÏ›‰·74



75

✔ Μαθαίνω να πολλαπλασιάζω και να διαιρώ ρητές
παραστάσεις.

✔ Μαθαίνω να προσθέτω και να αφαιρώ ρητές παραστάσεις.

¶¶ÔÔÏÏÏÏ··ÏÏ··ÛÛÈÈ··ÛÛÌÌfifi˜̃  ––  ¢¢ÈÈ··››ÚÚÂÂÛÛËË  ÚÚËËÙÙÒÒÓÓ  ··ÚÚ··ÛÛÙÙ¿¿ÛÛÂÂˆ̂ÓÓ

1. ¡· Î¿ÓÂÙÂ ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜: 4 � , � , ::

2. ªÂ ·Ó¿ÏÔÁÔ ÙÚfiÔ Ó· Î¿ÓÂÙÂ Î·È ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ Ú¿ÍÂÈ˜:

2x � , � , ::

¶¶ÔÔÏÏÏÏ··ÏÏ··ÛÛÈÈ··ÛÛÌÌfifi˜̃
°È· Ó· ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿ÛÔ˘ÌÂ ¤Ó·Ó ·Î¤Ú·ÈÔ ·ÚÈıÌfi ÌÂ ¤Ó· ÎÏ¿ÛÌ· ‹ ÁÈ· Ó· ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿-
ÛÔ˘ÌÂ ‰‡Ô ÎÏ¿ÛÌ·Ù·, ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÌÂ ÙÔ˘˜ ÂÍ‹˜ Î·ÓfiÓÂ˜.

Î·È    

ªÂ ÙÔÓ ›‰ÈÔ ÙÚfiÔ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿˙Ô˘ÌÂ Î·È ÌÈ· ·Î¤Ú·È· ÌÂ ÌÈ· ÚËÙ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ‹ ‰‡Ô
ÚËÙ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜.
°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, 3x � =  = Î·È

� =  =  =  

Ÿˆ˜ ‚Ï¤Ô˘ÌÂ ÛÙÔ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÔ ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ÌÂÙ¿ ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜ ÂÎÙÂÏÔ‡ÌÂ Î·È ÙÈ˜
‰˘Ó·Ù¤˜ ·ÏÔÔÈ‹ÛÂÈ˜.

¢¢ÈÈ··››ÚÚÂÂÛÛËË
°È· Ó· ‰È·ÈÚ¤ÛÔ˘ÌÂ ‰‡Ô ÎÏ¿ÛÌ·Ù· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÌÂ ÙÔÓ ·Ú·Î¿Ùˆ Î·ÓfiÓ·

ªÂ ÙÔÓ ›‰ÈÔ ÙÚfiÔ ‰È·ÈÚÔ‡ÌÂ Î·È ‰‡Ô ÚËÙ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜. °È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·,

:: = � = = = x – 1
2x

x(x – 1)(x + 1)
2x2(x + 1)

x(x2 – 1)
(x + 1) � 2x2

x2 – 1
2x2

x
x + 1

2x2

x2 – 1
x

x + 1

· Á · ‰ ·‰
 :  =      �    = 
‚ ‰ ‚ Á ‚Á

2x
3

2x(x – 1)(x + 1)
3(x + 1)(x – 1)

(x2 – 1) � 2x
(3x + 3)(x – 1)

2x
x – 1

x2 – 1
3x + 3

15x3

2y
3x � 5x2

2y
5x2

2y

· Á ·Á
 �  = 
‚ ‰ ‚‰

‚ ·‚
· �  = Á Á

3x2

5y + 5
9x

y + 1
2·2‚
9xy

3x2

2·‚
3xy
5ˆ

4
7

2
5

3
4

2
5

3
5

∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤA
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™™‡‡ÓÓııÂÂÙÙ··  ÎÎÏÏ¿¿ÛÛÌÌ··ÙÙ··

∆Ô Û‡ÓıÂÙÔ ÎÏ¿ÛÌ· , ˆ˜ ÁÓˆÛÙfiÓ, ÂÎÊÚ¿˙ÂÈ ÙÔ ËÏ›ÎÔ :: Ô˘ Â›Ó·È ›ÛÔ ÌÂ 

� Î·È ÂÔÌ¤Óˆ˜ ÈÛ¯‡ÂÈ  

∆ÔÓ ›‰ÈÔ Î·ÓfiÓ· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÌÂ Î·È ÛÙÈ˜ ÚËÙ¤˜
·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜. 

°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, = = 

NN··  ‚‚ÚÚÂÂııÔÔ‡‡ÓÓ  ÙÙ··  ÁÁÈÈÓÓfifiÌÌÂÂÓÓ··::  ··))  ((55xx22 ++  55xx))  � ‚‚))  � 

Λύση
··)) (5x2 + 5x) � = =  =  

‚‚))  � = = = = 

NN··  ÁÁ››ÓÓÔÔ˘̆ÓÓ  ÔÔÈÈ  ÚÚ¿¿ÍÍÂÂÈÈ˜̃::

··))  ::  ‚‚))    

Λύση
··)) ::  = � = = =

= = 

‚‚)) = = = 
· – x
2·

·(· – x)(· + x)
2·2/ (· + x)

·(·2 – x2)
·2 (2· + 2x)

·2 – x2

·2

2· + 2x
·

x2 + ·x
x2 + ·x + ·2

(x + ·)x
x2 + ·x + ·2

(x – ·)(x + ·)x2/

x(x – ·)(x2 + x· + ·2)
(x2 – ·2)x2

x(x3 – ·3)
x2

x3 – ·3

x2 – ·2

x
x3 – ·3

x2

x2 – ·2

x

··22 ––  xx22

··22

22··  ++  22xx
··

xx33 ––  ··33

xx22

xx22 ––  ··22

xx

22

x2– x
3

(x – 1)x
3

(x – 1)2/ x(x + 2)
3(x + 2)(x – 1)

(x2–2x+1)(x2+2x)
(3x + 6)(x – 1)

x2+2x
x – 1

x2 – 2x + 1
3x + 6

15x2

2
5x(x + 1)3x

2(x + 1)
(5x2 + 5x)3x

2x + 2
3x

2x + 2

xx22 ++  22xx
xx  ––  11

xx22 ––  22xx  ++  11
33xx  ++  66

33xx
22xx  ++  22

11
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·x
2

2·2x2

4·x

2·2
�x
4· 
�
x2

·
‚ ·‰
   = 
Á ‚Á

‰

‰
Á

·
‚

Á
‰

·
‚

·
‚
Á

‰
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Μνηµονικός κανόνας
·

‚ ·‰

   = 
Á ‚Á

‰
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¡· ¯·Ú·ÎÙËÚ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÈÛfiÙËÙÂ˜ ÌÂ (™), ·Ó Â›Ó·È ÛˆÛÙ¤˜ ‹ ÌÂ (§), ·Ó Â›Ó·È
Ï·Óı·ÛÌ¤ÓÂ˜.

··)) x � =  ‚‚)) x � =  

ÁÁ)) 3x :: =  ‰‰)) 3x :: =  

ÂÂ)) � = ÛÛÙÙ)) � =  

˙̇)) � = 0 ËË)) :: = 1

¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÈ˜ ÈÛfiÙËÙÂ˜:

··)) 3x � =  ‚‚)) � =  ÁÁ)) :: = 

‰‰)) � = 1 ÂÂ)) :: = 1 ÛÛÙÙ)) :: = 

¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ Ù· ÁÈÓfiÌÂÓ·:

··)) �  ‚‚)) � ÁÁ))  12x2 � 

‰‰)) �  ÂÂ))  (–5ˆ2) �  ÛÛÙÙ))  (– ) � (– )
¡· Î¿ÓÂÙÂ ÙÈ˜ ‰È·ÈÚ¤ÛÂÈ˜:

··)) 8x :: ‚‚)) :: (– ) ÁÁ))  (– ) :: 3·2 ‰‰))  (– ) :: (– )
¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ Ù· ÁÈÓfiÌÂÓ·:

··)) �  ‚‚)) �  ÁÁ)) � 

‰‰)) �  ÂÂ)) �  ÛÛÙÙ))  � 

¡· Î¿ÓÂÙÂ ÙÈ˜ ‰È·ÈÚ¤ÛÂÈ˜:

··)) :: ‚‚)) :: ÁÁ)) (– ) :: (ˆ + 2)

‰‰)) :: ÂÂ)) :: ÛÛÙÙ))  ::

¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:

··)) ( � ) :: ‚‚)) :: ( � )   ÁÁ)) ( :: ) � x + 2
x + 3

2x + 6
x – 1

x + 2
x – 1

x + 2
x + 3

2x + 6
x – 1

x + 2
x – 1

8x – 8
x + 2

4x + 4
x + 2

x – 2
x + 1

55

x – 2
x2 – 2x+4

x2 – 4
x3+8

x2 + xy
x – y

x + y
x2 – xy

(· + 1)2

‚
· +1

‚2

ˆ + 2
ˆ

1 – 2y
1 + y

2y – 1
y + 1

x + 4
15

x + 4
5

44

y2 + 3y
2y2 + 3y

4y2 – 9
4y2 – 12y+9

x2 + 5x+6
x2 + 3x

x2 + x
x2 – 4

· + 3
·2+2·

·2 – 4
·2+·– 6

x3ˆ2

x2 – ˆ2
x – ˆ
x2ˆ3

2 + y
5 – y

y – 5
y + 2

4x
x + 3

2x + 6
x2

33

x2

4ˆ2

x3

2ˆ
·2

‚3

3
y

1
y2

6
x

22

4
·2

3·‚
2‚

3
10ˆ

6‚
4·2

2·3

3‚2

1
9x

1
3x

9x
4y

x
y

1
x2

11
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x
x + 2

x + 2
..........

x
y

..........

..........
x + 2
x – 1

..........

..........
x + 2
x – 1

ˆ
y

..........
ˆ

4x
y

1
y2

1
..........

x
y

6x2

y
..........

y

22

·
‚ + 2

·
‚ + 2

·2 + 1
·

·
·2 + 1

·x – 2
x2

x – 2
x

·
x

5
y

5
x – 1

x – 1
y

3x2

2
2
x

3
2

2
x

x
y

1
y

x
xy

1
y

11
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¶¶ÚÚfifiÛÛııÂÂÛÛËË  ––  ∞∞ÊÊ··››ÚÚÂÂÛÛËË  ÚÚËËÙÙÒÒÓÓ  ··ÚÚ··ÛÛÙÙ¿¿ÛÛÂÂˆ̂ÓÓ

1. ¡· Î¿ÓÂÙÂ ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜: + –  ,        + – .

2. ªÂ ·Ó¿ÏÔÁÔ ÙÚfiÔ Ó· Î¿ÓÂÙÂ Î·È ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ Ú¿ÍÂÈ˜:

+ – , +  –  . 

°È· Ó· ÚÔÛı¤ÛÔ˘ÌÂ ‹ Ó· ·Ê·ÈÚ¤ÛÔ˘ÌÂ ÔÌÒÓ˘Ì· ÎÏ¿ÛÌ·Ù·, ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÌÂ ÙÔ˘˜ ÂÍ‹˜

Î·ÓfiÓÂ˜

Î·È    

ªÂ ÙÔÓ ›‰ÈÔ ÙÚfiÔ ÚÔÛı¤ÙÔ˘ÌÂ ‹ ·Ê·ÈÚÔ‡ÌÂ Î·È ÚËÙ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ Ô˘ ¤¯Ô˘Ó ÙÔÓ ›‰ÈÔ

·ÚÔÓÔÌ·ÛÙ‹. °È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, 

+ – = =

= =  = = 4

AÓ fiÌˆ˜ ÔÈ ÚËÙ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ‰ÂÓ ¤¯Ô˘Ó ÙÔÓ ›‰ÈÔ ·ÚÔÓÔÌ·ÛÙ‹, ÙfiÙÂ ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ ÙÔ
∂.∫.¶. ÙˆÓ ·ÚÔÓÔÌ·ÛÙÒÓ Î·È ÙÈ˜ ÌÂÙ·ÙÚ¤Ô˘ÌÂ ÛÂ ÚËÙ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ÌÂ ÙÔÓ ›‰ÈÔ
·ÚÔÓÔÌ·ÛÙ‹, fiˆ˜ Î·È ÛÙ· ·ÚÈıÌËÙÈÎ¿ ÎÏ¿ÛÌ·Ù·.
°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ·Ó ı¤ÏÔ˘ÌÂ Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· + –  
ÂÚÁ·˙fiÌ·ÛÙÂ ˆ˜ ÂÍ‹˜:

3x 2 – 3x = 3x(x – 1) Î·È  3x – 3 = 3(x – 1)

∂.∫.¶. = 6x(x –1)

+ – = + – =

= = = = 1
6x

x–1
6x(x–1)

4+5x – 5 – 4x
6x(x–1)

4+5(x–1) – 4x
6x(x–1)

2
3(x–1)

5
6x

2
3x(x–1)

2
3x – 3

5
6x

2
3x2–3x

2
3x – 3

5
6x

2
3x2 – 3x

4(x – 2)
x – 2

4x – 8
x – 2

3x + 2x – 1 – 7 – x
x – 2

3x + (2x – 1) – (7 + x)
x – 2

7 + x
x – 2

2x – 1
x – 2

3x
x – 2

· Á · – Á
 –  = 
‚ ‚ ‚

· Á · + Á
 +  = 
‚ ‚ ‚

1
3‚

1
6·‚

3
2·

7 + x
x – 2

2x – 1
x – 2

3x
x – 2

1
3

1
6

3
2

11
9

19
9

7
9
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BB

78

M¤ÚÔ˜ ∞ - ∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 1Ô

ñ ¶·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈÔ‡ÌÂ ÙÔ˘˜
·ÚÔÓÔÌ·ÛÙ¤˜.

ñ µÚ›ÛÎÔ˘ÌÂ ÙÔ ∂.∫.¶. ÙˆÓ
·ÚÔÓÔÌ·ÛÙÒÓ.

ñ MÂÙ·ÙÚ¤Ô˘ÌÂ Ù· ÎÏ¿ÛÌ·Ù·
ÛÂ ÔÌÒÓ˘Ì·.

ñ EÎÙÂÏÔ‡ÌÂ ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜ Î·È ÙÈ˜
‰˘Ó·Ù¤˜ ·ÏÔÔÈ‹ÛÂÈ˜.

2 x–1 2x
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NN··  ÁÁ››ÓÓÔÔ˘̆ÓÓ  ÔÔÈÈ  ÚÚ¿¿ÍÍÂÂÈÈ˜̃::  ··))  –– ‚‚))  –– ––

Λύση
··)) ¶·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈÔ‡ÌÂ ÙÔ˘˜ ·ÚÔÓÔÌ·ÛÙ¤˜, ÔfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ:

x2 – 1 = (x – 1)(x + 1)  Î·È  2x – 2 = 2(x – 1)
TÔ ∂.∫.¶. ÙˆÓ ·ÚÔÓÔÌ·ÛÙÒÓ Â›Ó·È 2(x – 1)(x + 1). ÕÚ·

2 x +1

– = – = =

= =  =  =  

‚‚)) ¶·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈÔ‡ÌÂ ÙÔ˘˜ ·ÚÔÓÔÌ·ÛÙ¤˜, ÔfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ:
x2 – ·2 = (x – ·)(x + ·),  x2 – ·x = x(x – ·),  x2 + ·x = x(x + ·)
∆Ô ∂.∫.¶. ÙˆÓ ·ÚÔÓÔÌ·ÛÙÒÓ Â›Ó·È x(x – ·)(x + ·). ÕÚ·

x x +· x –·

– – = – – =

= = = = 

¶¶ÔÔ‡‡ÏÏËËÛÛÂÂ  ÎÎ¿¿ÔÔÈÈÔÔ˜̃  ÙÙ··  ÔÔÈÈÎÎfifiÂÂ‰‰··  ∞∞  ÎÎ··ÈÈ  µµ  ÎÎ··ÈÈ  ··fifi  ÙÙÔÔ
ÎÎ··ıı¤¤ÓÓ··  ÂÂÈÈÛÛ¤¤ÚÚ··ÍÍÂÂ  5500..000000  ÂÂ˘̆ÚÚÒÒ..  ∞∞ÓÓ  ÌÌÂÂ  ÙÙ··
¯̄ÚÚ‹‹ÌÌ··ÙÙ··  ··˘̆ÙÙ¿¿  ··ÁÁfifiÚÚ··ÛÛÂÂ  ÙÙÔÔ  ‰‰ÈÈ··ÌÌ¤¤ÚÚÈÈÛÛÌÌ··  °°,,  ÓÓ··
··ÔÔ‰‰ÂÂÈÈ¯̄ııÂÂ››  fifiÙÙÈÈ  ÎÎ¿¿ııÂÂ  mm22 ÙÙÔÔ˘̆  ‰‰ÈÈ··ÌÌÂÂÚÚ››ÛÛÌÌ··ÙÙÔÔ˜̃
ÛÛÙÙÔÔÈÈ¯̄››˙̇ÂÂÈÈ  fifiÛÛÔÔ  ¤¤ÓÓ··  mm22 ÙÙÔÔ˘̆  ÔÔÈÈÎÎÔÔ¤¤‰‰ÔÔ˘̆  ∞∞  ÎÎ··ÈÈ  ¤¤ÓÓ··  mm22

ÙÙÔÔ˘̆  ÔÔÈÈÎÎÔÔ¤¤‰‰ÔÔ˘̆  µµ..  ((√√ÈÈ  ‰‰ÈÈ··ÛÛÙÙ¿¿ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ‰‰››ÓÓÔÔÓÓÙÙ··ÈÈ  ÛÛÂÂ  mm))..

Λύση
Afi Î¿ıÂ ÔÈÎfiÂ‰Ô ÂÈÛ¤Ú·ÍÂ 50000 Â˘ÚÒ, ÔfiÙÂ ÁÈ· ÙËÓ ·ÁÔÚ¿ ÙÔ˘
‰È·ÌÂÚ›ÛÌ·ÙÔ˜ ¤‰ˆÛÂ 100000 Â˘ÚÒ. ∆Ô ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ ÔÈÎÔ¤‰Ô˘ ∞ Â›Ó·È x(x – 1) m2,
ÙÔ˘ ÔÈÎÔ¤‰Ô˘ µ Â›Ó·È x(x + 1) m2 Î·È ÙÔ˘ ‰È·ÌÂÚ›ÛÌ·ÙÔ˜ ° Â›Ó·È (x2 – 1) m2. ∫¿ıÂ

m2 ÙÔ˘ ÔÈÎÔ¤‰Ô˘ ∞ ÛÙÔÈ¯›˙ÂÈ Â˘ÚÒ, ÙÔ˘ ÔÈÎÔ¤‰Ô˘ µ ÛÙÔÈ¯›˙ÂÈ 

Â˘ÚÒ Î·È ÙÔ˘ ‰È·ÌÂÚ›ÛÌ·ÙÔ˜ ° ÛÙÔÈ¯›˙ÂÈ  Â˘ÚÒ. ÕÚ· ¤¯Ô˘ÌÂ:

+ = = = 

¢ËÏ·‰‹, Î¿ıÂ m2 ÙÔ˘ ‰È·ÌÂÚ›ÛÌ·ÙÔ˜ ° ÛÙÔÈ¯›˙ÂÈ fiÛÔ ¤Ó· m2 ÙÔ˘ ÔÈÎÔ¤‰Ô˘ ∞ Î·È
¤Ó· m2 ÙÔ˘ ÔÈÎÔ¤‰Ô˘ µ.

100000
x2 – 1

100000x
x(x –1)(x+1)

50000(x +1) + 50000(x – 1)
x(x –1)(x +1)

50000
x(x +1)

50000
x(x – 1)

100000
x2 – 1

50000
x(x +1)

50000
x(x – 1)

22

1
x(x + ·)

x – ·
x(x – ·)(x + ·)

4x – 2x – 2· – x + ·
x(x – ·)(x + ·)

4x – 2(x + ·) – (x – ·)
x(x – ·)(x + ·)

1
x(x + ·)

2
x(x – ·)

4
(x – ·)(x + ·)

1
x2 + ·x

2
x2 – ·x

4
x2 – ·2

3
2(x +1)

3(x – 1)
2(x – 1)(x +1)

3x – 3
2(x – 1)(x +1)

18x + 12 – 15x – 15
2(x – 1)(x +1)

2(9x + 6) – 15(x +1)
2(x – 1)(x +1)

15
2(x – 1)

9x + 6
(x – 1)(x +1)

15
2x – 2

9x + 6
x2 – 1

11
xx22 ++  ··xx

22
xx22 ––  ··xx

44
xx22 ––  ··22

1155
22xx  ––  22

99xx  ++  66
xx22 ––  11

11
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BB

xxxx

xx++11

xx––11

11
11

xx

xx

AA

°°

x+1 x–1
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¡· ¯·Ú·ÎÙËÚ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÈÛfiÙËÙÂ˜ ÌÂ (™), ·Ó Â›Ó·È ÛˆÛÙ¤˜ ‹ ÌÂ (§), ·Ó Â›Ó·È
Ï·Óı·ÛÌ¤ÓÂ˜.

··)) +  = 1 ‚‚)) +  = 

ÁÁ)) –  = 1 ‰‰)) + = 0 

ÂÂ)) 1 +  = ÛÛÙÙ)) – = 

ŒÓ·˜ Ì·ıËÙ‹˜ ¤ÁÚ·„Â ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÈÛfiÙËÙÂ˜ Î·È Ô Î·ıËÁËÙ‹˜ ÙÔ˘ Â›Â fiÙÈ ÛÂ
Î¿ÔÈÔ ÛËÌÂ›Ô ¤Î·ÓÂ ¤Ó· Ï¿ıÔ˜. ªÔÚÂ›ÙÂ Ó· ÂÓÙÔ›ÛÂÙÂ ÙÔ Ï¿ıÔ˜ ·˘Ùfi;

··)) + = – = = 1

‚‚)) – = = = 1

N· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÈ˜ ÈÛfiÙËÙÂ˜:

··)) – .......... = 0 ‚‚)) +.......... = 1 ÁÁ)) ..........+ = 

‰‰)) .......... – = ÂÂ)) +.......... = 2 ÛÛÙÙ)) – .......... = 3

¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:

··)) + ‚‚)) – ÁÁ)) – ‰‰)) –

¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:

··)) – ‚‚)) – ÁÁ)) –

‰‰)) + ÂÂ)) + ÛÛÙÙ)) –

¡· ·ÏÔÔÈ‹ÛÂÙÂ Ù· ÎÏ¿ÛÌ·Ù·:

··)) ‚‚)) ÁÁ)) ‰‰))

1    1
�  –  �·    ‚
‚ ·
�  – �
·    ‚

1 ̂+ 1+ �̂

1 1 – �ˆ3

1y – 2 + �y
1 y – �y

1x – �x
1 1+ �x

33

3
· + 1

· + 7
·2 + 4· + 3

3ˆ
ˆ2 – xˆ

9x
x2 – xˆ

x
36 – x2

1
2x + 12

4
2  ̂– 4

3ˆ + 6
ˆ2 – 4

4
y + 2

y – 6
y2 + 2y

3
x – 3

2x
2x – 6

22

2
ˆ2 + 1

1
ˆ2

1
y

1
y2

2
x

3
x + 1

1
y

1
x

11
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3x + 8
x

2x – 1
x

1
x + 2

5
x + 2

2x
x + 1

x
x + 1

x
x + 6

x
x + 6

33

x + 1
x + 1

3x + 2 – 2x – 1
x + 1

2x – 1
x + 1

3x + 2
x + 1

· – ‚
· – ‚

‚
· – ‚

·
· – ‚

‚
‚ – ·

·
· – ‚

22

2
x

· + 2
x

·
x

1 + x
ˆ

x
ˆ

· + ‚
‚ – ·

· + ‚
· – ‚

4
·

· + 4
·

2
x + y

1
y

1
x

1
x + 1

x
x + 1

11
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¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:

··)) + – ‚‚)) – +

ÁÁ)) – + ‰‰)) + –

¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:

··)) ( – )(1 + ) ‚‚)) � + � ::

ÁÁ)) ( 1 – )( + ) ‰‰)) ( + – 1) :: ( + )

··)) ¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ  + xy = (x + y)2.

‚‚)) ¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙËÓ ·Ú¿ÛÙ·ÛË  + 56 � 44.

··)) ∞Ó  ∞ = Î·È  µ = , Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ ∞2 + µ2 = 1.

‚‚)) ¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ ÔÈ ·ÚÈıÌÔ› 1,  , ·ÔÙÂÏÔ‡Ó Ì‹ÎË ÏÂ˘ÚÒÓ
ÔÚıÔÁˆÓ›Ô˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘.

¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙËÓ ÙÈÌ‹ ÙË˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜

∫ = ·3 – (1 + ·)–2 + 4( + )–1
+ �( – 2004)2004�0

, ·Ó Â›Ó·È · = – Î·È ‚ = 3.

((¢¢ÈÈ··ÁÁˆ̂ÓÓÈÈÛÛÌÌfifi˜̃  ««££··ÏÏ‹‹˜̃»»  ∂∂..ªª..∂∂..  22000022))..
°È· Î¿ıÂ ıÂÙÈÎfi ·Î¤Ú·ÈÔ Ó, Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ:
··)) (· – ‚ + 3Á)2Ó+1 + (‚ – · – 3Á)2Ó+1 = 0 ‚‚)) (x – y – ˆ)2Ó – (y + ˆ – x)2Ó = 0

∞Ó ÈÛ¯‡ÂÈ = – , Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙËÓ ·ÚÈıÌËÙÈÎ‹ ÙÈÌ‹ ÙˆÓ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ:

∞ = B = 

¢›ÓÂÙ·È ÙÔ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ ƒ(x) = –2x2 + 2x + 800.
··)) ¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ ƒ(1 – x) = P(x).
‚‚)) ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙËÓ ·ÚÈıÌËÙÈÎ‹ ÙÈÌ‹ ƒ(100) Î·È ƒ(–99).

44

2x3 – 2xy2 + 3y3

x2y + y3

4x2 – 6xy + y2

x2 + y2

1
2

x
y33

22

3
2

‚
· 

1
2 

‚
·

11

°°∂∂¡¡ππ∫∫∂∂™™  ∞∞™™∫∫∏∏™™∂∂ππ™™  11ÔÔ˘̆  ∫∫∂∂ºº∞∞§§∞∞ππ√√ÀÀ

9999
10001

200
10001

x2 – 1
x2 + 1

2x
x2 + 1

77

563 – 443

12

x3 – y3

x – y
66

‚2

· 
·2

‚
‚
· 

·
‚

· + ‚
· – ‚

·
‚

2·‚
·2 + ‚2

x2 – 3
(x –1)2

x – 3
(x –1)2

x + 3
x2 – 1

1
4x – 3

x
2x – 1

x + 3
2x + 1

55

2xy2

x2 – y2

y2

x + y
x2

x – y
3

y – 3
2

y – 2
y2 – 6

y2 – 5y + 6

2x + 16y
x2 – 4y2

2
x – 2y

3
x + 2y

8
x2 – 2x

4
x – 2

x – 2
x

44
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··)) ¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ ·3 + ‚3 + Á3 – 3·‚Á = (· + ‚ + Á)(·2 + ‚2 + Á2 – ·‚ – ‚Á – Á·).
((∆∆··˘̆ÙÙfifiÙÙËËÙÙ··    ∂∂uulleerr))..

‚‚)) ∞Ó · + ‚ + Á = 0, Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ ·3 + ‚3 + Á3 = 3·‚Á.
ÁÁ)) ¡· ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙËÓ ·Ú¿ÛÙ·ÛË (x – y)3 + (y – ˆ)3 + (ˆ – x)3.

AÓ · + ‚ = – Î·È ·‚ = – , ÙfiÙÂ Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ:

··)) ·2 + ‚2 =  ‚‚)) (3· + 1)2 + (3‚ + 1)2 + 9(· + ‚) = 40

AÓ ÁÈ· ÙÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ x, y ÈÛ¯‡ÂÈ ÌÈ· ·fi ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÈÛfiÙËÙÂ˜ Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ ÔÈ
·ÚÈıÌÔ› x, y Â›Ó·È ›ÛÔÈ ‹ ·ÓÙ›ıÂÙÔÈ.
··)) x4 – 2y2 = x2(y2 – 2) ‚‚)) x3 + y3 = x2y + xy2

··)) ¡· ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈ‹ÛÂÙÂ Ù· ÙÚÈÒÓ˘Ì· x2 + 4x + 3, x2 + 2x – 3.

‚‚)) ¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙËÓ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ∞ = + + 

¢›ÓÔÓÙ·È ÔÈ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ∞ = x(x + 3) Î·È µ = (x + 1)(x + 2).
··)) ¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ µ = ∞ + 2 Î·È ∞µ + 1 = (∞ + 1)2.
‚‚)) ¡· ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙËÓ ·Ú¿ÛÙ·ÛË x(x + 1)(x + 2)(x + 3) + 1.

··)) ∆Ô ÂÌ‚·‰fiÓ ÂÓfi˜ Î‡ÎÏÔ˘ Â›Ó·È 16x4 + 8x2 + . ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙËÓ ·ÎÙ›Ó· ÙÔ˘.
‚‚)) ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙËÓ ·ÎÙ›Ó· ÂÓfi˜ Î‡ÎÏÔ˘ Ô˘ ¤¯ÂÈ ÂÌ‚·‰fiÓ ›ÛÔ ÌÂ ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· ÙˆÓ

ÂÌ‚·‰ÒÓ ‰‡Ô Î‡ÎÏˆÓ ÌÂ ·ÎÙ›ÓÂ˜ 4x Î·È 4x2 – 1.

··)) AÓ Ô ·ÚÈıÌfi˜ Î Â›Ó·È ·Î¤Ú·ÈÔ˜, Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ Ô ·ÚÈıÌfi˜ Î2 + Î Â›Ó·È ¿ÚÙÈÔ˜.
‚‚)) ¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ Ë ‰È·ÊÔÚ¿ Î‡‚ˆÓ ‰‡Ô ‰È·‰Ô¯ÈÎÒÓ ·ÎÂÚ·›ˆÓ, ·Ó ‰È·ÈÚÂıÂ› ÌÂ ÙÔ

6, ‰›ÓÂÈ ˘fiÏÔÈÔ 1.
ÁÁ)) ¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ Ë ‰È·ÊÔÚ¿ ÙÂÙÚ·ÁÒÓˆÓ ‰‡Ô ÂÚÈÙÙÒÓ ·ÎÂÚ·›ˆÓ Â›Ó·È ÔÏÏ·Ï¿-

ÛÈÔ ÙÔ˘ 8.

··)) ¡· Î¿ÓÂÙÂ ÙË ‰È·›ÚÂÛË (x6 – 1) :: (x – 1) Î·È ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÒÓÙ·˜ ÙËÓ Ù·˘ÙfiÙËÙ· ÙË˜
∂˘ÎÏÂ›‰ÂÈ·˜ ‰È·›ÚÂÛË˜ Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ Ô ·ÚÈıÌfi˜ 76 – 1 Â›Ó·È ÔÏÏ·Ï¿ÛÈÔ ÙÔ˘ 6.

‚‚)) ¡· Î¿ÓÂÙÂ ÙË ‰È·›ÚÂÛË (x5 + 1) :: (x + 1) Î·È ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÒÓÙ·˜ ÙËÓ Ù·˘ÙfiÙËÙ· ÙË˜
∂˘ÎÏÂ›‰ÂÈ·˜ ‰È·›ÚÂÛË˜ Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ Ô ·ÚÈıÌfi˜ 215 + 1 Â›Ó·È ÔÏÏ·Ï¿ÛÈÔ ÙÔ˘ 9.

··)) ¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ =  – . 

‚‚)) ™ÙËÓ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË ÈÛfiÙËÙ· Ó· ·ÓÙÈÎ·Ù·ÛÙ‹ÛÂÙÂ ÙÔ x ‰È·‰Ô¯ÈÎ¿ ÌÂ ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ 2, 3, 4,

..., 2008 Î·È Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ +  +  + ... + =
2007
2008

1
2007 � 2008

1
3 � 4

1
2 � 3

1
1 � 2

1
x

1
x – 1

1
(x – 1)x1133

1122

1111

1100

99

1
x2 + 2x – 3

1
x2 – 1

1
x2 + 4x + 3

88

77

43
9

7
3

1
366

55
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ññ ∞∞ÏÏÁÁÂÂ‚‚ÚÚÈÈÎÎ‹‹  ¶¶··ÚÚ¿¿ÛÛÙÙ··ÛÛËË  Â›Ó·È ÌÈ· ¤ÎÊÚ·ÛË Ô˘ ÂÚÈ¤¯ÂÈ ·ÚÈıÌÔ‡˜ Î·È ÌÂÙ·‚ÏËÙ¤˜
.¯.   2x2 – 3χy + 4

ññ ∞∞ÚÚÈÈııÌÌËËÙÙÈÈÎÎ‹‹  ∆∆ÈÈÌÌ‹‹  ÌÈ·˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜ Â›Ó·È Ô ·ÚÈıÌfi˜ Ô˘ ÚÔÎ‡ÙÂÈ, ·Ó ·ÓÙÈÎ·Ù·ÛÙ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙÈ˜
ÌÂÙ·‚ÏËÙ¤˜ ÙË˜ ÌÂ ·ÚÈıÌÔ‡˜ Î·È Î¿ÓÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜.

ññ ªªÔÔÓÓÒÒÓÓ˘̆ÌÌÔÔ  Ï¤ÁÂÙ·È ÌÈ· ·Î¤Ú·È· ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÛÙËÓ ÔÔ›· ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ ·ÚÈıÌÒÓ Î·È
ÙˆÓ ÌÂÙ·‚ÏËÙÒÓ ÙË˜ ÛËÌÂÈÒÓÂÙ·È ÌfiÓÔ Ë Ú¿ÍË ÙÔ˘ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌÔ‡.

.¯.     –3x2y (–3 συντελεστής, x 2y κύριο µέρος του µονώνυµου).
ññ ŸŸÌÌÔÔÈÈ··  Ï¤ÁÔÓÙ·È Ù· ÌÔÓÒÓ˘Ì· Ô˘ ¤¯Ô˘Ó ÙÔ ›‰ÈÔ Î‡ÚÈÔ Ì¤ÚÔ˜, .¯. –3x2y , 7χ2y, –x2y

–– ËË  ¶¶ÚÚfifiÛÛııÂÂÛÛËË  Î·È Ë ∞∞ÊÊ··››ÚÚÂÂÛÛËË ÌÔÓˆÓ‡ÌˆÓ ¤¯ÂÈ Û·Ó ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ· ÌÔÓÒÓ˘ÌÔ, ÂÊfiÛÔÓ
·˘Ù¿ Â›Ó·È fiÌÔÈ·.
ÕÕııÚÚÔÔÈÈÛÛÌÌ·· ÔÔÌÌÔÔ››ˆ̂ÓÓ  ÌÌÔÔÓÓˆ̂ÓÓ‡‡ÌÌˆ̂ÓÓ Â›Ó·È ¤Ó· ÌÔÓÒÓ˘ÌÔ fiÌÔÈÔ ÌÂ ·˘Ù¿, Ô˘ ¤¯ÂÈ Û˘ÓÙÂÏÂ-
ÛÙ‹ ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· ÙˆÓ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙÒÓ ÙÔ˘˜.

.¯.   2x2y + 3χ2y – χ2y = 4χ2y
AAÓÓ··ÁÁˆ̂ÁÁ‹‹  ÔÔÌÌÔÔ››ˆ̂ÓÓ  fifiÚÚˆ̂ÓÓ Ï¤ÁÂÙ·È Ë ·ÓÙÈÎ·Ù¿ÛÙ·ÛË ÙˆÓ ÔÌÔ›ˆÓ ÌÔÓˆÓ‡ÌˆÓ ÌÂ ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ¿
ÙÔ˘˜.                                .¯.   6x2 + 2χ – 4χ2 + 3χ = 2χ2 + 5χ

–– ÔÔ  ¶¶ÔÔÏÏÏÏ··ÏÏ··ÛÛÈÈ··ÛÛÌÌfifi˜̃  Î·È Ë ¢¢ÈÈ··››ÚÚÂÂÛÛËË ÌÔÓˆÓ‡ÌˆÓ Á›ÓÔÓÙ·È Â›ÙÂ Ù· ÌÔÓÒÓ˘Ì· Â›Ó·È
fiÌÔÈ· Â›ÙÂ fi¯È.
°°ÈÈÓÓfifiÌÌÂÂÓÓÔÔ ÌÌÔÔÓÓˆ̂ÓÓ‡‡ÌÌˆ̂ÓÓ Â›Ó·È ¤Ó· ÌÔÓÒÓ˘ÌÔ ÌÂ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹ ÙÔ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÙˆÓ Û˘ÓÙÂÏÂ-
ÛÙÒÓ ÙÔ˘˜ Î·È Î‡ÚÈÔ Ì¤ÚÔ˜ ÙÔ ÁÈÓfiÌÂÓÔ fiÏˆÓ ÙˆÓ ÌÂÙ·‚ÏËÙÒÓ ÙÔ˘˜, ÌÂ ÂÎı¤ÙË Î·ıÂ-
ÌÈ¿˜ ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· ÙˆÓ ÂÎıÂÙÒÓ ÙÔ˘˜. .¯.   (3x 2y) � (–2χy3) = – 6x3y4 

¶¶ËËÏÏ››ÎÎÔÔ ‰‰‡‡ÔÔ  ÌÌÔÔÓÓˆ̂ÓÓ‡‡ÌÌˆ̂ÓÓ Â›Ó·È Ë ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË Ô˘ Â›Ó·È ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÙÔ˘ ‰È·ÈÚÂ-
Ù¤Ô˘ ÌÂ ÙÔÓ ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ ÙÔ˘ ‰È·ÈÚ¤ÙË.

.¯.   (–12x4y) : (3χ2y) = –12x4y � = = –4x2

ññ ¶¶ÔÔÏÏ˘̆ÒÒÓÓ˘̆ÌÌÔÔ Ï¤ÁÂÙ·È ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· ÌÔÓˆÓ‡ÌˆÓ, Ô˘ ‰‡Ô ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ ·fi ·˘Ù¿ ‰ÂÓ Â›Ó·È
fiÌÔÈ·. .¯.   3x2y – 5χy + 2 (∆Ô ÌÔÓÒÓ˘Ì· 3x2y,,  5χy,,  2 Ï¤ÁÔÓÙ·È fifiÚÚÔÔÈÈ ÙÔ˘

ÔÏ˘ˆÓ‡ÌÔ˘).

–– °°ÈÈ··  ÓÓ··  ÚÚÔÔÛÛıı¤¤ÛÛÔÔ˘̆ÌÌÂÂ  --  ··ÊÊ··ÈÈÚÚ¤¤ÛÛÔÔ˘̆ÌÌÂÂ  ÔÏ˘ÒÓ˘Ì· ‚Á¿˙Ô˘ÌÂ ÙÈ˜ ·ÚÂÓı¤-
ÛÂÈ˜ Î·È Î¿ÓÔ˘ÌÂ ·Ó·ÁˆÁ‹ ÔÌÔ›ˆÓ fiÚˆÓ.

–– °°ÈÈ··  ÓÓ··  ÔÔÏÏÏÏ··ÏÏ··ÛÛÈÈ¿¿ÛÛÔÔ˘̆ÌÌÂÂ
··))  ÌÌÔÔÓÓÒÒÓÓ˘̆ÌÌÔÔ  ÌÌÂÂ  ÔÔÏÏ˘̆ÒÒÓÓ˘̆ÌÌÔÔ  ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿˙Ô˘ÌÂ ÙÔ ÌÔÓÒÓ˘ÌÔ ÌÂ Î¿ıÂ fiÚÔ ÙÔ˘

ÔÏ˘ˆÓ‡ÌÔ˘ Î·È ÛÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· Î¿ÓÔ˘ÌÂ ·Ó·ÁˆÁ‹ ÔÌÔ›ˆÓ fiÚˆÓ.
‚‚)) ÔÔÏÏ˘̆ÒÒÓÓ˘̆ÌÌÔÔ  ÌÌÂÂ  ÔÔÏÏ˘̆ÒÒÓÓ˘̆ÌÌÔÔ  ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿˙Ô˘ÌÂ Î¿ıÂ fiÚÔ ÙÔ˘ ÂÓfi˜ ÔÏ˘ˆÓ‡ÌÔ˘

ÌÂ Î¿ıÂ fiÚÔ ÙÔ˘ ¿ÏÏÔ˘ Î·È ÛÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· Î¿ÓÔ˘ÌÂ ·Ó·ÁˆÁ‹ ÔÌÔ›ˆÓ fiÚˆÓ.

–– ∞Ó ¤¯Ô˘ÌÂ ‰‡Ô ÔÏ˘ÒÓ˘Ì· ¢¢(x) Î·È ‰‰(x) ÌÂ ‰(x) � 0 Î·È Î¿ÓÔ˘ÌÂ ÙË ‰È·›ÚÂÛË
¢¢(x) : ‰‰(x), ÙfiÙÂ ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ ¤Ó· ÌÔÓ·‰ÈÎfi ˙Â‡ÁÔ˜ ÔÏ˘ˆÓ‡ÌˆÓ (x) Î·È ˘̆(x)
ÁÈ· Ù· ÔÔ›· ÈÛ¯‡ÂÈ: ∆(x) = δ(χ)π(χ) + υ(χ) (Ταυτότητα της Ευκλείδειας διαίρεσης)
fiÔ˘ ÙÔ ˘(x) ‹ Â›Ó·È ›ÛÔ ÌÂ ÌË‰¤Ó ‹ ¤¯ÂÈ ‚·ıÌfi ÌÈÎÚfiÙÂÚÔ ·fi ÙÔ ‚·ıÌfi ÙÔ˘
‰(x). AÓ ˘̆((xx))  ==  00, ÙfiÙÂ Ë ‰È·›ÚÂÛË Ï¤ÁÂÙ·È ÙÙ¤¤ÏÏÂÂÈÈ·· Î·È Ù· ‰(x) Î·È (x) Ï¤ÁÔÓÙ·È
··ÚÚ¿¿ÁÁÔÔÓÓÙÙÂÂ˜̃ ‹ ‰‰ÈÈ··ÈÈÚÚ¤¤ÙÙÂÂ˜̃ ÙÔ˘ ¢(x).

–12x4y

3χ2y

1

3χ2y

Α .  ΜΟΝΩΝΥΜΑ – ΠΟΛΥΩΝΥΜΑ

EE¶¶∞∞¡¡∞∞§§∏∏ææ∏∏  ––  ∞∞¡¡∞∞∫∫∂∂ºº∞∞§§∞∞ππøø™™∏∏  11oo˘̆  KK∂∂ºº∞∞§§∞∞ππ√√ÀÀ

83

1.10 ¶¶ÚÚ¿¿ÍÍÂÂÈÈ˜̃  ÚÚËËÙÙÒÒÓÓ  ··ÚÚ··ÛÛÙÙ¿¿ÛÛÂÂˆ̂ÓÓ

¶¶
ÚÚ

¿¿
ÍÍ

ÂÂ
ÈÈ˜̃

  ÌÌ
ÂÂ

  ÌÌ
ÔÔ

ÓÓ
ÒÒ

ÓÓ
˘̆

ÌÌ
··

¶¶
ÚÚ

¿¿
ÍÍ

ÂÂ
ÈÈ˜̃

  ÌÌ
ÂÂ

  
ÔÔ

ÏÏ
˘̆

ÒÒ
ÓÓ

˘̆
ÌÌ

··
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ññ √È ÈÛfiÙËÙÂ˜ Ô˘ ÂÚÈ¤¯Ô˘Ó ÌÂÙ·‚ÏËÙ¤˜ Î·È ÔÈ ÔÔ›Â˜ ·ÏËıÂ‡Ô˘Ó ÁÈ· fiÏÂ˜ ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙˆÓ ÌÂÙ·-
‚ÏËÙÒÓ ÙÔ˘˜ ÔÓÔÌ¿˙ÔÓÙ·È ÙÙ··˘̆ÙÙfifiÙÙËËÙÙÂÂ˜̃..
∞∞ÍÍÈÈÔÔÛÛËËÌÌÂÂ››ˆ̂ÙÙÂÂ˜̃  ÙÙ··˘̆ÙÙfifiÙÙËËÙÙÂÂ˜̃ Â›Ó·È: 

ññ ¶¶··ÚÚ··ÁÁÔÔÓÓÙÙÔÔÔÔ››ËËÛÛËË  Â›Ó·È Ô ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌfi˜ ÌÈ·˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜ ·fi ¿ıÚÔÈÛÌ· ÛÂ ÁÈÓfiÌÂÓÔ.
∏ ·Ú·ÁÔÓÙÔÔ›ËÛË Á›ÓÂÙ·È ÛÂ ·Ú¿ÛÙ·ÛË Ô˘ ˘¿Ú¯ÂÈ:

ññ ªÈ· ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË Ô˘ Â›Ó·È ÎÏ¿ÛÌ· ÌÂ fiÚÔ˘˜ ÔÏ˘ÒÓ˘Ì·, Ï¤ÁÂÙ· ÚÚËËÙÙ‹‹  ··ÏÏÁÁÂÂ‚‚ÚÚÈÈÎÎ‹‹
··ÚÚ¿¿ÛÛÙÙ··ÛÛËË  ‹ ·ÏÒ˜ ÚÚËËÙÙ‹‹  ··ÚÚ¿¿ÛÛÙÙ··ÛÛËË..

.¯. 

√È ÌÂÙ·‚ÏËÙ¤˜ ÌÈ·˜ ÚËÙ‹˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜ ‰ÂÓ ÌÔÚÔ‡Ó Ó· ¿ÚÔ˘Ó ÙÈÌ¤˜ Ô˘ ÌË‰ÂÓ›˙Ô˘Ó ÙÔÓ
·ÚÔÓÔÌ·ÛÙ‹. °È· Ó· ·ÏÔÔÈ‹ÛÔ˘ÌÂ ÌÈ· ÚËÙ‹ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË, ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈÔ‡ÌÂ Î·È
ÙÔ˘˜ ‰‡Ô fiÚÔ˘˜ ÙË˜ Î·È ‰È·ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ ÙÔÓ ÎÔÈÓfi ·Ú¿ÁÔÓÙ·. √È Ú¿ÍÂÈ˜ ÌÂ ÙÈ˜ ÚËÙ¤˜
·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ Á›ÓÔÓÙ·È fiˆ˜ Î·È ÔÈ Ú¿ÍÂÈ˜ ÙˆÓ ·ÚÈıÌËÙÈÎÒÓ ÎÏ·ÛÌ¿ÙˆÓ.

2x2 – 5
χ + 4

∆ .  ΡΗΤΕΣ ΠΑΡΑΣΤΑΣΕΙΣ

x2 + (· + ‚)x + ·‚ = (x + ·)(x + ‚)∆ÚÈÒÓ˘ÌÔ ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜ x2 + (· + ‚)x + ·‚

·2 + 2·‚ + ‚2 = (· + ‚)2

·2 – 2·‚ + ‚2 = (· –  ‚)2∞Ó¿Ù˘ÁÌ· ÙÂÙÚ·ÁÒÓÔ˘

·3 + ‚3 = (· + ‚)(·2 – ·‚ + ‚2)
·3 – ‚3 = (· –  ‚) (·2 + ·‚ + ‚2)

ÕıÚÔÈÛÌ· – ¢È·ÊÔÚ¿ Î‡‚ˆÓ

·2 – ‚2 = (· + ‚)(· –  ‚)¢È·ÊÔÚ¿ ÙÂÙÚ·ÁÒÓˆÓ

·x + ·y + ‚x + ‚y =
= ·(x + y) + ‚(x + y) = (· + ‚)(x + y)

∫ÔÈÓfi˜ ·Ú¿ÁÔÓÙ·˜ ÛÂ ÔÌ¿‰Â˜ fiÚˆÓ
ÙË˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜

·x + ‚x = x(· + ‚)∫ÔÈÓfi˜ ·Ú¿ÁÔÓÙ·˜ Û’ fiÏÔ˘˜ ÙÔ˘˜ fiÚÔ˘˜

Γ .  ΠΑΡΑΓΟΝΤΟΠΟΙΗΣΗ

(· + ‚)(·2 – ·‚ + ‚2)  = ·3 + ‚3ÕıÚÔÈÛÌ· Î‡‚ˆÓ

(· –  ‚) (·2 + ·‚ + ‚2)  = ·3 – ‚3¢È·ÊÔÚ¿ Î‡‚ˆÓ

(· + ‚)(· –  ‚)  = ·2 – ‚2°ÈÓfiÌÂÓÔ ·ıÚÔ›ÛÌ·ÙÔ˜ Â› ‰È·ÊÔÚ¿

(· –  ‚)3 = ·3 – 3·2‚ + 3·‚2 – ‚3∫‡‚Ô˜ ‰È·ÊÔÚ¿˜

(· + ‚)3 = ·3 + 3·2‚ + 3·‚2+ ‚3∫‡‚Ô˜ ·ıÚÔ›ÛÌ·ÙÔ˜

(· –  ‚)2 = ·2 – 2·‚ + ‚2∆ÂÙÚ¿ÁˆÓÔ ‰È·ÊÔÚ¿˜

(· + ‚)2 = ·2 + 2·‚ + ‚2∆ÂÙÚ¿ÁˆÓÔ ·ıÚÔ›ÛÌ·ÙÔ˜

Β.  ΤΑΥΤΟΤΗΤΕΣ
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E Ξ Ι Σ Ω Σ Ε Ι Σ  –  Α Ν Ι Σ Ω Σ Ε Ι Σ

2.1 Η εξίσωση αx + β = 0

2.2 Εξισώσεις 2ου βαθµού

2.3 Προβλήµατα εξισώσεων
2ου βαθµού

2.4 Κλασµατικές εξισώσεις

2.5 Ανισότητες – Ανισώσεις
µε έναν άγνωστο

Γενικές ασκήσεις 2ου κεφαλαίου

Επανάληψη – Ανακεφαλαίωση

ΚΕΦΑΛΑΙΟ2o
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86

✔ Θυµάµαι πώς λύνονται οι εξισώσεις πρώτου βαθµού.

✔ Αναγνωρίζω αν µια εξίσωση έχει µοναδική λύση ή είναι
αδύνατη ή είναι ταυτότητα.

ŒÓ·˜ Ù·¯˘‰ÚfiÌÔ˜ ÍÂÎÈÓ¿ÂÈ ·fi ÙÔ ¯ˆÚÈfi ∞ Î·È ·ÊÔ‡ ÂÈÛÎÂÊıÂ› ‰È·‰Ô¯ÈÎ¿ Ù· ¯ˆÚÈ¿
µ Î·È °, ÂÈÛÙÚ¤ÊÂÈ ÛÙÔ ¯ˆÚÈfi ∞. ∏ ‰È·‰ÚÔÌ‹ µ° Â›Ó·È 1 km ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚË ·fi ÙËÓ ∞µ
Î·È Ë °∞ Â›Ó·È 1 km ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚË ·fi ÙË µ°.
ªÔÚÂ›ÙÂ Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ fiÛÔ ·¤¯Ô˘Ó Ù· ¯ˆÚÈ¿
ÌÂÙ·Í‡ ÙÔ˘˜, ·Ó ÁÓˆÚ›˙ÂÙÂ fiÙÈ Ë Û˘ÓÔÏÈÎ‹ ·fiÛÙ·ÛË Ô˘
‰È‹Ó˘ÛÂ Ô Ù·¯˘‰ÚfiÌÔ˜ ‹Ù·Ó:

··)) 15 km;
‚‚)) ÙÔ ÙÚÈÏ¿ÛÈÔ ÙË˜ ÚÒÙË˜ ‰È·‰ÚÔÌ‹˜;
ÁÁ)) ÙÔ ÙÚÈÏ¿ÛÈÔ ÙË˜ ‰Â‡ÙÂÚË˜ ‰È·‰ÚÔÌ‹˜;

™ÙËÓ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË Ù¿ÍË Ì¿ı·ÌÂ Ó· Ï‡ÓÔ˘ÌÂ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜, fiˆ˜ 3x = 12, –4y + 11 = 0,
Î.Ù.Ï. ™ÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ·˘Ù¤˜ ˘¿Ú¯ÂÈ ¤Ó·˜ ¿ÁÓˆÛÙÔ˜ Î·È Ô ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚÔ˜ ÂÎı¤ÙË˜ ÙÔ˘
·ÁÓÒÛÙÔ˘ Â›Ó·È Ô ·ÚÈıÌfi˜ 1. ™Â Î·ıÂÌÈ¿ ·fi ÙÈ˜ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÂ˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ Ï¤ÌÂ fiÙÈ
¤¯Ô˘ÌÂ ÂÂÍÍ››ÛÛˆ̂ÛÛËË  11ÔÔ˘̆  ‚‚··ııÌÌÔÔ‡‡  ÌÌÂÂ  ¤¤ÓÓ··ÓÓ  ¿¿ÁÁÓÓˆ̂ÛÛÙÙÔÔ  ((ÚÚˆ̂ÙÙÔÔ‚‚¿¿ııÌÌÈÈ··  ÂÂÍÍ››ÛÛˆ̂ÛÛËË)).

∏ ÂÍ›ÛˆÛË 3x = 12, ÙË˜ ÔÔ›·˜ Ô Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹˜ ÙÔ˘ ·ÁÓÒÛÙÔ˘ Â›Ó·È ‰È¿ÊÔÚÔ˜ ÙÔ˘ ÌË‰Â-
Ófi˜ Â·ÏËıÂ‡ÂÙ·È ÁÈ· ÌÌ››··  ÌÌfifiÓÓÔÔ ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ ·ÁÓÒÛÙÔ˘, ÙËÓ x = 4. O ·ÚÈıÌfi˜ 4, Ô˘
Â·ÏËıÂ‡ÂÈ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË 3x = 12, ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÏÏ‡‡ÛÛËË ‹ ÚÚ››˙̇·· ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜.

À¿Ú¯Ô˘Ó fiÌˆ˜ Î·È ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜, fiˆ˜ ÔÈ  0x = –3  ‹  0x = 0, ÛÙÈ˜ ÔÔ›Â˜ Ô Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹˜
ÙÔ˘ ·ÁÓÒÛÙÔ˘ Â›Ó·È ÌË‰¤Ó.

∏ ÂÍ›ÛˆÛË 0x = –3 ‰ÂÓ Â·ÏËıÂ‡ÂÙ·È ÁÈ· Î·ÌÈ¿ ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ x, ·ÊÔ‡ ÙÔ ÁÈÓfiÌÂÓÔ 0x Â›Ó·È
¿ÓÙÔÙÂ ›ÛÔ ÌÂ ÙÔ ÌË‰¤Ó Î·È ‰ÂÓ Â›Ó·È ‰˘Ó·ÙfiÓ Ó· Â›Ó·È ›ÛÔ ÌÂ –3. ªÈ· Ù¤ÙÔÈ· ÂÍ›ÛˆÛË,
Ô˘ ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ Ï‡ÛË, ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ··‰‰‡‡ÓÓ··ÙÙËË.

∏ ÂÍ›ÛˆÛË fiÌˆ˜, 0x = 0 Â·ÏËıÂ‡ÂÙ·È ÁÈ· ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ x Î·È ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È
ÙÙ··˘̆ÙÙfifiÙÙËËÙÙ·· ‹ ··fifiÚÚÈÈÛÛÙÙËË.

∞fi Ù· ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓ· ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· Û˘ÌÂÚ·›ÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ:

∏ ÂÍ›ÛˆÛË fiÌˆ˜, 0x = 0 Â·ÏËıÂ‡ÂÙ·È ÁÈ· ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ x Î·È ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È
ÙÙ··˘̆ÙÙfifiÙÙËËÙÙ·· ‹ ··fifiÚÚÈÈÛÛÙÙËË.

∞fi Ù· ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓ· ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· Û˘ÌÂÚ·›ÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ:

‚
ñ ∞Ó ··  ≠ 00, ÙfiÙÂ Ë ÂÍ›ÛˆÛË ·x + ‚ = 0 ¤¯ÂÈ ÌÌÔÔÓÓ··‰‰ÈÈÎÎ‹‹  ÏÏ‡‡ÛÛËË ÙËÓ x = – ·
ñ ∞Ó ··  ==  00, ÙfiÙÂ Ë ÂÍ›ÛˆÛË ·x + ‚ = 0 ÁÚ¿ÊÂÙ·È 0x = –‚     Î·È

–– ·Ó ‚‚  ≠ 00, ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ Ï‡ÛË (··‰‰‡‡ÓÓ··ÙÙËË), ÂÓÒ
–– ·Ó ‚‚  ==  00, Î¿ıÂ ·ÚÈıÌfi˜ Â›Ó·È Ï‡ÛË ÙË˜ (ÙÙ··˘̆ÙÙfifiÙÙËËÙÙ··  ‹‹  ··fifiÚÚÈÈÛÛÙÙËË).

∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ

∏ ÂÍ›ÛˆÛË ·x + ‚ = 022..11

∞∞
BB

°°
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NN··  ÏÏ˘̆ııÂÂ››  ËË  ÂÂÍÍ››ÛÛˆ̂ÛÛËË    ––  ==  xx  ++  11

Λύση

– = x + 1

6 � – 6 � = 6 � x + 6 � 1

3(x – 1) – (2x + 1) = 6x + 6
3x – 3 – 2x – 1 = 6x + 6

3x – 2x – 6x = 6 + 3 + 1
–5x = 10

= 

x = – 2
ÕÚ· Ë ÂÍ›ÛˆÛË ¤¯ÂÈ ÌÔÓ·‰ÈÎ‹ Ï‡ÛË ÙËÓ x = – 2

NN··  ÏÏ˘̆ııÔÔ‡‡ÓÓ  ÔÔÈÈ  ÂÂÍÍÈÈÛÛÒÒÛÛÂÂÈÈ˜̃::
··)) 33((xx  ++  22))  ––  33  ==  33xx  ++  55 ‚‚)) 22((xx  ––  11))  ––  xx  ==  xx  ––  22

Λύση
··)) 3(x + 2) – 3 = 3x + 5 ‚‚)) 2(x – 1) – x = x – 2

3x + 6 – 3 = 3x + 5 2x – 2 – x = x – 2
3x – 3x = 5 – 6 + 3 2x – x – x = 2 – 2

0x = 2 0x = 0
H ÂÍ›ÛˆÛË ·˘Ù‹ ‰ÂÓ Â·ÏËıÂ‡ÂÙ·È ÁÈ· ∏ ÂÍ›ÛˆÛË ·˘Ù‹ Â·ÏËıÂ‡ÂÙ·È ÁÈ· Î¿ıÂ
Î·Ì›· ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ x, ÔfiÙÂ Â›Ó·È ··‰‰‡‡ÓÓ··ÙÙËË.. ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ x, ÔfiÙÂ Â›Ó·È ÙÙ··˘̆ÙÙfifiÙÙËËÙÙ··..

¡· ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›ÛÂÙÂ ÛÂ Î¿ıÂ ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜ ÛÙ‹ÏË˜ ∞ ÙÔ ÛˆÛÙfi Û˘Ì¤Ú·ÛÌ· ·fi ÙË ÛÙ‹ÏË µ.

11.. Œ¯ÂÈ ÌÔÓ·‰ÈÎ‹ Ï‡ÛË

22.. ∂›Ó·È ·‰‡Ó·ÙË

33.. ∂›Ó·È Ù·˘ÙfiÙËÙ·

··.. 3x = 7

‚‚.. 0x = 0

ÁÁ.. 0x = 5

‰‰.. 5x = 0

™Ù‹ÏË µ™Ù‹ÏË ∞

11

EΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ

22

10
–5

–5x
–5

2x + 1
6

x – 1
2

2x + 1
6

x – 1
2

22xx  ++  11
66

xx  ––  11
22

11

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ – ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

87

2.1 ∏∏  ÂÂÍÍ››ÛÛˆ̂ÛÛËË  ··xx  ++  ‚‚  ==  00

ññ ¶ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿˙Ô˘ÌÂ Î·È Ù· ‰‡Ô Ì¤ÏË ÙË˜ 
ÂÍ›ÛˆÛË˜ ÌÂ ÙÔ ∂.∫.¶. ÙˆÓ ·ÚÔÓÔÌ·ÛÙÒÓ.

ñ ∞·ÏÂ›ÊÔ˘ÌÂ ÙÔ˘˜ ·ÚÔÓÔÌ·ÛÙ¤˜.

ñ ∫¿ÓÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜ Î·È ‚Á¿˙Ô˘ÌÂ ÙÈ˜
·ÚÂÓı¤ÛÂÈ˜.

ñ ÃˆÚ›˙Ô˘ÌÂ ÁÓˆÛÙÔ‡˜ ·fi ·ÁÓÒÛÙÔ˘˜.

ñ ∫¿ÓÔ˘ÌÂ ·Ó·ÁˆÁ‹ ÔÌÔ›ˆÓ fiÚˆÓ.

ñ ¢È·ÈÚÔ‡ÌÂ Î·È Ù· ‰‡Ô Ì¤ÏË ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜
ÌÂ ÙÔ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹ ÙÔ˘ ·ÁÓÒÛÙÔ˘.

‰Á‚·
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¡· ¯·Ú·ÎÙËÚ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜ ÌÂ (™), ·Ó Â›Ó·È ÛˆÛÙ¤˜ ‹ ÌÂ (§), ·Ó Â›Ó·È
Ï·Óı·ÛÌ¤ÓÂ˜.

··)) ∏ ÂÍ›ÛˆÛË x= 2 ¤¯ÂÈ Ï‡ÛË ÙËÓ x = 6.

‚‚)) ∏ ÂÍ›ÛˆÛË 4x = 0 Â›Ó·È ·‰‡Ó·ÙË.
ÁÁ)) ∏ ÂÍ›ÛˆÛË 0x = 0 ¤¯ÂÈ Ï‡ÛË ÔÔÈÔÓ‰‹ÔÙÂ ·ÚÈıÌfi.
‰‰)) ∏ ÂÍ›ÛˆÛË 0x = 6 ¤¯ÂÈ Ï‡ÛË ÙËÓ x = 6.
ÂÂ)) ∏ ÂÍ›ÛˆÛË 5(x + 1) = 5x + 5 Â›Ó·È Ù·˘ÙfiÙËÙ·.

¡· Ï‡ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜:
··)) –3(x + 2) – 2(x – 1) = 8 + x ‚‚)) 4y – 2(y – 3) = 2y + 1
ÁÁ)) 5(–ˆ + 2) – 4 = 6 – 5ˆ ‰‰)) (2x + 1)2 + 5 = 4(x2 – 10)

¡· Ï‡ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜:

··)) – = x – ‚‚)) – = 1 – 

ÁÁ)) – =  ‰‰)) 0,2(3x – 4) – 5(x – 0,4) = 0,4(1 – 10x)

To ÙÚÈÏ¿ÛÈÔ ÂÓfi˜ ·ÚÈıÌÔ‡ ÂÏ·ÙÙÔ‡ÌÂÓÔ Î·Ù¿ 5 Â›Ó·È ›ÛÔ ÌÂ ÙÔ ÌÈÛfi ÙÔ˘ ·ÚÈıÌÔ‡
·˘ÍËÌ¤ÓÔ Î·Ù¿ 10. ¶ÔÈÔ˜ Â›Ó·È Ô ·ÚÈıÌfi˜ ·˘Ùfi˜;

ƒÒÙËÛ·Ó Î¿ÔÈÔÓ fiÛ· Â˘ÚÒ ¤¯ÂÈ ÛÙÔ ÔÚÙÔÊfiÏÈ ÙÔ˘ ÎÈ ÂÎÂ›ÓÔ˜ ·¿ÓÙËÛÂ:
«∞Ó Â›¯· fiÛ· ¤¯ˆ Î·È Ù· ÌÈÛ¿ ·ÎfiÌ· Î·È ‰¤Î· ·Ú·¿Óˆ, ı· Â›¯· ÂÎ·Ùfi».
ªÔÚÂ›, ¿Ú·ÁÂ, ÌÂ Ù· ¯Ú‹Ì·Ù· ·˘Ù¿ Ó· ·ÁÔÚ¿ÛÂÈ ¤Ó· ·ÓÙÂÏfiÓÈ Ô˘ ÎÔÛÙ›˙ÂÈ 65 C;

√ Î·ıËÁËÙ‹˜ ÙˆÓ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ Â›Â ÛÙÔ˘˜ Ì·ıËÙ¤˜ ÙÔ˘:
– ™ÎÂÊÙÂ›ÙÂ ¤Ó·Ó ·ÚÈıÌfi Î·È ‰ÈÏ·ÛÈ¿ÛÙÂ ÙÔÓ.
– ™ÙÔ ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ· Ó· ÚÔÛı¤ÛÂÙÂ ÙÔÓ ·ÚÈıÌfi 10.
– ∆Ô ¿ıÚÔÈÛÌ· Ô˘ ‚Ú‹Î·ÙÂ Ó· ÙÔ ‰È·ÈÚ¤ÛÂÙÂ ÌÂ ÙÔ 2 Î·È ·fi ÙÔ ËÏ›ÎÔ Ó· ·Ê·ÈÚ¤-

ÛÂÙÂ ÙÔÓ ·ÚÈıÌfi Ô˘ ÛÎÂÊÙ‹Î·ÙÂ ·Ú¯ÈÎ¿.
– ∫¿ıÂ Ì·ıËÙ‹˜ Ú¤ÂÈ Ó· ¤¯ÂÈ ‚ÚÂÈ ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ· ÙÔÓ ·ÚÈıÌfi 5, ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙ· ·fi ÔÈÔÓ

·ÚÈıÌfi ÛÎ¤ÊÙËÎÂ ·Ú¯ÈÎ¿.
ªÔÚÂ›ÙÂ Ó· ÂÍËÁ‹ÛÂÙÂ ÙÔÓ ÈÛ¯˘ÚÈÛÌfi ÙÔ˘ Î·ıËÁËÙ‹;

ŒÓ·˜ Ô‰ËÏ¿ÙË˜ ÍÂÎÈÓ¿ ·fi ÙËÓ fiÏË
∞ Î·È ÎÈÓÂ›Ù·È ÚÔ˜ ÙËÓ fiÏË µ ÌÂ Ì¤ÛË
Ù·¯‡ÙËÙ· 16 km/h. ªÈ· ÒÚ· ·ÚÁfiÙÂÚ·,
ÌÈ· Ê›ÏË ÙÔ˘ ÍÂÎÈÓ¿ ·fi ÙËÓ fiÏË µ Î·È
ÌÂ Ì¤ÛË Ù·¯‡ÙËÙ· 12 km/h ÎÈÓÂ›Ù·È ÚÔ˜ ÙËÓ fiÏË ∞ ÁÈ· Ó· ÙÔÓ Û˘Ó·ÓÙ‹ÛÂÈ. ∞Ó Ë
·fiÛÙ·ÛË ÙˆÓ ‰‡Ô fiÏÂˆÓ Â›Ó·È 44 km, ÛÂ fiÛÂ˜ ÒÚÂ˜ ·fi ÙËÓ ÂÎÎ›ÓËÛË ÙÔ˘
Ô‰ËÏ¿ÙË ı· Û˘Ó·ÓÙËıÔ‡Ó;

66

55

44

33

ˆ – 5
6

ˆ + 1
2

2(ˆ – 1)
3

3y
10

y
2

y + 5
5

1
3

x + 3
6

x – 1
2

22
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✔ Λύνω εξισώσεις δευτέρου βαθµού µε ανάλυση σε γινόµενο
παραγόντων.

✔ Βρίσκω το πλήθος των λύσεων µιας εξίσωσης δευτέρου
βαθµού και υπολογίζω τις λύσεις της µε τη βοήθεια τύπου.

✔ Μετατρέπω ένα τριώνυµο σε γινόµενο παραγόντων.

ŒÓ·˜ ÌË¯·ÓÈÎfi˜ Û¯Â‰›·ÛÂ ÌÈ· ÔÈÎÔ‰ÔÌ‹ Î·È ÛÙËÓ ÚfiÛÔ„‹ ÙË˜ ÚÔ¤‚ÏÂ„Â ÙËÓ Î·Ù·-
ÛÎÂ˘‹ ÌÈ·˜ ÙÂÙÚ·ÁˆÓÈÎ‹˜ ‚ÂÚ¿ÓÙ·˜ Î·È ÂÓfi˜ ÔÚıÔÁˆÓ›Ô˘ Ì·ÏÎÔÓÈÔ‡ ÌÂ ‰È·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ 9 m
Î·È 1 m. ™ÙÔ Û¯¤‰ÈÔ Ô˘ ·ÚÔ˘Û›·ÛÂ ÛÙÔÓ È‰ÈÔÎÙ‹ÙË ÙË˜ ÔÈÎÔ‰ÔÌ‹˜ Ë ‚ÂÚ¿ÓÙ· Î·È ÙÔ
Ì·ÏÎfiÓÈ Â›¯·Ó ÙÔ ›‰ÈÔ ÂÌ‚·‰fiÓ.
··)) ¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ fiÛ· Ì¤ÙÚ· ‹Ù·Ó Ë ÏÂ˘Ú¿ ÙË˜ ‚ÂÚ¿ÓÙ·˜.

√ È‰ÈÔÎÙ‹ÙË˜ fiÌˆ˜, ıÂÒÚËÛÂ ÛÙÂÓfi ÙÔ Ì·ÏÎfiÓÈ Î·È ˙‹ÙËÛÂ ·fi ÙÔ ÌË¯·ÓÈÎfi Ó·
·˘Í‹ÛÂÈ ÙÔ Ï¿ÙÔ˜ ÙÔ˘ Ì·ÏÎÔÓÈÔ‡ Î·È Î¿ıÂ ÏÂ˘Ú¿ ÙË˜ ‚ÂÚ¿ÓÙ·˜ Î·Ù¿ Ù· ›‰È·
Ì¤ÙÚ·, ÒÛÙÂ Ó· ¤¯Ô˘Ó Î·È ¿ÏÈ ÙÔ ›‰ÈÔ ÂÌ‚·‰fiÓ.

‚‚)) ¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ fiÛ· Ì¤ÙÚ· ¤ÚÂÂ Ó· ·˘ÍËıÂ› ÙÔ Ï¿ÙÔ˜ ÙÔ˘ Ì·ÏÎÔÓÈÔ‡ Î·È Î¿ıÂ
ÏÂ˘Ú¿ ÙË˜ ‚ÂÚ¿ÓÙ·˜.
ªÂ ÙÔ ·›ÙËÌ· fiÌˆ˜ ÙÔ˘ È‰ÈÔÎÙ‹ÙË, ÙÔ Û˘ÓÔÏÈÎfi ÂÌ‚·‰fiÓ ÙË˜ ‚ÂÚ¿ÓÙ·˜ Î·È ÙÔ˘
Ì·ÏÎÔÓÈÔ‡ ÍÂÂÚÓÔ‡ÛÂ ÙÔ fiÚÈÔ Ô˘ Î·ıÔÚ›˙ÂÙ·È ·fi ÙÔÓ ÔÏÂÔ‰ÔÌÈÎfi Î·ÓÔÓÈÛÌfi.
∆ÂÏÈÎ¿, ·ÔÊ·Û›ÛÙËÎÂ Ó· ÌÂÁ·ÏÒÛÂÈ Ë ‚ÂÚ¿ÓÙ· Î·È ÙÔ Ì·ÏÎfiÓÈ, fiˆ˜ ÙÔ ˙‹ÙËÛÂ
Ô È‰ÈÔÎÙ‹ÙË˜, ÌÂ ÙËÓ ÚÔ¸fiıÂÛË fiÌˆ˜ Ó· ÌËÓ ¤¯Ô˘Ó È· ÙÔ ›‰ÈÔ ÂÌ‚·‰fiÓ, ·ÏÏ¿ Ó· 
Î·Ï‡ÙÔ˘Ó Û˘ÓÔÏÈÎ¿ 34 m2.

ÁÁ)) ¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ fiÛ· Ì¤ÙÚ· ·˘Í‹ıËÎÂ ÙÂÏÈÎ¿ ÙÔ Ï¿ÙÔ˜ ÙÔ˘ Ì·ÏÎÔÓÈÔ‡ Î·È Î¿ıÂ
ÏÂ˘Ú¿ ÙË˜ ‚ÂÚ¿ÓÙ·˜.

∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ

∂ÍÈÛÒÛÂÈ˜ ‰Â˘Ù¤ÚÔ˘ ‚·ıÌÔ‡22..22

99  mm

11mm
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À¿Ú¯Ô˘Ó ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· Ô˘ Ë Â›Ï˘Û‹ ÙÔ˘˜ Ô‰ËÁÂ› ÛÂ ÂÍ›ÛˆÛË Ì’
¤Ó·Ó ¿ÁÓˆÛÙÔ Î·È ÛÙËÓ ÔÔ›· Ô ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚÔ˜ ÂÎı¤ÙË˜ ÙÔ˘
·ÁÓÒÛÙÔ˘ Â›Ó·È Ô ·ÚÈıÌfi˜ 2.

™Â Î·ıÂÌ›· ·fi ÙÈ˜ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÂ˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ Ï¤ÌÂ fiÙÈ ¤¯Ô˘ÌÂ
ÂÂÍÍ››ÛÛˆ̂ÛÛËË  22ÔÔ˘̆  ‚‚··ııÌÌÔÔ‡‡  ÌÌÂÂ  ¤¤ÓÓ··ÓÓ  ¿¿ÁÁÓÓˆ̂ÛÛÙÙÔÔ  ((‰‰ÂÂ˘̆ÙÙÂÂÚÚÔÔ‚‚¿¿ııÌÌÈÈ··  ÂÂÍÍ››ÛÛˆ̂ÛÛËË)).

∞fi Ù· ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓ· ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ Ë ÁÂÓÈÎ‹ ÌÔÚÊ‹ ÌÈ·˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ 2Ô˘
‚·ıÌÔ‡ ÌÂ ¿ÁÓˆÛÙÔ x Â›Ó·È

√È ·ÚÈıÌÔ› ·, ‚, Á Ï¤ÁÔÓÙ·È ÛÛ˘̆ÓÓÙÙÂÂÏÏÂÂÛÛÙÙ¤¤˜̃ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜. √ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹˜ Á Ï¤ÁÂÙ·È Î·È
ÛÛÙÙ··ııÂÂÚÚfifi˜̃  fifiÚÚÔÔ˜̃. OÈ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜ ÛÂ Î·ıÂÌÈ¿ ·fi ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ Â›Ó·È:

x2 – 9 = 0 : · = 1 ‚ = 0 Á = –9
x2 – 3x = 0 : · = 1 ‚ = –3 Á = 0

x2 + 15x – 16 = 0 : · = 1 ‚ = 15 Á = –16

∂∂››ÏÏ˘̆ÛÛËË  ÂÂÍÍÈÈÛÛÒÒÛÛÂÂˆ̂ÓÓ  ‰‰ÂÂ˘̆ÙÙ¤¤ÚÚÔÔ˘̆  ‚‚··ııÌÌÔÔ‡‡  ÌÌÂÂ  ··ÓÓ¿¿ÏÏ˘̆ÛÛËË  ÛÛÂÂ  ÁÁÈÈÓÓfifiÌÌÂÂÓÓÔÔ
··ÚÚ··ÁÁfifiÓÓÙÙˆ̂ÓÓ  

£˘ÌfiÌ·ÛÙÂ fiÙÈ :

EE››ÏÏ˘̆ÛÛËË  ÂÂÍÍ››ÛÛˆ̂ÛÛËË˜̃  ÙÙËË˜̃  ÌÌÔÔÚÚÊÊ‹‹˜̃      ··xx22 ++  ‚‚xx  ==  00 ÌÌÂÂ ··  � 00
°È· Ó· Ï‡ÛÔ˘ÌÂ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË x2 = 3x ÂÚÁ·˙fiÌ·ÛÙÂ ˆ˜ ÂÍ‹˜:

EE››ÏÏ˘̆ÛÛËË  ÂÂÍÍ››ÛÛˆ̂ÛÛËË˜̃  ÙÙËË˜̃  ÌÌÔÔÚÚÊÊ‹‹˜̃      ··xx22 ++  ÁÁ  ==  00 ÌÌÂÂ ··  � 00

°È· Ó· Ï‡ÛÔ˘ÌÂ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË x2 – 9 = 0, ÂÚÁ·˙fiÌ·ÛÙÂ ˆ˜ ÂÍ‹˜:

∞Ó  · �  ‚ = 0  ÙfiÙÂ  · = 0  ‹  ‚ = 0

∞∞

·x2 + ‚x ++  ÁÁ  ==  00    ÌÌÂÂ    ··  � 00
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x2 = 9,  

χ2 – 3χ = 0,

χ2 + 15χ – 16 = 0

x2 = 3x
x2 – 3x = 0

x(x – 3) = 0

x = 0 ‹ x – 3 = 0
x = 0 ‹ x = 3
ÕÚ· Ë ÂÍ›ÛˆÛË ¤¯ÂÈ ‰‡Ô

Ï‡ÛÂÈ˜, ÙÈ˜ x = 0 Î·È x = 3  

x2 – 9 = 0
x2 – 32 = 0

(x – 3) (x + 3) = 0

x – 3 = 0 ‹ x + 3 = 0
x = 3 ‹ x = –3

ÕÚ· Ë ÂÍ›ÛˆÛË ¤¯ÂÈ ‰‡Ô
Ï‡ÛÂÈ˜, ÙÈ˜ x = 3 Î·È x = –3  

ñ ªÂÙ·Ê¤ÚÔ˘ÌÂ fiÏÔ˘˜ ÙÔ˘˜ fiÚÔ˘˜ ÛÙÔ ·� Ì¤ÏÔ˜.
ñ ∞Ó·Ï‡Ô˘ÌÂ ÙÔ ·� Ì¤ÏÔ˜ ÛÂ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ·Ú·ÁfiÓÙˆÓ.
ñ °È· Ó· Â›Ó·È ÙÔ ÁÈÓfiÌÂÓÔ x(x – 3) ›ÛÔ ÌÂ ÙÔ ÌË‰¤Ó

Ú¤ÂÈ x = 0 ‹ x – 3 = 0.

11ÔÔ˜̃  ÙÙÚÚfifiÔÔ˜̃::
ñ ∆Ô ·� Ì¤ÏÔ˜ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ Â›Ó·È ‰È·ÊÔÚ¿ ÙÂÙÚ·-

ÁÒÓˆÓ Î·È ÙÔ ‚� Ì¤ÏÔ˜ Â›Ó·È ÌË‰¤Ó.
ñ ∞Ó·Ï‡Ô˘ÌÂ ÙÔ ·� Ì¤ÏÔ˜ ÛÂ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ·Ú·ÁfiÓÙˆÓ.
ñ °È· Ó· Â›Ó·È ÙÔ ÁÈÓfiÌÂÓÔ (x – 3)(x + 3) ›ÛÔ ÌÂ ÙÔ

ÌË‰¤Ó Ú¤ÂÈ x – 3 = 0 ‹ x + 3 = 0
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2.2 EEÍÍÈÈÛÛÒÒÛÛÂÂÈÈ˜̃  ‰‰ÂÂ˘̆ÙÙ¤¤ÚÚÔÔ˘̆  ‚‚··ııÌÌÔÔ‡‡

°È· Ó· Ï‡ÛÔ˘ÌÂ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË x2 + 16 = 0, ·Ó ÂÚÁ·ÛÙÔ‡ÌÂ fiˆ˜ ÚÔËÁÔ˘Ì¤Óˆ˜,
·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ ·˘Ù‹ ÁÚ¿ÊÂÙ·È x2 = –16. H ÂÍ›ÛˆÛË ·˘Ù‹ ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ Ï‡ÛË (·‰‡Ó·ÙË),
ÁÈ·Ù› ÙÔ ÙÂÙÚ¿ÁˆÓÔ Î¿ıÂ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ‡ ·ÚÈıÌÔ‡ Â›Ó·È ıÂÙÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜ ‹ ÌË‰¤Ó Î·È ‰ÂÓ
Â›Ó·È ‰˘Ó·ÙfiÓ Ó· Â›Ó·È ›ÛÔ ÌÂ –16.

∏ ÂÍ›ÛˆÛË x2 = 0 ¤¯ÂÈ Ï‡ÛË ÙËÓ x = 0. H Ï‡ÛË ·˘Ù‹ Ï¤ÁÂÙ·È ‰‰ÈÈÏÏ‹‹, ÁÈ·Ù› Ë ÂÍ›ÛˆÛË x2=0
ÁÚ¿ÊÂÙ·È x � x = 0, ÔfiÙÂ x = 0 ‹ x = 0 (‰ËÏ·‰‹ ¤¯ÂÈ ‰‡Ô ÊÔÚ¤˜ ÙËÓ ›‰È· Ï‡ÛË).

EE››ÏÏ˘̆ÛÛËË  ÂÂÍÍ››ÛÛˆ̂ÛÛËË˜̃  ÙÙËË˜̃  ÌÌÔÔÚÚÊÊ‹‹˜̃      ··xx22 ++  ‚‚xx  ++  ÁÁ  ==  00 ÌÌÂÂ ··  � 00
°È· Ó· Ï‡ÛÔ˘ÌÂ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË 9x2 – 6x + 1 = 0 ÂÚÁ·˙fiÌ·ÛÙÂ ˆ˜ ÂÍ‹˜:

°È· Ó· Ï‡ÛÔ˘ÌÂ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË x2 + 15x – 16 = 0 Û¯ËÌ·Ù›˙Ô˘ÌÂ ÛÙÔ ·� Ì¤ÏÔ˜ ·Ó¿Ù˘ÁÌ·
ÙÂÙÚ·ÁÒÓÔ˘ ÂÚÁ·˙fiÌÂÓÔÈ ˆ˜ ÂÍ‹˜:

∏ Ì¤ıÔ‰Ô˜ ÌÂ ÙËÓ ÔÔ›· Ï‡Û·ÌÂ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË x2 + 15x – 16 = 0 Â›Ó·È ÁÓˆÛÙ‹ ˆ˜
ÌÌ¤¤ııÔÔ‰‰ÔÔ˜̃  ÛÛ˘̆ÌÌÏÏ‹‹ÚÚˆ̂ÛÛËË˜̃  ÙÙÂÂÙÙÚÚ··ÁÁÒÒÓÓÔÔ˘̆.

∞Ó · Â›Ó·È ·ÚÓËÙÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜, ÙfiÙÂ Ë ÂÍ›ÛˆÛË x2 = · ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ Ï‡ÛË (·‰‡Ó·ÙË)

x2 – 9 = 0
x2 = 9

x = ��9 ‹  x = –��9
x = 3 ‹ x = –3

22ÔÔ˜̃  ÙÙÚÚfifiÔÔ˜̃::
ñ ŸÙ·Ó · Â›Ó·È ıÂÙÈÎfi˜, Ë ÂÍ›ÛˆÛË x2 = · ¤¯ÂÈ

‰‡Ô Ï‡ÛÂÈ˜, ÙÈ˜ x = ��·  Î·È x = –��·

ñ ∆Ô ÚÒÙÔ Ì¤ÏÔ˜ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ Â›Ó·È
·Ó¿Ù˘ÁÌ· ÙÂÙÚ·ÁÒÓÔ˘ Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ
ÙËÓ Ù·˘ÙfiÙËÙ·  ·2 – 2·‚ + ‚2 = (· – ‚)2

ñ °È· Ó· Â›Ó·È (3x – 1)2 = 0 Ú¤ÂÈ
3x – 1 = 0

9x2 – 6x + 1 = 0
(3x)2 – 2 � 3x � 1 + 12 = 0

(3x – 1)2 = 0
3x – 1 = 0  ‹  x = 

ÕÚ· Ë ÂÍ›ÛˆÛË ¤¯ÂÈ Ì›· ‰ÈÏ‹ Ï‡ÛË, ÙËÓ x = 1
3

1
3

ñ ¶ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿˙Ô˘ÌÂ fiÏÔ˘˜ ÙÔ˘˜ fiÚÔ˘˜ ÙË˜
ÂÍ›ÛˆÛË˜ ÌÂ 4·, fiÔ˘ · Ô Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹˜ ÙÔ˘ x2.

ñ MÂÙ·Ê¤ÚÔ˘ÌÂ ÛÙÔ ‚� Ì¤ÏÔ˜ ÙÔ ÛÙ·ıÂÚfi fiÚÔ
Î·È ÛÙÔ ·� Ì¤ÏÔ˜ ‰ËÌÈÔ˘ÚÁÔ‡ÌÂ ·Ú¿ÛÙ·ÛË
ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜ ·2 + 2·‚  ‹  ·2 – 2·‚.

ñ °È· Ó· Û˘ÌÏËÚˆıÂ› ÙÔ ·Ó¿Ù˘ÁÌ· ÙÂÙÚ·-
ÁÒÓÔ˘ ÚÔÛı¤ÙÔ˘ÌÂ Î·È ÛÙ· ‰‡Ô Ì¤ÏË ÙÔ ‚2.

ñ ÃÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÌÂ Ì›· ·fi ÙÈ˜ Ù·˘ÙfiÙËÙÂ˜
·2 + 2·‚ + ‚2 = (· + ‚)2

·2 – 2·‚ + ‚2 = (· – ‚)2

x2 + 15x – 16 = 0
4x2 + 60x – 64 = 0

(2x)2 + 2 � 2x � 15 = 64
(2x)2 +  2 � 2x �15+  152 =  64 + 152

(2x + 15)2 = 289

2x + 15 =��289 ‹   2x + 15 = –��289
2x + 15 = 17 ‹ 2x + 15 = –17

2x = 2 ‹ 2x = –32
x = 1 ‹ x = –16

ÕÚ· Ë ÂÍ›ÛˆÛË ¤¯ÂÈ ‰‡Ô Ï‡ÛÂÈ˜, ÙÈ˜
x = 1  Î·È  x = –16
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NN··  ÏÏ˘̆ııÔÔ‡‡ÓÓ  ÔÔÈÈ  ÂÂÍÍÈÈÛÛÒÒÛÛÂÂÈÈ˜̃::  ··))  22xx22 ==  77xx            ‚‚))  33xx22 ––  7755  ==  00 ÁÁ))  22xx22 ++  88  ==  00

Λύση
··)) 2x2 = 7x ‚‚)) 3x2 – 75 = 0 ÁÁ)) 2x2 + 8 = 0

2x2 – 7x = 0 3x2 = 75 2x2 = –8
x(2x – 7) = 0 x2 = 25 x2 = –4

x = 0 ‹ 2x – 7 = 0 x = ��25 ‹ x = –��25 ¢ÂÓ ¤¯ÂÈ Ï‡ÛË

x = 0 ‹ x = x = 5 ‹ x  = –5 (·‰‡Ó·ÙË ÂÍ›ÛˆÛË)

NN··  ÏÏ˘̆ııÂÂ››  ËË  ÂÂÍÍ››ÛÛˆ̂ÛÛËË  xx22((22xx  ––  11))  ––  66xx((22xx  ––  11))  ++  99((22xx  ––  11))  ==  00

Λύση
x2(2x – 1) – 6x(2x – 1) + 9(2x – 1) = 0

(2x – 1)(x2 – 6x + 9) = 0
(2x – 1)(x – 3)2 = 0

2x – 1 = 0 ‹ x – 3 = 0

x = ‹ x = 3 (‰ÈÏ‹ Ï‡ÛË)

¡· ¯·Ú·ÎÙËÚ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜ ÌÂ (™), ·Ó Â›Ó·È ÛˆÛÙ¤˜ ‹ ÌÂ (§), ·Ó
Â›Ó·È Ï·Óı·ÛÌ¤ÓÂ˜.
··)) √ ·ÚÈıÌfi˜ 0 Â›Ó·È Ï‡ÛË ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ x2 – 4x + 3 = 0.
‚‚)) O ·ÚÈıÌfi˜ 3 Â›Ó·È Ï‡ÛË ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ x2 – 4x + 3 = 0.
ÁÁ)) OÈ Ï‡ÛÂÈ˜ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ (x – 2)(x + 1) = 0 Â›Ó·È x = 2 Î·È x = –1.
‰‰)) ∏ ÂÍ›ÛˆÛË x2 = 16 ¤¯ÂÈ ÌÔÓ·‰ÈÎ‹ Ï‡ÛË ÙÔÓ ·ÚÈıÌfi x = 4.
ÂÂ)) H ÂÍ›ÛˆÛË x2 = –9 ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ Ï‡ÛË.

ÛÛÙÙ)) ∏ ÂÍ›ÛˆÛË (x – 2)2 = 0 ¤¯ÂÈ ‰ÈÏ‹ Ï‡ÛË ÙÔÓ ·ÚÈıÌfi x = 2.

¡· ¯·Ú·ÎÙËÚ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜ ÌÂ (™), ·Ó Â›Ó·È ÛˆÛÙ¤˜ ‹ ÌÂ (§), ·Ó
Â›Ó·È Ï·Óı·ÛÌ¤ÓÂ˜.
··)) H ÂÍ›ÛˆÛË 5x – 6 = x2 Â›Ó·È 2Ô˘ ‚·ıÌÔ‡.
‚‚)) ∏ ÂÍ›ÛˆÛË x2 + 3x + 8 = x(x + 2) Â›Ó·È 2Ô˘ ‚·ıÌÔ‡.
ÁÁ)) ∏ ÂÍ›ÛˆÛË (Ï – 2)x2 + 5x + 3 = 0 Â›Ó·È

i) 1o˘ ‚·ıÌÔ‡, fiÙ·Ó Ï = 2
ii) 2Ô˘ ‚·ıÌÔ‡, fiÙ·Ó Ï � 2. 

ŒÓ·˜ Ì·ıËÙ‹˜ Ï‡ÓÔÓÙ·˜ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË x2 = 6x ·ÏÔÔ›ËÛÂ ÌÂ ÙÔ x Î·È ‚Ú‹ÎÂ fiÙÈ ¤¯ÂÈ
ÌÔÓ·‰ÈÎ‹ Ï‡ÛË ÙË x = 6. ¶·Ú·ÙËÚÒÓÙ·˜ fiÌˆ˜ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË ‰È·›ÛÙˆÛÂ fiÙÈ Â·ÏË-
ıÂ‡ÂÙ·È Î·È ÁÈ· x = 0. ¶Ô‡ ¤ÁÈÓÂ ÙÔ Ï¿ıÔ˜ Î·È ¯¿ıËÎÂ Ë Ï‡ÛË x = 0;

33

22
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M¤ÚÔ˜ ∞ - ∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 2Ô

ññ BÁ¿˙Ô˘ÌÂ ÎÔÈÓfi ·Ú¿ÁÔÓÙ· ÙÔ 2x – 1.

ñ O ‰Â‡ÙÂÚÔ˜ ·Ú¿ÁÔÓÙ·˜ ÙÔ˘ ÁÈÓÔÌ¤ÓÔ˘
Â›Ó·È ·Ó¿Ù˘ÁÌ· ÙÂÙÚ·ÁÒÓÔ˘.
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2.2 EEÍÍÈÈÛÛÒÒÛÛÂÂÈÈ˜̃  ‰‰ÂÂ˘̆ÙÙ¤¤ÚÚÔÔ˘̆  ‚‚··ııÌÌÔÔ‡‡

¡· Ï‡ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜:
··)) (x – 4)(x + 1) = 0 ‚‚)) y(y + 5) = 0 ÁÁ)) (3 – ˆ)(2ˆ + 1) = 0

‰‰)) 7x(x – 7) = 0                  ÂÂ)) 3y( – 2) = 0            ÛÛÙÙ)) ( – ˆ)(2ˆ – 1) = 0

¡· Ï‡ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜:
··)) x2 = 7x ‚‚)) –y2 = 9y ÁÁ)) 2ˆ2 – 72 = 0

‰‰)) –2t2 – 18 = 0 ÂÂ)) –0,2Ê2 + 3,2 = 0 ÛÛÙÙ)) – 0,5z = 0 

¡· Ï‡ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜:
··)) (2x – 1)2 – 1 = 0 ‚‚)) 3(x + 2)2 = 12 ÁÁ)) (x + 1)2 = 2x

‰‰)) = 27 ÂÂ)) (3x – 1)2 – 4x2 = 0 ÛÛÙÙ)) (x + ��3)2 – 3 = 0

¡· Ï‡ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜:
··)) (3x + 1)2 = 5(3x + 1) ‚‚)) 0,5(1 – y)2 = 18 ÁÁ)) (2ˆ2 + 1)(ˆ2 – 16) = 0

¡· Ï‡ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜:
··)) x(x – 4) = –4 ‚‚)) y2 + y – 12 = 0 ÁÁ)) ˆ2 – 2ˆ – 15 = 0
‰‰)) 2t2 – 7t + 6 = 0 ÂÂ)) 3Ê2 + 1 = 4Ê ÛÛÙÙ)) 5z2 – 3z – 8 = 0

¡· Ï‡ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜:
··)) 25x2 + 10x + 1 = 0 ‚‚)) y2(y – 2) + 4y(y – 2) + 4y – 8 = 0
ÁÁ)) ˆ2 + 2006ˆ – 2007 = 0

¡· Ï‡ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜:
··)) x2 – (· + ‚)x + ·‚ = 0 ‚‚)) x2 – ( ��3 – 1)x – ��3 = 0

OOÚÚÈÈ˙̇fifiÓÓÙÙÈÈ··::
11.. MË ÌË‰ÂÓÈÎ‹ Ú›˙· ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ x2 = 12x

– ƒ›˙· ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ x2 + 225 = 30x
22.. °ÈÓfiÌÂÓÔ ÚÈ˙ÒÓ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ x(x + 4) + 8(x + 4) = 0
33.. ÕıÚÔÈÛÌ· ÚÈ˙ÒÓ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ x2 – 10x + 9 = 0
44.. ∏ ·fiÏ˘ÙË ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ ÁÈÓÔÌ¤ÓÔ˘ ÙˆÓ ÚÈ˙ÒÓ ÙË˜

ÂÍ›ÛˆÛË˜ x2 = 25
– H ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚË Ú›˙· ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ x2 = 32x

∫∫¿¿ııÂÂÙÙ··::
11.. ƒ›˙· ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ x2 – 20x + 100 = 0
22.. To ·Î¤Ú·ÈÔ ËÏ›ÎÔ ÙˆÓ ÚÈ˙ÒÓ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ x(x – 15) = x – 15
33.. To ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÙˆÓ ÚÈ˙ÒÓ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ (x – 5)2 – (x – 5) = 0
44.. MË ·ÚÓËÙÈÎ‹ Ú›˙· ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ x2 – 144 = 0
55.. ƒ›˙· ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ x2(x – 12) + 2007(x – 12) = 0

88
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(x – 9)2
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∂∂››ÏÏ˘̆ÛÛËË  ÂÂÍÍÈÈÛÛÒÒÛÛÂÂˆ̂ÓÓ  ‰‰ÂÂ˘̆ÙÙ¤¤ÚÚÔÔ˘̆  ‚‚··ııÌÌÔÔ‡‡  ÌÌÂÂ  ÙÙËË  ‚‚ÔÔ‹‹ııÂÂÈÈ··  ÙÙ‡‡ÔÔ˘̆
™ÙËÓ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË ÂÓfiÙËÙ· ÂÊ·ÚÌfiÛ·ÌÂ ÙË Ì¤ıÔ‰Ô «Û˘ÌÏ‹ÚˆÛË˜ ÙÂÙÚ·ÁÒÓÔ˘» ÁÈ· Ó·
Ï‡ÛÔ˘ÌÂ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË x2 + 15x – 16 = 0. ∆Ë Ì¤ıÔ‰Ô ·˘Ù‹ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ÙËÓ
ÂÊ·ÚÌfiÛÔ˘ÌÂ Î·È ÁÈ· Ó· Ï‡ÛÔ˘ÌÂ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË ‰Â˘Ù¤ÚÔ˘ ‚·ıÌÔ‡ ÛÙË ÁÂÓÈÎ‹ ÙË˜ ÌÔÚÊ‹,
·x2 + ‚x + Á = 0 ÌÂ · � 0. Œ¯Ô˘ÌÂ ‰È·‰Ô¯ÈÎ¿:

∞Ó Û˘Ì‚ÔÏ›ÛÔ˘ÌÂ ÙËÓ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ‚2 – 4·Á ÌÂ ÙÔ ÁÚ¿ÌÌ· ¢, ÙfiÙÂ Ë ÂÍ›ÛˆÛË ÁÚ¿ÊÂÙ·È
(2·x + ‚)2 = ¢ Î·È ‰È·ÎÚ›ÓÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ ÂÍ‹˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜:

ñ ∞Ó ¢¢  >>  00, ÙfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ: ñ ∞Ó ¢¢  ==  00, ÙfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ:
2·x + ‚ = ±��¢ (2·x + ‚)2 = 0
2·x = –‚ ± ��¢ 2·x + ‚ = 0

x = 2·x = –‚

x = –

ÕÚ· Ë ÂÍ›ÛˆÛË ¤¯ÂÈ ‰‰‡‡ÔÔ  ¿¿ÓÓÈÈÛÛÂÂ˜̃  ÏÏ‡‡ÛÛÂÂÈÈ˜̃, ÕÚ· Ë ÂÍ›ÛˆÛË ¤¯ÂÈ ÌÌ››··  ‰‰ÈÈÏÏ‹‹  ÏÏ‡‡ÛÛËË,

ÙÈ˜ x = Î·È x =  ÙËÓ x = –

ñ ∞Ó ¢¢  <<  00, ÙfiÙÂ Ë ÂÍ›ÛˆÛË ‰‰ÂÂÓÓ  ¤¤¯̄ÂÂÈÈ  ÏÏ‡‡ÛÛËË (··‰‰‡‡ÓÓ··ÙÙËË).

∏ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ‚2 – 4·Á, fiˆ˜ Â›‰·ÌÂ, ·›˙ÂÈ ÛËÌ·ÓÙÈÎfi ÚfiÏÔ ÛÙËÓ Â›Ï˘ÛË ÙË˜ ÂÍ›Ûˆ-
ÛË˜ ·x2 + ‚x + Á = 0 ÌÂ · � 0, ÁÈ·Ù› Ì·˜ ÂÈÙÚ¤ÂÈ Ó· ‰È·ÎÚ›ÓÔ˘ÌÂ ÙÔ Ï‹ıÔ˜ ÙˆÓ
Ï‡ÛÂÒÓ ÙË˜. °È’ ·˘Ùfi Ï¤ÁÂÙ·È ‰‰ÈÈ··ÎÎÚÚ››ÓÓÔÔ˘̆ÛÛ·· Î·È Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ ÙÔ ÁÚ¿ÌÌ· ¢, ‰ËÏ·‰‹

™˘ÌÂÚ·›ÓÔ˘ÌÂ ÏÔÈfiÓ fiÙÈ:
∏ ÂÍ›ÛˆÛË ·x2 + ‚x + Á = 0 ÌÂ · � 0.
ñ ∞Ó ¢¢  >>  00, ¤¯ÂÈ ‰‰‡‡ÔÔ  ¿¿ÓÓÈÈÛÛÂÂ˜̃  ÏÏ‡‡ÛÛÂÂÈÈ˜̃ ÙÈ˜ x = 

ñ ∞Ó ¢¢  ==  00, ¤¯ÂÈ ÌÌ››··  ‰‰ÈÈÏÏ‹‹  ÏÏ‡‡ÛÛËË ÙËÓ x = –

ñ ∞Ó ¢¢  <<  00, ‰‰ÂÂÓÓ  ¤¤¯̄ÂÂÈÈ  ÏÏ‡‡ÛÛËË (·‰‡Ó·ÙË).

‚
2·

–‚ ±��¢
2·

¢ = ‚2 – 4·Á

‚
2·

–‚ – ��¢
2·

–‚ + ��¢
2·

‚
2·

–‚ ± ��¢
2·

BB
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·x2 + ‚x + Á = 0

4· � ·x2 + 4· � ‚x + 4· � Á = 0

4·2x2 + 4·‚x = –4·Á

(2·x)2 + 2 � 2·x � ‚ = –4·Á

(2·x)2 + 2 � 2·x � ‚ + ‚2 = ‚2 – 4·Á

(2·x + ‚)2 = ‚2 – 4·Á

ñ ¶ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿˙Ô˘ÌÂ fiÏÔ˘˜ ÙÔ˘˜ fiÚÔ˘˜ ÌÂ 4·.

ñ ªÂÙ·Ê¤ÚÔ˘ÌÂ ÙÔ ÛÙ·ıÂÚfi fiÚÔ ÛÙÔ ‚� Ì¤ÏÔ˜. 

ñ ™ÙÔ ·� Ì¤ÏÔ˜ ¤¯Ô˘ÌÂ ‰‡Ô fiÚÔ˘˜ ÙÔ˘ ·Ó·Ù‡ÁÌ·
ÙÔ˜ (2·x + ‚)2. °È· Ó· Û˘ÌÏËÚÒÛÔ˘ÌÂ ÙÔ
ÙÂÙÚ¿ÁˆÓÔ ÙÔ˘ 2·x + ‚ ÚÔÛı¤ÙÔ˘ÌÂ Î·È ÛÙ·
‰‡Ô Ì¤ÏË ÙÔ ‚2.
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NN··  ÏÏ˘̆ııÔÔ‡‡ÓÓ  ÔÔÈÈ  ÂÂÍÍÈÈÛÛÒÒÛÛÂÂÈÈ˜̃::
··)) 22xx22 ++  55xx  ++  33  ==  00 ‚‚)) 66xx22 ––  55xx  ++  22  ==  00 ÁÁ)) ––1166xx22 ++  88xx  ––  11  ==  00

Λύση
··)) ™ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË 2x2 + 5x + 3 = 0 Â›Ó·È · = 2, ‚ = 5, Á = 3, ÔfiÙÂ Ë ‰È·ÎÚ›ÓÔ˘Û·

Â›Ó·È ¢ = ‚2 – 4·Á = 52 – 4 � 2 � 3 = 25 – 24 = 1 > 0.

ÕÚ· Ë ÂÍ›ÛˆÛË ¤¯ÂÈ ‰‡Ô Ï‡ÛÂÈ˜, ÙÈ˜ x = = = ,

‰ËÏ·‰‹ Â›Ó·È x = = –1    ‹    x =  = –

‚‚)) ™ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË 6x2 – 5x + 2 = 0 Â›Ó·È · = 6, ‚ = –5, Á = 2, ÔfiÙÂ Ë ‰È·ÎÚ›ÓÔ˘Û·
Â›Ó·È ¢ = ‚2 – 4·Á = (–5)2 – 4 � 6 � 2 = 25 – 48 = –23 < 0.
ÕÚ· Ë ÂÍ›ÛˆÛË ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ Ï‡ÛË (·‰‡Ó·ÙË).

ÁÁ)) ™ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË –16x2 + 8x – 1 = 0 Â›Ó·È · = –16, ‚ = 8, Á = –1, ÔfiÙÂ Ë ‰È·ÎÚ›-
ÓÔ˘Û· Â›Ó·È ¢ = ‚2 – 4·Á = 82 – 4 � (–16) � (–1) = 64 – 64 = 0.

ÕÚ· Ë ÂÍ›ÛˆÛË ¤¯ÂÈ Ì›· ‰ÈÏ‹ Ï‡ÛË, ÙËÓ x = – = – = 

NN··  ÏÏ˘̆ııÔÔ‡‡ÓÓ  ÔÔÈÈ  ÂÂÍÍÈÈÛÛÒÒÛÛÂÂÈÈ˜̃::
··)) 99xx22 ––  ((55xx  ––  11))22 ==  22xx ‚‚)) –– ==

Λύση
··)) 9x2 – (5x – 1)2 = 2x ‚‚)) – = 

9x2 – (25x2 – 10x + 1) = 2x
9x2 – 25x2 + 10x – 1 – 2x = 0 6 � – 6 � = 6 � 
–16x2 + 8x – 1 = 0

x = (‰ÈÏ‹ Ï‡ÛË)
2x(x + 3) – (x – 6) = 3

(¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 1Á)
2x2 + 6x – x + 6 – 3 = 0
2x2 + 5x + 3 = 0

x = –1   ‹   x = – (¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 1·)

··)) ¡¡··  ÏÏ˘̆ııÂÂ››  ËË  ÂÂÍÍ››ÛÛˆ̂ÛÛËË  22xx22 ––  88xx  ++  66  ==  00..
‚‚))  ¡¡··  ··ÚÚ··ÁÁÔÔÓÓÙÙÔÔÔÔÈÈËËııÂÂ››  ÙÙÔÔ  ÙÙÚÚÈÈÒÒÓÓ˘̆ÌÌÔÔ  22xx22 ––  88xx  ++  66..

Λύση
··)) ™ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË 2x2 – 8x + 6 = 0 Â›Ó·È · = 2, ‚ = –8, Á = 6, ÔfiÙÂ Ë ‰È·ÎÚ›ÓÔ˘Û·

Â›Ó·È ¢ = ‚2 – 4·Á = (–8)2 – 4 � 2 � 6 = 64 – 48 = 16 > 0.

ÕÚ· Ë ÂÍ›ÛˆÛË ¤¯ÂÈ ‰‡Ô Ï‡ÛÂÈ˜, ÙÈ˜ x = ‹  x = = ,

‰ËÏ·‰‹ Â›Ó·È x = 3  ‹  x = 1.

‚‚)) 2x2 – 8x + 6 = 2(x2 – 4x + 3) = 2(x2 – 3x – x + 3) = 2 �x(x – 3) – (x – 3)� =
= 2(x – 3)(x – 1)

8 ± 4
4

–(–8) ±��16
2 � 2

–‚ ±��¢
2·

33

3
2

1
4

1
2

x – 6
6

x(x + 3)
3

1
2

x – 6
6

x(x + 3)
3

11
22

xx  –– 66
66

xx((xx  ++  33))
33

22

1
4

8
2 � (–16)

‚
2·

3
2

–5 – 1
4

–5 + 1
4

–5 ± 1
4

–5 ± ��1
2 � 2

–‚ ± ��¢
2·
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M¤ÚÔ˜ ∞ - ∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 2Ô

¶¶··ÚÚ··ÁÁÔÔÓÓÙÙÔÔÔÔ››ËËÛÛËË  ÙÙÚÚÈÈˆ̂ÓÓ‡‡ÌÌÔÔ˘̆
™ÙÔ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÔ ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· ‰È·ÈÛÙÒÛ·ÌÂ fiÙÈ:
ñ √È Ï‡ÛÂÈ˜ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ 2x2 – 8x + 6 = 0 Â›Ó·È ÔÈ ·ÚÈıÌÔ› 33 Î·È 11.
ñ ∆Ô ÙÚÈÒÓ˘ÌÔ 2x2 – 8x + 6 ·Ó·Ï‡ÂÙ·È ÛÂ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ·Ú·ÁfiÓÙˆÓ ˆ˜ ÂÍ‹˜:

22x2 – 8x + 6 = 22(x – 33)(x – 11)

∞∞ÓÓ  ÚÚ11,,  ÚÚ22 ÂÂ››ÓÓ··ÈÈ  ÔÔÈÈ  ÏÏ‡‡ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÙÙËË˜̃  ÂÂÍÍ››ÛÛˆ̂ÛÛËË˜̃  ··xx22 ++  ‚‚xx  ++  ÁÁ  ==  00  ÌÌÂÂ  ··  � 00,,  ÙÙfifiÙÙÂÂ  ÙÙÔÔ  ÙÙÚÚÈÈÒÒÓÓ˘̆ÌÌÔÔ
··xx22 ++  ‚‚xx  ++  ÁÁ  ··ÚÚ··ÁÁÔÔÓÓÙÙÔÔÔÔÈÈÂÂ››ÙÙ··ÈÈ  ÛÛ‡‡ÌÌÊÊˆ̂ÓÓ··  ÌÌÂÂ  ÙÙÔÔÓÓ  ÙÙ‡‡ÔÔ

··xx22 ++  ‚‚xx  ++  ÁÁ  ==  ··((xx  ––  ÚÚ11))((xx  ––  ÚÚ22))

°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, Ë ÂÍ›ÛˆÛË 2x2 + 5x + 3 = 0 ¤¯ÂÈ Ï‡ÛÂÈ˜ ÙÈ˜ –1 Î·È – (·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 1·).

ÕÚ· ÙÔ ÙÚÈÒÓ˘ÌÔ 2x2 + 5x + 3 ÁÚ¿ÊÂÙ·È

2x2 + 5x + 3 = 2�x – (–1)� �x – (– )� = 2(x + 1)(x + )
OÌÔ›ˆ˜ Ë ÂÍ›ÛˆÛË –16x2 + 8x – 1 = 0 ¤¯ÂÈ Ì›· ‰ÈÏ‹ Ï‡ÛË, ÙËÓ x = (·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 1Á).

ÕÚ· ÙÔ ÙÚÈÒÓ˘ÌÔ –16x2 + 8x – 1 ÁÚ¿ÊÂÙ·È

–16x2 + 8x – 1 = –16(x – )(x – ) = –16(x – )2

AÓ ¢ Â›Ó·È Ë ‰È·ÎÚ›ÓÔ˘Û· ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ ·x2 + ‚x + Á = 0 ÌÂ · � 0, ÙfiÙÂ Ó· ·ÓÙÈ-
ÛÙÔÈ¯›ÛÂÙÂ ÛÂ Î¿ıÂ ÂÚ›ÙˆÛË ÙË˜ ÛÙ‹ÏË˜ (∞) ÙÔ ÛˆÛÙfi Û˘Ì¤Ú·ÛÌ· ·fi ÙË ÛÙ‹ÏË (µ).

N· ¯·Ú·ÎÙËÚ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜ ÌÂ (™), ·Ó Â›Ó·È ÛˆÛÙ¤˜ ‹ ÌÂ (§), ·Ó
Â›Ó·È Ï·Óı·ÛÌ¤ÓÂ˜.
··)) ∞Ó Ì›· ÂÍ›ÛˆÛË 2Ô˘ ‚·ıÌÔ‡ ¤¯ÂÈ ‰È·ÎÚ›ÓÔ˘Û· ıÂÙÈÎ‹, ÙfiÙÂ ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ Ï‡ÛË.
‚‚)) ∞Ó Ì›· ÂÍ›ÛˆÛË 2Ô˘ ‚·ıÌÔ‡ ¤¯ÂÈ ‰È·ÎÚ›ÓÔ˘Û· ıÂÙÈÎ‹ ‹ ÌË‰¤Ó, ÙfiÙÂ ¤¯ÂÈ

Ì›· ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ Ï‡ÛË.

ÁÁ)) ∏ ÂÍ›ÛˆÛË 2x2 + 4x – 6 = 0 ¤¯ÂÈ ˆ˜ Ï‡ÛÂÈ˜ ÙÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ 1 Î·È –3,
ÔfiÙÂ ÙÔ ÙÚÈÒÓ˘ÌÔ 2x2 + 4x – 6 ÁÚ¿ÊÂÙ·È 2x2 + 4x – 6 = (x – 1)(x + 3).

22

11.. ∏ ÂÍ›ÛˆÛË ¤¯ÂÈ Ì›· ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ Ï‡ÛË.

22.. ∏ ÂÍ›ÛˆÛË ¤¯ÂÈ ‰‡Ô ¿ÓÈÛÂ˜ Ï‡ÛÂÈ˜.

33.. ∏ ÂÍ›ÛˆÛË ¤¯ÂÈ Ì›· ‰ÈÏ‹ Ï‡ÛË.

44.. ∏ ÂÍ›ÛˆÛË ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ Ï‡ÛË.

··.. ¢ > 0

‚‚.. ¢ = 0

ÁÁ.. ¢ � 0

‰‰.. ¢ < 0

™Ù‹ÏË µ™Ù‹ÏË ∞

11
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4

1
4
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3
2

3
2

3
2

Γενικά
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N· ‚ÚÂ›ÙÂ ÔÈÂ˜ ·fi ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ Â›Ó·È ÚÔÙÈÌfiÙÂÚÔ Ó· Ï˘ıÔ‡Ó ÌÂ ÙË
‚Ô‹ıÂÈ· ÙÔ˘ Ù‡Ô˘
··)) 2x2 = 7x ‚‚)) 3x2 – 2x + 8 = 0 ÁÁ)) –2x2 + 50 = 0 ‰‰)) 5x2 + x – 4 = 0

¡· Ê¤ÚÂÙÂ ÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ÙË˜ ÚÒÙË˜ ÛÙ‹ÏË˜ ÛÙË ÌÔÚÊ‹ ·x2 + ‚x + Á = 0 Î·È Ó·
Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÈ˜ ˘fiÏÔÈÂ˜ ÛÙ‹ÏÂ˜ ÙÔ˘ ›Ó·Î·.

¡· Ï‡ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜:
··)) x2 – x – 2 = 0 ‚‚)) 4y2 + 3y – 1 = 0 ÁÁ)) –2ˆ2 + ˆ + 6 = 0
‰‰)) 2z2 – 3z + 1 = 0 ÂÂ)) –25t2 + 10t – 1 = 0 ÛÛÙÙ)) 4x2 – 12x + 9 = 0
˙̇)) 3x2 + 18x + 27 = 0 ËË)) x2 – 4x = 5 ıı)) x2 – 3x + 7 = 0

¡· Ï‡ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜: ··)) x2 – 7x = 0 ‚‚)) x2 – 16 = 0
ii)) ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙÔ˘ Ù‡Ô˘ iiii)) ÌÂ ·Ó¿Ï˘ÛË ÛÂ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ·Ú·ÁfiÓÙˆÓ

¡· Ï‡ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜:
··)) 3x2 – 2(x – 1) = 2x + 1 ‚‚)) (y + 2)2 + (y – 1)2 = 5(2y + 3)
ÁÁ)) (2ˆ – 3)2 – (ˆ – 2)2 = 2ˆ2 – 11 ‰‰)) Ê(8 – Ê) – (3Ê + 1)(Ê + 2) = 1

¡· Ï‡ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜:

··)) – = x – 2 ‚‚)) – = – 2

ÁÁ)) 0,5t2 – 0,4(t + 2) = 0,7(t – 2) ‰‰)) (��3ˆ – 7) = –��3

¡· ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈ‹ÛÂÙÂ Ù· ÙÚÈÒÓ˘Ì·:
··)) x2 + 4x – 12 ‚‚)) 3y2 – 8y + 5 ÁÁ)) –2ˆ2 + 5ˆ – 3
‰‰)) x2 – 16x + 64 ÂÂ)) 9y2 + 12y + 4 ÛÛÙÙ)) –ˆ2 + 10ˆ – 25

∞Ó ·, ‚ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ› ÌÂ · � 0, Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ ÔÈ ·Ú·Î¿Ùˆ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜
¤¯Ô˘Ó Ì›· ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ Ï‡ÛË
··)) ·x2 – x + 1 – · = 0          ‚‚)) ·x2 + (· + ‚)x + ‚ = 0

¢›ÓÂÙ·È Ë ÂÍ›ÛˆÛË (· + Á)x2 – 2‚x + (· – Á) = 0, fiÔ˘ ·, ‚, Á Â›Ó·È Ù· Ì‹ÎË ÙˆÓ
ÏÂ˘ÚÒÓ ÙÚÈÁÒÓÔ˘ ∞µ°. ∞Ó Ë ÂÍ›ÛˆÛË ¤¯ÂÈ Ì›· ‰ÈÏ‹ Ï‡ÛË, Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ ÙÔ
ÙÚ›ÁˆÓÔ ∞µ° Â›Ó·È ÔÚıÔÁÒÓÈÔ.

88

77

66

ˆ
2

y – 2
6

6y + 1
4

y2

3
x + 3

5
x2 – 1

3

55

44

33

22

(x – 1)2 = 2(x2 – x)

3x2 + 4 = 2(x + 2)

x (x – 1) = –2

ÁÁ‚‚····xx 22 ++  ‚‚xx  ++  ÁÁ  ==  00EEÍÍ››ÛÛˆ̂ÛÛËË

11
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™Â ÌÈ· ‚·‚˘ÏˆÓÈÎ‹ Ï¿Î· (ÂÚ›Ô˘ 1650 .Ã.) ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ ¯·Ú·ÁÌ¤ÓÔ Î·È Ï˘Ì¤ÓÔ ÙÔ ·Ú·Î¿Ùˆ
Úfi‚ÏËÌ·(*):
« ∞Ó ·fi ÙËÓ ÂÈÊ¿ÓÂÈ· ÂÓfi˜ ÙÂÙÚ·ÁÒÓÔ˘ ·Ê·ÈÚ¤Ûˆ ÙËÓ ÏÂ˘Ú¿ ÙÔ˘, ı· ‚Úˆ 870. ¡· ‚ÚÂıÂ› Ë
ÏÂ˘Ú¿ ÙÔ˘ ÙÂÙÚ·ÁÒÓÔ˘».
∆Ô˘˜ Ï·Ô‡˜ ÙË˜ ªÂÛÔÔÙ·Ì›·˜ ‰ÂÓ ÙÔ˘˜ ··Û¯ÔÏÔ‡ÛÂ Ë ÁÂˆÌÂÙÚÈÎ‹ ¤ÓÓÔÈ· ÙË˜ ÔÛfiÙËÙ·˜,
·ÏÏ¿ Ë ›‰È· ÔÛfiÙËÙ·, fiˆ˜ ·˘Ù‹ ÂÎÊÚ¿˙ÂÙ·È ÌÂ ÙÔ˘˜ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ (°È’ ·˘Ùfi
ÚfiÛıÂÙ·Ó Ì‹ÎÔ˜ ÌÂ ÂÈÊ¿ÓÂÈ·).
∞Ó ¯ÚËÛÈÌÔÔÈ‹ÛÔ˘ÌÂ ÛËÌÂÚÈÓfi Û˘Ì‚ÔÏÈÛÌfi Î·È ˘Ôı¤ÛÔ˘ÌÂ fiÙÈ Ë ÏÂ˘Ú¿ ÙÔ˘ ÙÂÙÚ·ÁÒÓÔ˘
Â›Ó·È x, ÙfiÙÂ Ë Ï‡ÛË ÙÔ˘ ÚÔ‚Ï‹Ì·ÙÔ˜ Ô‰ËÁÂ› ÛÙË Ï‡ÛË ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ x2 – x = 870.
O B·‚˘ÏÒÓÈÔ˜ ÁÚ·Ê¤·˜ ÙË˜ Ï¿Î·˜ Ì·˜ ÚÔÙÂ›ÓÂÈ Ó· Ï‡ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ Úfi‚ÏËÌ· ·˘Ùfi
·ÎÔÏÔ˘ıÒÓÙ·˜ Ù· ·Ú·Î¿Ùˆ ‚‹Ì·Ù·:

➤ ¶¿ÚÂ ÙÔ ÌÈÛfi ÙÔ˘ 1 Ô˘ Â›Ó·È ÙÔ .

➤ ¶ÔÏÏ·Ï·Û›·ÛÂ ÙÔ ÌÂ ÙÔ , ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ· .

➤ ¶ÚfiÛıÂÛÂ ÙÔ ÛÙÔ 870 Î·È ı· ‚ÚÂÈ˜ 870 .

➤ ∆Ô 870 , Â›Ó·È ÙÔ ÙÂÙÚ¿ÁˆÓÔ ÙÔ˘ 29 .

➤ ¶ÚfiÛıÂÛÂ ÛÙÔ  29 ÙÔ (Ô˘ ‚Ú‹ÎÂ˜ ·Ú¯ÈÎ¿)

Î·È ı· ‚ÚÂÈ˜ 30.

➤ ∞˘Ù‹ Â›Ó·È Ë ÏÂ˘Ú¿ ÙÔ˘ ÙÂÙÚ·ÁÒÓÔ˘.

ñ N· Ï‡ÛÂÙÂ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË ÌÂ ÙË Ì¤ıÔ‰Ô Ô˘ Ì¿ı·ÙÂ ÛÙËÓ ÂÓfiÙËÙ· ·˘Ù‹ Î·È Ó· ÙË Û˘ÁÎÚ›ÓÂÙÂ

ÌÂ ÙËÓ Ú·ÎÙÈÎ‹ Ì¤ıÔ‰Ô ÌÂ ÙËÓ ÔÔ›· ¤Ï˘Ó·Ó ÔÈ µ·‚˘ÏÒÓÈÔÈ ÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ 2Ô˘ ‚·ıÌÔ‡.

∆È ·Ú·ÙËÚÂ›ÙÂ;

ñ ∞ÎÔÏÔ˘ıÒÓÙ·˜ Ù· ‚‹Ì·Ù· ÙˆÓ µ·‚˘ÏˆÓ›ˆÓ Ó· Ï‡ÛÂÙÂ Î·È ÙÔ ·Ú·Î¿Ùˆ Úfi‚ÏËÌ· Ô˘

Â›Ó·È ¯·Ú·ÁÌ¤ÓÔ ÛÙËÓ ›‰È· Ï¿Î·. «∞Ó ÛÙËÓ ÂÈÊ¿ÓÂÈ· ÂÓfi˜ ÙÂÙÚ·ÁÒÓÔ˘ ÚÔÛı¤Ûˆ ÙËÓ

ÏÂ˘Ú¿ ÙÔ˘, ı· ‚Úˆ . ¶ÔÈ· Â›Ó·È Ë ÏÂ˘Ú¿ ÙÔ˘ ÙÂÙÚ·ÁÒÓÔ˘;»

(*)(∞fi ÙÔ ‚È‚Ï›Ô ÙÔ˘ £. ∂Í·Ú¯¿ÎÔ˘: πÛÙÔÚ›· ÙˆÓ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ, ∆· ª·ıËÌ·ÙÈÎ¿ ÙˆÓ
µ·‚˘ÏˆÓ›ˆÓ Î·È ÙˆÓ ∞Ú¯·›ˆÓ ∞ÈÁ˘Ù›ˆÓ, ÙfiÌÔ˜ ∞�, ∞ı‹Ó· 1997.

3
4

1
2

1
2

1
2

1
4

1
4

1
4

1
4

1
2

1
2

1
2

∂¡∞ £∂ª∞ ∞¶√ ∆∏¡ π™∆√ƒπ∞ ∆ø¡ ª∞£∏ª∞∆π∫ø¡

ñ To 1 Â›Ó·È Ô Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹˜ ÙÔ˘ x.
(√È µ·‚˘ÏÒÓÈÔÈ ‰Â ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡-
Û·Ó ·ÚÓËÙÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜).

ñ √È µ·‚˘ÏÒÓÈÔÈ ÁÈ· Ó· ‚Ú›ÛÎÔ˘Ó ÙËÓ 
ÙÂÙÚ·ÁˆÓÈÎ‹ Ú›˙· ·ÚÈıÌÒÓ Â›¯·Ó
Î·Ù·ÛÎÂ˘¿ÛÂÈ ›Ó·ÎÂ˜ ÌÂ Ù· ÙÂÙÚ¿-
ÁˆÓ· ÙˆÓ ·ÚÈıÌÒÓ.

ñ ŒÎ·Ó·Ó ÚfiÛıÂÛË, fiÙ·Ó ÛÙËÓ ÂÍ›Ûˆ-
ÛË ˘‹Ú¯Â ·Ê·›ÚÂÛË (.¯. x2 – x)
Î·È ·Ê·›ÚÂÛË, fiÙ·Ó ÛÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË
˘‹Ú¯ÂÈ ÚfiÛıÂÛË (.¯. x2 + x)

98
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99

ªÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙˆÓ ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ 2Ô˘ ‚·ıÌÔ‡ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· Ï‡ÛÔ˘ÌÂ ÔÏÏ¿ ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù·
ÙË˜ Î·ıËÌÂÚÈÓ‹˜ Ì·˜ ˙ˆ‹˜, ÙË˜ √ÈÎÔÓÔÌ›·˜, ÙË˜ º˘ÛÈÎ‹˜ Î.Ù.Ï.

∆∆ÔÔ  ÂÂÌÌ‚‚··‰‰fifiÓÓ  ÌÌÈÈ··  ÎÎÔÔÏÏ˘̆ÌÌ‚‚ËËÙÙÈÈÎÎ‹‹˜̃  ÈÈÛÛ››ÓÓ··˜̃  ÂÂ››ÓÓ··ÈÈ  440000  mm22..
NN··  ‚‚ÚÚÂÂ››ÙÙÂÂ  ÙÙÈÈ˜̃  ‰‰ÈÈ··ÛÛÙÙ¿¿ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÙÙËË˜̃,,  ··ÓÓ  ··˘̆ÙÙ¤¤˜̃  ¤¤¯̄ÔÔ˘̆ÓÓ
¿¿ııÚÚÔÔÈÈÛÛÌÌ··  4411  mm..

∞Ó Ë Ì›· ‰È¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ ÈÛ›Ó·˜ Â›Ó·È x, ÙfiÙÂ Ë ¿ÏÏË ı· Â›Ó·È 41 – x, ·ÊÔ‡ ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ¿
ÙÔ˘˜ Â›Ó·È 41 m. ∂ÂÈ‰‹ ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙË˜ ÈÛ›Ó·˜ Â›Ó·È 400 m2, ¤¯Ô˘ÌÂ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË
x(41 – x) = 400 ‹ 41x – x2 = 400 ‹ x2 – 41x + 400 = 0.
™ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË ·˘Ù‹ Â›Ó·È · = 1, ‚ = –41, Á = 400, ÔfiÙÂ Ë ‰È·ÎÚ›ÓÔ˘Û· Â›Ó·È
¢ = ‚2 – 4·Á = (–41)2 – 4 � 1 � 400 = 1681 – 1600 = 81 > 0.

ÕÚ· Ë ÂÍ›ÛˆÛË ¤¯ÂÈ ‰‡Ô Ï‡ÛÂÈ˜, ÙÈ˜ x =  =  =  ,

‰ËÏ·‰‹ Â›Ó·È x = 25  ‹  x = 16.
AÓ x = 25, ÙfiÙÂ 41 – x = 41 – 25 = 16, ÂÓÒ ·Ó x = 16, ÙfiÙÂ 41 – x = 41 – 16 = 25.
EÔÌ¤Óˆ˜, Î·È ÛÙÈ˜ ‰‡Ô ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ ÔÈ ‰È·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ÙË˜ ÈÛ›Ó·˜ Â›Ó·È 25 m Î·È 16 m.

ŒŒÓÓ··˜̃  ÔÔÈÈÎÎÔÔÓÓÔÔÌÌÔÔÏÏfifiÁÁÔÔ˜̃  ˘̆ÔÔÏÏfifiÁÁÈÈÛÛÂÂ  fifiÙÙÈÈ  ÌÌÈÈ··  ‚‚ÈÈÔÔÙÙÂÂ¯̄ÓÓ››··  ÚÚÔÔ‡‡¯̄ˆ̂ÓÓ  ÁÁÈÈ··  ÓÓ··  ÎÎ··ÙÙ··ÛÛÎÎÂÂ˘̆¿¿ÛÛÂÂÈÈ  xx

ÔÔ˘̆ÎÎ¿¿ÌÌÈÈÛÛ··  ÍÍÔÔ‰‰ÂÂ‡‡ÂÂÈÈ  xx22 ++  2200xx  ++  550000  ÂÂ˘̆ÚÚÒÒ..  ∞∞ÓÓ  ËË  ‚‚ÈÈÔÔÙÙÂÂ¯̄ÓÓ››··  ÔÔ˘̆ÏÏ¿¿ÂÂÈÈ  ÎÎ¿¿ııÂÂ  ÔÔ˘̆ÎÎ¿¿ÌÌÈÈ--  

ÛÛÔÔ  6600  C,,  fifiÛÛ··  ÔÔ˘̆ÎÎ¿¿ÌÌÈÈÛÛ··  ÚÚ¤¤ÂÂÈÈ  ÓÓ··  ÔÔ˘̆ÏÏ‹‹ÛÛÂÂÈÈ,,  ÒÒÛÛÙÙÂÂ  ÓÓ··  ÎÎÂÂÚÚ‰‰››ÛÛÂÂÈÈ  33550000  C;;

∞Ó Ë ‚ÈÔÙÂ¯Ó›· Ô˘Ï‹ÛÂÈ x Ô˘Î¿ÌÈÛ·, ı· ÂÈÛÚ¿ÍÂÈ 60x C, ÔfiÙÂ ı· ÎÂÚ‰›ÛÂÈ

60x – ( x2 + 20x + 500) C.

∂ÂÈ‰‹ ı¤ÏÔ˘ÌÂ ÙÔ Î¤Ú‰Ô˜ Ó· Â›Ó·È 3500 C ¤¯Ô˘ÌÂ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË

60x – ( x2 + 20x + 500) = 3500  ‹

60x – x2 – 20x – 500 = 3500

600x – x2 – 200x – 5000 = 35000
x2 – 400x + 40000 = 0

1
10

1
10

1
10

Λύση

11
1100

Πρόβληìα 2ο

41 ± 9
2

41 ± ��81
2 � 1

–‚ ± ��¢
2·

Λύση

Πρόβληìα 1ο

¶ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ ‰Â˘Ù¤ÚÔ˘ ‚·ıÌÔ‡22.. 33
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H ‰È·ÎÚ›ÓÔ˘Û· Â›Ó·È
¢ = ‚2 – 4·Á = (–400)2 – 4 � 1 � 40000 = 160000 – 160000 = 0.

ÕÚ· Ë ÂÍ›ÛˆÛË ¤¯ÂÈ Ì›· ‰ÈÏ‹ Ï‡ÛË, ÙËÓ x = =  = 200.

∂ÔÌ¤Óˆ˜, ÁÈ· Ó· ÎÂÚ‰›ÛÂÈ Ë ‚ÈÔÙÂ¯Ó›· 3500 C, Ú¤ÂÈ Ó· Ô˘Ï‹ÛÂÈ 200 Ô˘Î¿ÌÈÛ·.

∞∞fifi  ¤¤ÓÓ··  ··ÎÎ››ÓÓËËÙÙÔÔ  ··ÂÂÚÚfifiÛÛÙÙ··ÙÙÔÔ  ÔÔ˘̆  ‚‚ÚÚ››ÛÛÎÎÂÂÙÙ··ÈÈ  ÛÛÂÂ  ‡‡„„ÔÔ˜̃  hh  ··ÊÊ‹‹ÓÓÂÂÙÙ··ÈÈ  ÓÓ··  ¤¤ÛÛÂÂÈÈ  ¤¤ÓÓ··˜̃  ÛÛ¿¿ÎÎÔÔ˜̃
ÌÌÂÂ  ¿¿ÌÌÌÌÔÔ  ÁÁÈÈ··  ÓÓ··  ÂÂÏÏ··ÊÊÚÚ‡‡ÓÓÂÂÈÈ..  ∆∆··˘̆ÙÙfifi¯̄ÚÚÔÔÓÓ··,,  ÙÙÔÔ  ··ÂÂÚÚfifiÛÛÙÙ··ÙÙÔÔ  ··ÚÚ¯̄››˙̇ÂÂÈÈ  ÓÓ··  ÎÎÈÈÓÓÂÂ››ÙÙ··ÈÈ  ÎÎ··ÙÙ··ÎÎfifiÚÚ˘̆ÊÊ··
ÚÚÔÔ˜̃  ÙÙ··  ¿¿ÓÓˆ̂  ÌÌÂÂ  ÛÛÙÙ··ııÂÂÚÚ‹‹  ÂÂÈÈÙÙ¿¿¯̄˘̆ÓÓÛÛËË  00,,55  mm//sseecc22..  ∆∆ËË  ÛÛÙÙÈÈÁÁÌÌ‹‹  ÔÔ˘̆  ÔÔ  ÛÛ¿¿ÎÎÔÔ˜̃  ÊÊÙÙ¿¿ÓÓÂÂÈÈ  ÛÛÙÙÔÔ
¤¤‰‰··ÊÊÔÔ˜̃,,  ÙÙÔÔ  ··ÂÂÚÚfifiÛÛÙÙ··ÙÙÔÔ  ‚‚ÚÚ››ÛÛÎÎÂÂÙÙ··ÈÈ  ÛÛÂÂ  ‡‡„„ÔÔ˜̃  8844  mm..  ¡¡··  ‚‚ÚÚÂÂııÂÂ››  fifiÛÛÔÔ  ‰‰ÈÈ‹‹ÚÚÎÎËËÛÛÂÂ  ËË  ÙÙÒÒÛÛËË
ÙÙÔÔ˘̆  ÛÛ¿¿ÎÎÔÔ˘̆..

™™ËËÌÌÂÂ››ˆ̂ÛÛËË::
∞fi ÙË º˘ÛÈÎ‹ Â›Ó·È ÁÓˆÛÙfi fiÙÈ:
ñ ∞Ó ¤Ó· ÛÒÌ· ·Ê‹ÓÂÙ·È Ó· ¤ÛÂÈ ·fi ‡„Ô˜ h m, ÙfiÙÂ ı· ÊÙ¿ÛÂÈ ÛÙÔ ¤‰·ÊÔ˜ ÛÂ

¯ÚfiÓÔ t sec, fiÔ˘ h = gt2 Î·È g = 10 m/sec2 ÂÚ›Ô˘.

ñ ∞Ó ¤Ó· ÛÒÌ· ·Ú¯›˙ÂÈ Ó· ÎÈÓÂ›Ù·È ÌÂ ÛÙ·ıÂÚ‹ ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË ·, ÙfiÙÂ ÛÂ ¯ÚfiÓÔ t ı·

‰È·Ó‡ÛÂÈ ‰È¿ÛÙËÌ· s = ·t2.

∞Ó Ë ÙÒÛË ÙÔ˘ Û¿ÎÔ˘ ‰È‹ÚÎËÛÂ t sec, ÙfiÙÂ ÛÙÔ ¯ÚfiÓÔ
·˘Ùfi Ô Û¿ÎÔ˜ ‰È‹Ó˘ÛÂ ·fiÛÙ·ÛË

h = gt2 = 10t2 = 5t2, ·ÊÔ‡ g = 10 m/sec2.

™ÙÔÓ ›‰ÈÔ ¯ÚfiÓÔ ÙÔ ·ÂÚfiÛÙ·ÙÔ ·Ó¤‚ËÎÂ Î·Ù¿ ‡„Ô˜

h� =  ·t2 = � 0,5 � t2 = t2 , ·ÊÔ‡ · = 0,5 m/sec2.

EÂÈ‰‹ h + h� = 84, ¤¯Ô˘ÌÂ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË

5t2 + t2 = 84  ‹  20t2 + t2 = 336  ‹  21t2 = 336

‹  t2 = 16, ÔfiÙÂ t = 4   ‹   t = –4.

∂ÂÈ‰‹ ÙÔ t ·ÚÈÛÙ¿ÓÂÈ ¯ÚfiÓÔ, Ú¤ÂÈ t > 0, ÔfiÙÂ

Û˘ÌÂÚ·›ÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ Ë ‰È¿ÚÎÂÈ· ÙË˜ ÙÒÛË˜ ÙÔ˘ ÛÒÌ·ÙÔ˜

‹Ù·Ó t = 4 sec.
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