	Επειδή το σημείο � EMBED Equation.3  ��� ανήκει στην υπερβολή, οι συντεταγμένες του θα επαληθεύουν την εξίσωσή της, δηλαδή θα ισχύει


    � EMBED Equation.3  ���


				        � EMBED Equation.3  ���


				        � EMBED Equation.3  ���


				        � EMBED Equation.3  ���


				        � EMBED Equation.3  ���.


	Άρα, η εξίσωση της υπερβολής θα είναι


� EMBED Equation.3  ���.


(iv) Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις:


	α) Η υπερβολή έχει τις εστίες της στον άξονα � EMBED Equation.3  ���. Τότε θα έχει εξίσωση


					� EMBED Equation.3  ���			           (1)


	Επειδή, όμως, έχει ασύμπτωτες τις ευθείες � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, θα ισχύει � EMBED Equation.3  ���, οπότε θα έχουμε � EMBED Equation.3  ���. Έτσι, η (1) παίρνει τη μορφή


� EMBED Equation.3  ���		           (2)


	Επειδή, επιπλέον, το σημείο � EMBED Equation.3  ��� ανήκει στην υπερβολή, θα ισχύει


� EMBED Equation.3  ���


					            � EMBED Equation.3  ���	      � EMBED Equation.3  ���


	Επομένως, λόγω της (2), η εξίσωση της υπερβολής είναι η:


� EMBED Equation.3  ���.


	β) Η υπερβολή έχει τις εστίες της στον άξονα � EMBED Equation.3  ���. Τότε θα έχει εξίσωση


� EMBED Equation.3  ���.


	Αν εργαστούμε όπως πριν, θα βρούμε ότι δεν υπάρχει υπερβολή τέτοιας μορφής που να έχει ασύμπτωτες τις � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ��� και να περνάει από το σημείο � EMBED Equation.3  ���.


	ΣΧΟΛΙΟ	Μπορούσαμε να παρατηρήσουμε ότι το σημείο � EMBED Equation.3  ��� βρίσκεται στη γωνία των ασυμπτώτων που περιέχει τον � EMBED Equation.3  ���. Επομένως, το Μ θα ανήκει στην υπερβολή που έχει τις εστίες της στον άξονα � EMBED Equation.3  ���.





2.	(i) Έχουμε:


� EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ���


	Επομένως, � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ���. Άρα, η υπερβολή έχει εστίες τα σημεία � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, εκκεντρότητα � EMBED Equation.3  ��� και ασύμπτωτες τις ευθείες � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���.


	(ii) Έχουμε


� EMBED Equation.3  ���.


	Επομένως, � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ���. Άρα, η υπερβολή έχει εστίες τα σημεία � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, εκκεντρότητα � EMBED Equation.3  ��� και ασύμπτωτες τις ευθείες � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���.


	(iii) Έχουμε


� EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ���.


	Επομένως, � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, οπότε  � EMBED Equation.3  ���.  Άρα, η υπερβολή έχει


εστίες τα σημεία � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, εκκεντρότητα � EMBED Equation.3  ��� και ασύμπτωτες τις ευθείες � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���.





3.	Έχουμε


           � EMBED Equation.3  ���        � EMBED Equation.3  ���


					� EMBED Equation.3  ��� � EMBED Equation.3  ���


					� EMBED Equation.3  ���         � EMBED Equation.3  ���





� EMBED Word.Picture.6  ���


4.	Η εφαπτομένη της υπερβολής στο σημείο � EMBED Equation.3  ��� έχει εξίσωση � EMBED Equation.3  ���. Επομένως, οι συντεταγμένες του σημείου Γ είναι η λύση του συστήματος


� EMBED Equation.3  ���,


	η οποία, προφανώς, είναι το ζεύγος � EMBED Equation.3  ���. Άρα, είναι


� EMBED Equation.3  ���.





5.	Η εφαπτομένη ε της C στο � EMBED Equation.3  ��� έχει εξίσωση


					� EMBED Equation.3  ���			           (1)


	και συντελεστή διεύθυνσης � EMBED Equation.3  ���. Επειδή η ζ είναι κάθετη στην ε, θα έχει συντελεστή διεύθυνσης � EMBED Equation.3  ��� και επειδή, επιπλέον, διέρχεται από το � EMBED Equation.3  ���, θα έχει εξίσωση.


					� EMBED Equation.3  ���		           (2)


	Όμως, η ε περνάει από το � EMBED Equation.3  ��� και η ζ από το � EMBED Equation.3  ���. Επομένως, λόγω των (1) και (2), θα ισχύει


� EMBED Equation.3  ���


					         � EMBED Equation.3  ���


					         � EMBED Equation.3  ���		           (3)


	Επειδή το σημείο � EMBED Equation.3  ��� ανήκει στην υπερβολή C, θα ισχύει � EMBED Equation.3  ���, οπότε, λόγω την (3), θα έχουμε


       � EMBED Equation.3  ���


					    � EMBED Equation.3  ���


					    � EMBED Equation.3  ���.





� EMBED Word.Picture.6  ���


6.	(  Έστω ζ μια ευθεία παράλληλη προς την ασύμπτωτη � EMBED Equation.3  ��� της υπερβολής � EMBED Equation.3  ���. Τότε η ζ  θα έχει εξίσωση


	� EMBED Equation.3  ���.


	Για να βρούμε τις συντεταγμένες των κοινών σημείων της ζ και της C, αρκεί να λύσουμε το σύστημα


			                        � EMBED Equation.3  ���


	Έχουμε λοιπόν:


� EMBED Equation.3  ���


		          � EMBED Equation.3  ���


		          � EMBED Equation.3  ���


		          � EMBED Equation.3  ���


		          � EMBED Equation.3  ���.


	Επομένως, λόγω της (1), είναι


� EMBED Equation.3  ���.


	Άρα, η ευθεία ζ και η υπερβολή C έχουν ένα μόνο κοινό σημείο, το � EMBED Equation.3  ���.


	Αν η ζ είναι παράλληλη προς την ασύμπτωτη � EMBED Equation.3  ���, τότε και πάλι θα έχει με την C ένα μόνο κοινό σημείο.


	(   Η υπερβολή � EMBED Equation.3  ��� έχει ασύμπτωτες τις ευθείας


� EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���.


	Επομένως, η ευθεία � EMBED Equation.3  ���, που γράφεται � EMBED Equation.3  ���, είναι παράλληλη προς την ασύμπτωτη � EMBED Equation.3  ��� και άρα, σύμφωνα με όσα αποδείξαμε πριν, θα έχει με την υπερβολή � EMBED Equation.3  ��� ένα μόνο κοινό σημείο το � EMBED Equation.3  ���, αφού � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���.





7.	Η εξίσωση της εφαπτομένης ε της υπερβολής � EMBED Equation.3  ��� σε ένα σημείο � EMBED Equation.3  ��� είναι η


				           � EMBED Equation.3  ���			           (1)


	και έχει συντελεστή διεύθυνσης


					� EMBED Equation.3  ���			           (2)


	Επομένως:


	(i) H ε είναι παράλληλη προς την ευθεία � EMBED Equation.3  ���, αν και μόνο αν ισχύει � EMBED Equation.3  ���, δηλαδή � EMBED Equation.3  ��� ή, ισοδύναμα,


					 � EMBED Equation.3  ���			           (3)


	Όμως, το σημείο � EMBED Equation.3  ��� ανήκει στην υπερβολή. Επομένως, οι συντεταγμένες του θα επαληθεύουν την εξίσωσή της, δηλαδή θα ισχύει


				            � EMBED Equation.3  ���			           (4)


	Αν λύσουμε το σύστημα των (3) και (4) βρίσκουμε ότι


� EMBED Equation.3  ���   ή   � EMBED Equation.3  ���.


	Άρα, υπάρχουν δύο εφαπτόμενες της υπερβολής που είναι παράλληλες προς την ευθεία � EMBED Equation.3  ���. Οι εφαπτόμενες αυτές, λόγω της (1), έχουν εξισώσεις


� EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���,


	που γράφονται ισοδύναμα


� EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���


	αντιστοίχως.


	(ii) Η ε είναι κάθετη στην ευθεία � EMBED Equation.3  ���, αν και μόνο αν ισχύει � EMBED Equation.3  ���, δηλαδή � EMBED Equation.3  ��� ή, ισοδύναμα,


					� EMBED Equation.3  ���.			           (5)


	Όμως, το σημείο � EMBED Equation.3  ��� ανήκει στην υπερβολή. Επομένως, θα ισχύει


				            � EMBED Equation.3  ���.			           (6)


	Έτσι η (6), λόγω της (5), γράφεται � EMBED Equation.3  ��� ή, ισοδύναμα, � EMBED Equation.3  ���, που είναι αδύνατη. Άρα, δεν υπάρχει εφαπτομένη της υπερβολής που είναι κάθετη στην ευθεία � EMBED Equation.3  ���.


	(iii) Η ε διέρχεται από το σημείο � EMBED Equation.3  ���, αν και μόνο αν οι συντεταγμένες του επαληθεύουν την (1), δηλαδή, αν και μόνο αν ισχύει � EMBED Equation.3  ��� ή, ισοδύναμα,


					    � EMBED Equation.3  ���			           (7)


	Όμως, όπως είδαμε πιο πριν, ισχύει


				           � EMBED Equation.3  ���.			           (8)


	Αν λύσουμε το σύστημα των (7) και (8), βρίσκουμε ότι


	� EMBED Equation.3  ���   ή   � EMBED Equation.3  ���.


	Άρα, υπάρχουν δύο εφαπτόμενες της υπερβολής που να διέρχονται από το σημείο � EMBED Equation.3  ���. Οι εφαπτόμενες αυτές, λόγω της (1), έχουν εξισώσεις


	� EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���,


	που γράφονται ισοδύναμα 


	� EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���


	αντιστοίχως.








Β΄  ΟΜΑΔΑΣ


� EMBED Word.Picture.6  ���





1.	Έστω ΚΛΜΝ το ορθογώνιο βάσης της υπερβολής. Τότε (ΟΑ)=α και (ΑΚ)=β οπότε � EMBED Equation.3  ��� και άρα � EMBED Equation.3  ���. Επομένως τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΟΚ και � EMBED Equation.3  ��� είναι ίσα, αφού έχουν μία οξεία γωνία κοινή και τις υποτείνουσες ίσες. Άρα θα ισχύει


� EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���.


2.	Έστω ζ η εφαπτομένη που τέμνει τις ε και � EMBED Equation.3  ��� στα σημεία Γ και � EMBED Equation.3  ��� αντιστοίχως. Αν � EMBED Equation.3  ��� είναι το σημείο επαφής, τότε η εξίσωση της ζ θα είναι


� EMBED Equation.3  ���			           (1)


	Επομένως, οι συντεταγμένες των Γ και � EMBED Equation.3  ��� είναι οι λύσεις των συστημάτων


� EMBED Word.Picture.6  ���


� EMBED Equation.3  ���    και   � EMBED Equation.3  ���


	αντιστoίχως. Λύνουμε τα συστήματα αυτά και βρίσκουμε ότι το Γ έχει συντεταγμένες � EMBED Equation.3  ���, ενώ το � EMBED Equation.3  ��� έχει συντεταγμένες � EMBED Equation.3  ���.


Επομένως, έχουμε


   � EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���	           (2)


Άρα


(i) 		� EMBED Equation.3  ���


			     	     � EMBED Equation.3  ���


				     � EMBED Equation.3  ���,		γιατί � EMBED Equation.3  ���


				     � EMBED Equation.3  ���.


	(ii)	Αρκεί να δείξουμε ότι  � EMBED Equation.3  ���. Πράγματι έχουμε


			� EMBED Equation.3  ���


				 � EMBED Equation.3  ���


				 � EMBED Equation.3  ���


				 � EMBED Equation.3  ���,		γιατί  � EMBED Equation.3  ���.


	Άρα	� EMBED Equation.3  ���.





3.	Αρκεί να δείξουμε ότι τα τμήματα � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� έχουν κοινό μέσο ή, ισοδύναμα, αρκεί να δείξουμε ότι


             � EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���		           (1)


� EMBED Word.Picture.6  ���


	(  Αν η ευθεία � EMBED Equation.3  ��� είναι κατακόρυφη τότε, αφού ο άξονας � EMBED Equation.3  ��� είναι άξονας συμμετρίας της υπερβολής, θα ισχύει το ζητούμενο.


	(   Αν η ευθεία � EMBED Equation.3  ��� δεν είναι κατακόρυφη, τότε θα έχει εξίσωση


          � EMBED Equation.3  ���	                 (2)


	Έτσι, οι συντεταγμένες των � EMBED Equation.3  ��� θα είναι οι λύσεις του συστήματος


        � EMBED Equation.3  ���                    (3)


	Αν θέσουμε στη δεύτερη εξίσωση όπου � EMBED Equation.3  ��� το � EMBED Equation.3  ���, βρίσκουμε


� EMBED Equation.3  ���


	ή			� EMBED Equation.3  ���


	ή			 � EMBED Equation.3  ���.


	Επομένως


        	      � EMBED Equation.3  ���			           (4)


	Για να βρούμε τις συντεταγμένες των � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� λύνουμε τα συστήματα


� EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���


	αντιστοίχως. Από τα συστήματα αυτά βρίσκουμε ότι


� EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���


	οπότε έχουμε


        � EMBED Equation.3  ���	           (5)


Έτσι, από τις (4) και (5), προκύπτει ότι � EMBED Equation.3  ���.


Εξάλλου έχουμε


� EMBED Equation.3  ���,    � EMBED Equation.3  ���,   � EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���.


	Άρα


� EMBED Equation.3  ���.





� EMBED Word.Picture.6  ���


4.	Η παράλληλη � EMBED Equation.3  ��� προς την ασύμπτωτο � EMBED Equation.3  ��� από το σημείο � EMBED Equation.3  ��� έχει εξίσωση


   	� EMBED Equation.3  ���,	  (1)


	ενώ η παράλληλη � EMBED Equation.3  ��� προς την ασύμπτωτο � EMBED Equation.3  ��� από το σημείο � EMBED Equation.3  ��� έχει εξίσωση


      	� EMBED Equation.3  ���.	  (2)


	Έστω � EMBED Equation.3  ��� είναι το σημείο τομής της � EMBED Equation.3  ��� με την � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� το σημείο τομής της � EMBED Equation.3  ��� με την � EMBED Equation.3  ���. Τότε


� EMBED Equation.3  ���	           (3)


	Για να προσδιορίσουμε τις συντεταγμένες του � EMBED Equation.3  ��� λύνουμε το σύστημα των


� EMBED Equation.3  ���   και � EMBED Equation.3  ���


Η δεύτερη εξίσωση, λόγω της πρώτης, γράφεται


� EMBED Equation.3  ���


					          � EMBED Equation.3  ���


					          � EMBED Equation.3  ���.


	Έτσι, από την πρώτη εξίσωση βρίσκουμε ότι � EMBED Equation.3  ���. Επομένως, οι συντεταγμένες του � EMBED Equation.3  ��� είναι


� EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���.


	Άρα, λόγω της (3), έχουμε:


   � EMBED Equation.3  ���


					          � EMBED Equation.3  ���


					          � EMBED Equation.3  ���


					          � EMBED Equation.3  ���


					          � EMBED Equation.3  ���,        γιατί το � EMBED Equation.3  ���


					          � EMBED Equation.3  ���.


	Άρα, το εμβαδόν του παραλληλόγραμμου � EMBED Equation.3  ��� είναι σταθερό.


� EMBED Word.Picture.6  ���


5.	α΄ τρόπος:	Αν ΚΛΜΝ είναι το οθρογώνιο βάσης της υπερβολής, τότε � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���. Επομένως, αν � EMBED Equation.3  ���, τότε


          � EMBED Equation.3  ���	    (1)


	Άρα


		      � EMBED Equation.3  ���


				       � EMBED Equation.3  ���


				       � EMBED Equation.3  ���.


	β΄ τρόπος:	Οι ασύμπτωτες � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� είναι παράλληλες προς τα διανύσματα � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� αντιστοίχως. Επομένως, το συνημίτονο μιας από τις γωνίες των ασυμπτώτων είναι ίσο με το συνημίτονο της γωνίας φ των διανυσμάτων � EMBED Equation.3  ���, δηλαδή ίσο με


� EMBED Equation.3  ���


				         � EMBED Equation.3  ���.





6.	


� EMBED Word.Picture.6  ���





Οι συντεταγμένες των � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� είναι � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���αντιστοίχως


(   Για να δείξουμε ότι από το � EMBED Equation.3  ���δεν άγονται εφαπτομένες στη � EMBED Equation.3  ���, αρκεί να δείξουμε ότι καμιά από τις εφαπτόμενες της � EMBED Equation.3  ��� δεν διέρχεται από το � EMBED Equation.3  ���. Αν � EMBED Equation.3  ��� είναι ένα σημείο της � EMBED Equation.3  ���, τότε η εφαπτομένη της � EMBED Equation.3  ��� στο � EMBED Equation.3  ��� θα έχει εξίσωση


     � EMBED Equation.3  ���			           (1)


Για να δείξουμε ότι η (1) δεν διέρχεται από το � EMBED Equation.3  ���, αρκεί να δείξουμε ότι


� EMBED Equation.3  ���   ή, ισοδύναμα,   � EMBED Equation.3  ���.


	Πράγματι, είναι � EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ��� και άρα � EMBED Equation.3  ���. Επομένως, από το � EMBED Equation.3  ��� δεν διέρχεται καμιά εφαπτομένη της υπερβολής � EMBED Equation.3  ���.


(   Για να δείξουμε ότι από το � EMBED Equation.3  ���άγεται εφαπτομένη στη � EMBED Equation.3  ���, αρκεί να βρούμε σημείο � EMBED Equation.3  ��� της � EMBED Equation.3  ��� στο οποίο η εφαπτομένη της � EMBED Equation.3  ��� να διέρχεται από το � EMBED Equation.3  ���. Η εφαπτομένη της � EMBED Equation.3  ��� στο � EMBED Equation.3  ��� έχει εξίσωση


 � EMBED Equation.3  ���			           (2)


Για να περνάει η εφαπτομένη (2) από το � EMBED Equation.3  ���, αρκεί να ισχύει


      � EMBED Equation.3  ���   ή, ισοδύναμα,   � EMBED Equation.3  ���.	           (3)


	Όμως, � EMBED Equation.3  ���. Επομένως, λόγω της (3), έχουμε


� EMBED Equation.3  ���


				       	       � EMBED Equation.3  ���


					       � EMBED Equation.3  ���.


	Άρα


� EMBED Equation.3  ���   ή   � EMBED Equation.3  ���         (4)


	και επομένως από το σημείο � EMBED Equation.3  ��� άγονται προς την � EMBED Equation.3  ��� δύο εφαπτόμενες με εξίσώσεις


� EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���


	αντιστοίχως, οι οποίες παίρνουν τη μορφή:


� EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���.








3.5   Η  ΕΞΙΣΩΣΗ  � EMBED Equation.3  ���








Α΄  ΟΜΑΔΑΣ





1.	(i) Είναι:


� EMBED Equation.3  ���


	οπότε, αν θέσουμε � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, έχουμε


	� EMBED Equation.3  ���.


	Άρα, η εξίσωση παριστάνει παραβολή με κορυφή το σημείο � EMBED Equation.3  ���. Η εστία Ε της παραβολής έχει ως προς το σύστημα � EMBED Equation.3  ��� συντεταγμένες � EMBED Equation.3  ���, οπότε ως προς το σύστημα � EMBED Equation.3  ��� θα έχει συντεταγμένες � EMBED Equation.3  ���.


	(ii) Είναι:


	� EMBED Equation.3  ���


	οπότε, αν θέσουμε � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, έχουμε


� EMBED Equation.3  ���.


	Άρα, η εξίσωση παριστάνει παραβολή με κορυφή το σημείο � EMBED Equation.3  ��� και εστία το σημείο � EMBED Equation.3  ���.
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