10. Έχουμε	� EMBED Equation.3  ���.





(i)	Έχουμε	� EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���.


	Επομένως	� EMBED Equation.3  ���.


	(ii) 	Επειδή � EMBED Equation.3  ���, τα διανύσματα � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� είναι κάθετα.





Έστω � EMBED Equation.3  ���, όπου � EMBED Equation.3  ���. Έχουμε διαδοχικά


� EMBED Equation.3  ���


				           � EMBED Equation.3  ���


			         � EMBED Equation.3  ���


				          � EMBED Equation.3  ���


					� EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ���


	Επομένως	� EMBED Equation.3  ���


			� EMBED Equation.3  ���


	Τελικά	� EMBED Equation.3  ���.





 Η μια διαγώνιος του παραλληλόγραμμου θα έχει μήκος ίσο με � EMBED Equation.3  ��� και η άλλη ίσο με � EMBED Equation.3  ���.


	Έχουμε     � EMBED Equation.3  ���,     οπότε


			� EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���,		οπότε	    � EMBED Equation.3  ���.


	Ομοίως βρίσκουμε ότι


	� EMBED Equation.3  ���.


Έχουμε	� EMBED Equation.3  ���


				            � EMBED Equation.3  ���


	β΄ τρόπος:	� EMBED Equation.3  ���.





(i)	      � EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���.


	(ii)	    � EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���.








Β΄  ΟΜΑΔΑΣ





Έχουμε    � EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ���,    που ισχύει.


	Το � EMBED Equation.3  ��� ισχύει, αν και μόνο αν � EMBED Equation.3  ��� ή, ισοδύναμα, � EMBED Equation.3  ���.


	Αν � EMBED Equation.3  ���, τότε � EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ���, που είναι άτοπο.


	Επομένως � EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ��� και άρα � EMBED Equation.3  ���.


	Άρα το � EMBED Equation.3  ��� ισχύει, αν και μόνο αν � EMBED Equation.3  ���.





(i)	Έχουμε	      � EMBED Equation.3  ���


					   � EMBED Equation.3  ���


					   � EMBED Equation.3  ���


	Έχουμε	      � EMBED Equation.3  ���


				         � EMBED Equation.3  ���


				         � EMBED Equation.3  ���.





(i) Αν ω είναι η γωνία των � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� και το � EMBED Equation.3  ��� σχηματίζει με το � EMBED Equation.3  ��� γωνία � EMBED Equation.3  ��� 


          και με το � EMBED Equation.3  ��� γωνία � EMBED Equation.3  ���, τότε έχουμε:


� EMBED Equation.3  ���


				        � EMBED Equation.3  ���


			         � EMBED Equation.3  ���


			             � EMBED Equation.3  ���


				    � EMBED Equation.3  ���.		           (1)


	Ομοίως έχουμε:	           � EMBED Equation.3  ���


				       � EMBED Equation.3  ���


			        � EMBED Equation.3  ���


			             � EMBED Equation.3  ���


				    � EMBED Equation.3  ���.		           (2)


	Από τις (1) και (2) έχουμε � EMBED Equation.3  ���, άρα � EMBED Equation.3  ���.


	(ii)			� EMBED Equation.3  ���


				      � EMBED Equation.3  ���.


	Επομένως � EMBED Equation.3  ��� και επειδή ο φορέας των � EMBED Equation.3  ��� διχοτομεί τη γωνία των � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, ο φορέας των � EMBED Equation.3  ��� διχοτομεί την παραπληρωματική γωνία των � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���.





Έχουμε διαδοχικά:


				              � EMBED Equation.3  ���


					     � EMBED Equation.3  ���


				     � EMBED Equation.3  ���


				          � EMBED Equation.3  ���


					           � EMBED Equation.3  ���			           (1)


	Αν εργαστούμε αναλόγως, βρίσκουμε ότι:


				      � EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���.		           (2)


	Έτσι, λόγω των (1) και (2), έχουμε


	� EMBED Equation.3  ���.





α΄ τρόπος:	Επειδή � EMBED Equation.3  ��� έχουμε  � EMBED Equation.3  ��� οπότε


					� EMBED Equation.3  ���			           (1)


	Επειδή τα μέτρα των � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� είναι ίσα με τη μονάδα έχουμε


					� EMBED Equation.3  ���			           (2)


	και 				� EMBED Equation.3  ���.			           (3)


	Ισχύει όμως η ταυτότητα:


	� EMBED Equation.3  ���,


	η οποία, λόγω των (1), (2) και (3), γίνεται


	� EMBED Equation.3  ���.


	β΄ τρόπος:	Έχουμε


	� EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ���, 


	όπου ω είναι η γωνία των διανυσμάτων � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���.


	Όμως τα διανύσματα � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� είναι παράλληλα, αφού � EMBED Equation.3  ���. Επομένως, θα είναι � EMBED Equation.3  ��� και έτσι θα έχουμε � EMBED Equation.3  ���.





Θεωρούμε τα διανύσματα � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���.


	Έχουμε	� EMBED Equation.3  ���


	και		� EMBED Equation.3  ���.


	Επομένως	� EMBED Equation.3  ��� και επειδή 	� EMBED Equation.3  ��� 


	έχουμε	� EMBED Equation.3  ���.





(i)	Έχουμε	� EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���.


	(ii)	Έχουμε	� EMBED Equation.3  ���.


	Αφού � EMBED Equation.3  ���, έχουμε � EMBED Equation.3  ���. Γεωμετρικά αυτό σημαίνει ότι “η γωνία η εγγεγραμμένη σε ημικύκλιο είναι ορθή”.





(i)	� EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���.


(ii)	Έχουμε	� EMBED Equation.3  ��� που ισχύει, αφού � EMBED Equation.3  ���.


Επίσης � EMBED Equation.3  ��� που επίσης ισχύει, αφού � EMBED Equation.3  ���.


(iii)	Η ισότητα � EMBED Equation.3  ��� γράφεται διαδοχικά:


� EMBED Equation.3  ���


				  � EMBED Equation.3  ���


			      � EMBED Equation.3  ���


				   � EMBED Equation.3  ���


				    � EMBED Equation.3  ���.


	Επομένως � EMBED Equation.3  ���. Αποδείξαμε λοιπόν ότι: “οι φορείς των υψών ενός τριγώνου διέρχονται από το ίδιο σημείο”. (Το σημείο αυτό λέγεται ορθόκεντρο).





Έχουμε � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���. Επομένως


� EMBED Equation.3  ���


			   � EMBED Equation.3  ���


			   � EMBED Equation.3  ���


			   � EMBED Equation.3  ���.


	Άρα 	   � EMBED Equation.3  ���.





� EMBED Word.Picture.6  ���


Αν φέρουμε τη διάμετρο � EMBED Equation.3  ���, τότε οι γωνίες � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ��� είναι ορθές.


	Επομένως,


� EMBED Equation.3  ���,   � EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���, 


	οπότε


� EMBED Equation.3  ���


				      � EMBED Equation.3  ���


				      � EMBED Equation.3  ���


				      � EMBED Equation.3  ���.


� EMBED Word.Picture.6  ���





11. Αν � EMBED Equation.3  ��� είναι το αντιδιαμετρικό του Β, τότε � EMBED Equation.3  ��� και επομένως � EMBED Equation.3  ���.


	Είναι	





� EMBED Word.Picture.6  ���


� EMBED Equation.3  ���


			                � EMBED Equation.3  ���


			                � EMBED Equation.3  ���


			                � EMBED Equation.3  ���


			                � EMBED Equation.3  ���,


	που είναι σταθερό. 








ΓΕΝΙΚΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ  1ου  ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ








Για να είναι τα τρία σημεία Α, Β και Γ συνευθειακά, αρκεί να αποδείξουμε ότι τα διανύσματα � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� είναι συγγραμμικά.


	Από τη σχέση � EMBED Equation.3  ��� προκύπτει ότι ένας τουλάχιστον από τους κ, λ, μ, για παράδειγμα ο λ, είναι διάφορος του μηδενός.


	Έχουμε διαδοχικά:


  � EMBED Equation.3  ���


		       � EMBED Equation.3  ���


			     � EMBED Equation.3  ���


					 � EMBED Equation.3  ���


					            � EMBED Equation.3  ���


						 � EMBED Equation.3  ���


	Επομένως τα διανύσματα � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� είναι συγγραμμικά και άρα τα σημεία Α, Β και Γ είναι συνευθειακά.


	Αντιστρόφως.


	Αν τα σημεία Α, Β και Γ είναι συνευθειακά, τότε υπάρχει πραγματικός αριθμός ρ τέτοιος, ώστε � EMBED Equation.3  ���. Επομένως


� EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ���.


	Η τελευταία σχέση αν θέσουμε � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, γράφεται � EMBED Equation.3  ��� με � EMBED Equation.3  ��� και με έναν τουλάχιστον από τους κ, λ και μ διάφορο του μηδενός, εδώ � EMBED Equation.3  ���.





Αρκεί να αποδείξουμε ότι � EMBED Equation.3  ���.


	Έχουμε		        � EMBED Equation.3  ���


					� EMBED Equation.3  ���


					� EMBED Equation.3  ���


					� EMBED Equation.3  ���.


	Ώστε			


	� EMBED Equation.3  ���    ή, ισοδύναμα,    � EMBED Equation.3  ���.


	Επειδή όμως τα διανύσματα � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� δεν είναι συγγραμμικά, η τελευταία ισότητα ισχύει μόνο όταν � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, επομένως � EMBED Equation.3  ���.


	Άρα	� EMBED Equation.3  ��� που σημαίνει ότι το Μ είναι το μέσον της πλευράς ΒΓ.





Με σημείο αναφοράς το Α η δοθείσα σχέση γράφεται διαδοχικά:


					� EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ���


				      � EMBED Equation.3  ���


					        � EMBED Equation.3  ���


					     � EMBED Equation.3  ���


					             � EMBED Equation.3  ���


						      � EMBED Equation.3  ���.


	Από την τελευταία ισότητα προκύπτει ότι το Μ απέχει από το σταθερό σημείο Α σταθερή απόσταση ίση με 4. Άρα το Μ κινείται σε κύκλο με κέντρο το Α και ακτίνα � EMBED Equation.3  ���.





� EMBED Word.Picture.6  ���


α΄ τρόπος:	Το εμβαδόν του παραλληλόγραμμου ΟΑΓΒ είναι ίσο με � EMBED Equation.3  ���, δηλαδή ίσο με � EMBED Equation.3  ���, όπου ω η γωνία των διανυσμάτων � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���. Αρκεί, λοιπόν, να αποδείξουμε ότι


	� EMBED Equation.3  ���.


	Από τη δοθείσα σχέση έχουμε:


			   � EMBED Equation.3  ���


			 � EMBED Equation.3  ���


			� EMBED Equation.3  ���


	          � EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ���


	Η τελευταία εξίσωση είναι 2ου βαθμού ως προς λ και, σύμφωνα με την εκφώνηση, έχει λύση. Άρα, η διακρίνουσα Δ της εξίσωσης αυτής είναι μεγαλύτερη ή ίση του μηδενός. Δηλαδή, έχουμε


� EMBED Equation.3  ���


				  � EMBED Equation.3  ���


				  � EMBED Equation.3  ���


				  � EMBED Equation.3  ���


				  � EMBED Equation.3  ���


				  � EMBED Equation.3  ���			(αφού   � EMBED Equation.3  ���).


� EMBED Word.Picture.6  ���


	β΄  τρόπος	Το εμβαδόν του παραλληλογράμμου ΟΑΓΒ είναι ίσο με


	        � EMBED Equation.3  ���.	        (1)


	Όμως, είναι � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���. Επομένως, λόγω της ισότητας (1), έχουμε � EMBED Equation.3  ���.








� EMBED Word.Picture.6  ���


(i) Για να είναι το Η το ορθόκεντρο του τριγώνου αρκεί να δείξουμε ότι � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���.


	Έχουμε:


		� EMBED Equation.3  ���


			� EMBED Equation.3  ���


			� EMBED Equation.3  ���


			� EMBED Equation.3  ���


			� EMBED Equation.3  ���


	Ομοίως δείχνουμε και ότι � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���.


Για το βαρύκεντρο G γνωρίζουμε ότι � EMBED Equation.3  ���.


	Επομένως		� EMBED Equation.3  ���


			� EMBED Equation.3  ���


			� EMBED Equation.3  ���.


	(iii) Έχουμε � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���.


Επομένως � EMBED Equation.3  ��� που σημαίνει ότι τα � EMBED Equation.3  ��� και Η είναι συνευθειακά σημεία και ότι το � EMBED Equation.3  ��� διαιρεί το τμήμα ΟΗ σε λόγο 1/2.


(i) Επειδή   � EMBED Equation.3  ���   έχουμε


				     � EMBED Equation.3  ���


				     � EMBED Equation.3  ���


				     � EMBED Equation.3  ���


				     � EMBED Equation.3  ���			          (1)


	(ii) Επειδή � EMBED Equation.3  ���, διαιρούμε τα μέλη της (1) με � EMBED Equation.3  ��� και παίρνουμε � EMBED Equation.3  ���. Έτσι, από τη δοθείσα σχέση έχουμε � EMBED Equation.3  ���, οπότε είναι � EMBED Equation.3  ���.





(i) Έχουμε	� EMBED Equation.3  ���


	     και	� EMBED Equation.3  ���.


	Για τη διανυσματική ακτίνα του σημείου Μ έχουμε:


		� EMBED Equation.3  ���,	  αφού � EMBED Equation.3  ���


	και	� EMBED Equation.3  ���, αφού � EMBED Equation.3  ���.


	Επομένως,		� EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���.


	Επειδή τα � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� δεν είναι συγγραμμικά, για να αληθεύει η τελευταία ισότητα πρέπει � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���. Από τη λύση του συστήματος των δύο αυτών εξισώσεων προκύπτει ότι � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���. Επομένως 


	� EMBED Equation.3  ���.


Από το προηγούμενο ερώτημα έχουμε


� EMBED Equation.3  ���


ή			          � EMBED Equation.3  ���


και		      � EMBED Equation.3  ���


ή			         � EMBED Equation.3  ���.


	Επομένως  � EMBED Equation.3  ���,  που σημαίνει ότι τα σημεία Κ, Λ και Μ είναι συνευθειακά.





Σύμφωνα με την άσκηση 4 της Β΄ ομάδας στη σελίδα 28, αν � EMBED Equation.3  ��� είναι οι διανυσματικές ακτίνες των κορυφών Α, Β και Γ αντιστοίχως του � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� είναι οι διανυσματικές ακτίνες των κορυφών Δ, Ε και Ζ αντιστοίχως του � EMBED Equation.3  ��� ως προς την ίδια αρχή Ο, τότε έχουμε:


� EMBED Equation.3  ���,   � EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���.


	Το κέντρο βάρους G του � EMBED Equation.3  ��� έχει διανυσματική ακτίνα την


	� EMBED Equation.3  ���.


	Επίσης το κέντρο βάρους � EMBED Equation.3  ��� του τριγώνου � EMBED Equation.3  ��� έχει διανυσματική ακτίνα


� EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���.


	Επομένως � EMBED Equation.3  ���, που σημαίνει ότι τα G και � EMBED Equation.3  ��� συμπίπτουν.


�PAGE  �








�PAGE  �29
