5.	(i) Αν ο α είναι άρτιος, τότε θα είναι της μορφής � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, οπότε θα ισχύει � EMBED Equation.3  ���, όπου � EMBED Equation.3  ���.

	Αν ο α είναι περιττός, τότε θα είναι της μορφής � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, οπότε θα ισχύει � EMBED Equation.3  ���, όπου � EMBED Equation.3  ���.

	(ii) Επειδή οι α, β είναι περιττοί ακέραιοι, τα τετράγωνά τους θα είναι της μορφής

	� EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���   και    � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���.

	Επομένως, θα ισχύει � EMBED Equation.3  ���, δηλαδή ο � EMBED Equation.3  ��� θα είναι της μορφής

				       � EMBED Equation.3  ���,  � EMBED Equation.3  ���		           (1)

	Αν υποθέσουμε ότι η εξίσωση � EMBED Equation.3  ��� έχει ακέραια ρίζα γ, τότε θα ισχύει � EMBED Equation.3  ���. Έτσι, λόγω της (1), το τετράγωνο του γ θα είναι της μορφής � EMBED Equation.3  ���, που είναι άτοπο, σύμφωνα με το ερώτημα (i).

Καθένας από τους αριθμούς αυτούς είναι της μορφής

	� EMBED Equation.3  ���,  � EMBED Equation.3  ���

	οπότε, σύμφωνα με το ερώτημα (i), δεν είναι τετράγωνο φυσικού αριθμού.





4.3  ΔΙΑΙΡΕΤΟΤΗΤΑ





Α΄ ΟΜΑΔΑΣ



1.	(i) Είναι ίσο με το πηλίκο της ευκλείδειας διαίρεσης του 1000 με τον 5, δηλαδή ίσο με 200.

	(ii) Είναι ίσο με το πηλίκο της ευκλείδειας διαίρεσης του 1000 με τον 25, δηλαδή ίσο με 40.

	(iii) Είναι ίσο με το πηλίκο της ευκλείδειας διαίρεσης του 1000 με τον 125, δηλαδή ίσο με 8.

	(iv) Είναι ίσο με το πηλίκο της ευκλείδειας διαίρεσης του 1000 με τον 625, δηλαδή ίσο με 1.

2.	Επειδή � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, θα υπάρχουν ακέραιοι κ, λ τέτοιοι ώστε � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���. Άρα	� EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ���.



3.	Επειδή � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, θα υπάρχουν ακέραιοι κ, λ τέτοιοι ώστε

	� EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���.

	Έτσι θα έχουμε � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, οπότε θα είναι

	� EMBED Equation.3  ���

	Άρα � EMBED Equation.3  ���.



4.	Έστω α, β δύο ακέραιοι με � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ��� (άρτιος). Τότε θα ισχύει � EMBED Equation.3  ���, οπότε θα είναι

� EMBED Equation.3  ���.



5.	Ας υποθέσουμε ότι � EMBED Equation.3  ���. Επειδή � EMBED Equation.3  ���, θα ισχύει � EMBED Equation.3  ���, δηλαδή � EMBED Equation.3  ���. Αυτό, όμως, είναι άτοπο, αφού � EMBED Equation.3  ���.



6.	Διακρίνουμε τις παρακάτω δύο περιπτώσεις:

	(α) Δύο τουλάχιστον από τους α,β,γ, είναι άρτιοι, έστω, για παράδειγμα, οι α και β. Τότε η διαφορά � EMBED Equation.3  ��� θα είναι άρτιος, οπότε το γινόμενο � EMBED Equation.3  ��� θα διαιρείται με το 2.

	(β) Δύο τουλάχιστον από τους α,β,γ είναι περιττοί, έστω, για παράδειγμα, οι α και β. Τότε η διαφορά � EMBED Equation.3  ��� θα είναι άρτιος, οπότε το γινόμενο � EMBED Equation.3  ��� θα διαιρείται με τον 2.





Β΄  ΟΜΑΔΑΣ



1.	(i) Επειδή ο α είναι περιττός θα είναι της μορφής � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���. Έτσι, θα έχουμε

� EMBED Equation.3  ���, όπου � EMBED Equation.3  ���

Επειδή ο α είναι περιττός, λόγω της (i), έχουμε

	� EMBED Equation.3  ���,

	αφού το γινόμενο � EMBED Equation.3  ��� είναι άρτιος αριθμός, ως γινόμενο δύο διαδοχικών ακέραιων.



2.	Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις:

	(   � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���. Τότε

� EMBED Equation.3  ���,   όπου  � EMBED Equation.3  ���

	(   � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���. Τότε

� EMBED Equation.3  ���.



3.	Έστω ότι οι διαδοχικοί θετικοί ακέραιοι α και � EMBED Equation.3  ��� είναι τετράγωνα ακεραίων. Τότε θα ισχύει

� EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���,   για κάποιους � EMBED Equation.3  ���.

	Επομένως, θα είναι � EMBED Equation.3  ��� και έτσι θα έχουμε:

	� EMBED Equation.3  ���

					        � EMBED Equation.3  ���

					        � EMBED Equation.3  ���  και  � EMBED Equation.3  ���

					        � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���,  που είναι άτοπο.



4.	Επειδή � EMBED Equation.3  ��� και οι α,β είναι θετικοί, θα υπάρχει θετικός ακέραιος ν, τέτοιος ώστε � EMBED Equation.3  ���, οπότε θα έχουμε

� EMBED Equation.3  ���.



5.	(i) Έστω � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ��� τρεις διαδοχικοί ακέραιοι. Θα δείξουμε ότι � EMBED Equation.3  ��� ή, ισοδύναμα, ότι

					� EMBED Equation.3  ���.			           (1)

	Αν � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ��� είναι η ταυτότητα της ευκλείδειας διαίρεσης του α με τον 6, τότε θα έχουμε

			     � EMBED Equation.3  ���

				� EMBED Equation.3  ���

				� EMBED Equation.3  ���

� EMBED Equation.3  ����6λ

6λ

6λ+6

6λ+24

6λ+60

6λ+120�=πολ6

=πολ6

=πολ6

=πολ6

=πολ6

=πολ6�, αν υ=0

, αν υ=1

, αν υ=2

, αν υ=3

, αν υ=4

, αν υ=5��	Άρα, � EMBED Equation.3  ���.

	(ii) Είναι:

	� EMBED Equation.3  ���

					   � EMBED Equation.3  ���

					   � EMBED Equation.3  ���		        , � EMBED Equation.3  ���

					   � EMBED Equation.3  ���.

	(iii) Είναι: 

	       � EMBED Equation.3  ���

					   � EMBED Equation.3  ���

					   � EMBED Equation.3  ���

					   � EMBED Equation.3  ���	      , � EMBED Equation.3  ���

					   � EMBED Equation.3  ���.



6.	(i) Έστω � EMBED Equation.3  ��� ο ισχυρισμός που θέλουμε να αποδείξουμε.

	(   Για � EMBED Equation.3  ���, ο ισχυρισμός γράφεται � EMBED Equation.3  ���, που είναι αληθής

	(  Θα αποδείξουμε ότι αν ο � EMBED Equation.3  ��� είναι αληθής, τότε και ο � EMBED Equation.3  ��� είναι αληθής. Δηλαδή:

	Αν   � EMBED Equation.3  ���   (1),   τότε   � EMBED Equation.3  ���.

	Πράγματι.

	� EMBED Equation.3  ���

					     � EMBED Equation.3  ���

					     � EMBED Equation.3  ���

					     � EMBED Equation.3  ���.

	Άρα, ο � EMBED Equation.3  ��� αληθεύει για κάθε � EMBED Equation.3  ���.

	(ii) Έστω � EMBED Equation.3  ��� ο ισχυρισμός που θέλουμε να αποδείξουμε.

	(   Για � EMBED Equation.3  ���, ο ισχυρισμός γράφεται � EMBED Equation.3  ���, που είναι αληθής

	(  Θα αποδείξουμε ότι, αν ο � EMBED Equation.3  ��� είναι αληθής, τότε και ο � EMBED Equation.3  ��� είναι αληθής. Δηλαδή:

	Αν   � EMBED Equation.3  ���   (2),  τότε   � EMBED Equation.3  ���.

	Πράγματι, λόγω της (2), υπάρχει � EMBED Equation.3  ��� τέτοιος, ώστε

			      � EMBED Equation.3  ���,   οπότε   � EMBED Equation.3  ���	           (3)

	Έτσι, έχουμε

		                     � EMBED Equation.3  ���

					     � EMBED Equation.3  ���

					     � EMBED Equation.3  ���

					     � EMBED Equation.3  ���.

	Άρα, ο � EMBED Equation.3  ��� αληθεύει για κάθε � EMBED Equation.3  ���.

	(iii) Έστω � EMBED Equation.3  ��� ο ισχυρισμός που θέλουμε να αποδείξουμε.

	(   Για � EMBED Equation.3  ���, ο ισχυρισμός γράφεται � EMBED Equation.3  ���, που είναι αληθής

	(  Θα αποδείξουμε ότι, αν ο � EMBED Equation.3  ��� είναι αληθής, τότε και ο � EMBED Equation.3  ��� είναι αληθής. Δηλαδή:

	Αν   � EMBED Equation.3  ���   (4),   τότε   � EMBED Equation.3  ���.

	Πράγματι, λόγω της (4), υπάρχει � EMBED Equation.3  ��� τέτοιος, ώστε

			      � EMBED Equation.3  ���,   οπότε   � EMBED Equation.3  ���	           (5)

	Έτσι, έχουμε

		                      � EMBED Equation.3  ���

					     � EMBED Equation.3  ���

					     � EMBED Equation.3  ���

					     � EMBED Equation.3  ���.

	Άρα, ο � EMBED Equation.3  ��� αληθεύει για κάθε � EMBED Equation.3  ���.

	(iv) Έστω � EMBED Equation.3  ��� ο ισχυρισμός που θέλουμε να αποδείξουμε.

	(   Για � EMBED Equation.3  ���, ο ισχυρισμός γράφεται � EMBED Equation.3  ���, που είναι αληθής

	(  Θα αποδείξουμε ότι, αν ο � EMBED Equation.3  ��� είναι αληθής, τότε και ο � EMBED Equation.3  ��� είναι αληθής, δηλαδή:

	Αν   � EMBED Equation.3  ���   (6),   τότε   � EMBED Equation.3  ���

	Πράγματι, λόγω της (6), υπάρχει � EMBED Equation.3  ��� τέτοιος, ώστε

			      � EMBED Equation.3  ���,   οπότε   � EMBED Equation.3  ���	           (7)

	Έτσι, έχουμε

		                          � EMBED Equation.3  ���

					   � EMBED Equation.3  ���

					    � EMBED Equation.3  ���

					    � EMBED Equation.3  ���

					    � EMBED Equation.3  ���.

	Άρα, ο � EMBED Equation.3  ��� αληθεύει για κάθε � EMBED Equation.3  ���.



7.	Επειδή � EMBED Equation.3  ���, για να δείξουμε ότι � EMBED Equation.3  ���, αρκεί να δείξουμε ότι � EMBED Equation.3  ���. Έχουμε λοιπόν:

� EMBED Equation.3  ���.



4.4  ΜΕΓΙΣΤΟΣ  ΚΟΙΝΟΣ  ΔΙΑΙΡΕΤΗΣ - ΕΛΑΧΙΣΤΟ�         ΚΟΙΝΟ  ΠΟΛΛΑΠΛΑΣΙΟ





Α΄ ΟΜΑΔΑΣ



1.	(i) Έχουμε διαδοχικά:

		           � EMBED Equation.3  ���,     οπότε      � EMBED Equation.3  ���

		             � EMBED Equation.3  ���,     οπότε      � EMBED Equation.3  ���

		             � EMBED Equation.3  ���,       οπότε        � EMBED Equation.3  ���

�		             � EMBED Equation.3  ���  ,       οπότε        � EMBED Equation.3  ���

			 � EMBED Equation.3  ���

	Επομένως, έχουμε   (135,56)=1 και

		     � EMBED Equation.3  ���        � EMBED Equation.3  ���

			       � EMBED Equation.3  ���  � EMBED Equation.3  ���

			        � EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ���

	Άρα	     � EMBED Equation.3  ���

Έχουμε διαδοχικά:

�		          � EMBED Equation.3  ��� ,         οπότε             � EMBED Equation.3  ���

		            � EMBED Equation.3  ���

	Επομένως 

	� EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���

	(iii)	Είναι � EMBED Equation.3  ���, οπότε, λόγω της (ii), έχουμε � EMBED Equation.3  ���.

	(iv)	Είναι � EMBED Equation.3  ���, οπότε, λόγω της (ii), έχουμε � EMBED Equation.3  ���



2.	(i)	Είναι � EMBED Equation.3  ���

Είναι � EMBED Equation.3  ���, αφού ο ακέραιος � EMBED Equation.3  ��� είναι περιττός

Λόγω της (ii) έχουμε: � EMBED Equation.3  ��� (Πόρισμα σελ. 158)

Είναι � EMBED Equation.3  ��� και επειδή � EMBED Equation.3  ��� θα ισχύει � EMBED Equation.3  ���

Λόγω της (ii) έχουμε � EMBED Equation.3  ��� (Πόρισμα σελ. 158)



3.	Έστω � EMBED Equation.3  ���. Τότε

	� EMBED Equation.3  ���,  οπότε  � EMBED Equation.3  ���  και συνεπώς  � EMBED Equation.3  ���. Άρα � EMBED Equation.3  ���, δηλαδή � EMBED Equation.3  ���.



4.	Έστω � EMBED Equation.3  ���. Τότε

	� EMBED Equation.3  ���,  οπότε  � EMBED Equation.3  ���. Συνεπώς � EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ���. Όμως � EMBED Equation.3  ���. Άρα � EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ���.



5.	(i) Έστω � EMBED Equation.3  ���. Τότε

	� EMBED Equation.3  ���,   οπότε   � EMBED Equation.3  ���.  Άρα   � EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ���.

Έστω � EMBED Equation.3  ���. Τότε

	� EMBED Equation.3  ���,    οπότε    � EMBED Equation.3  ���.   Άρα � EMBED Equation.3  ���, δηλαδή � EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ���.

	(iii)	Έστω � EMBED Equation.3  ���. Τότε

	� EMBED Equation.3  ���,    οπότε    � EMBED Equation.3  ���. Άρα � EMBED Equation.3  ���, δηλαδή � EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ���.

6.	(i) Έστω � EMBED Equation.3  ���. Τότε

	� EMBED Equation.3  ���,   οπότε   � EMBED Equation.3  ���. Άρα � EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ���. 

	Όμως � EMBED Equation.3  ���. Άρα � EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ��� και συνεπώς � EMBED Equation.3  ���.

Σύμφωνα με την εφαρμογή 1 σελ. 155, έχουμε

	   � EMBED Equation.3  ���

				     � EMBED Equation.3  ���

				     � EMBED Equation.3  ���

				     � EMBED Equation.3  ���

				     � EMBED Equation.3  ���

				     � EMBED Equation.3  ���



7.
	Είναι:


		   � EMBED Equation.3  ���


			       � EMBED Equation.3  ���
,
 
 
         
αφού � EMBED Equation.3  
�
�
�


			       � EMBED Equation.3  ���



8.	(i) Είναι � EMBED Equation.3  ���. Επομένως θέλουμε να ισχύει

� EMBED Equation.3  ���,     για κάθε   � EMBED Equation.3  ���.

	Αυτό ισχύει μόνο όταν � EMBED Equation.3  ���, αφού για � EMBED Equation.3  ��� από την παραπάνω ισότητα έχουμε � EMBED Equation.3  ��� και συνεπώς � EMBED Equation.3  ���.

	(ii) Είναι � EMBED Equation.3  ���. Επομένως θέλουμε να ισχύει

� EMBED Equation.3  ���,    για κάθε   � EMBED Equation.3  ���.

	Αυτό ισχύει, όπως είδαμε πριν, μόνο για � EMBED Equation.3  ���.



9.	Έστω  � EMBED Equation.3  ���.  Τότε  � EMBED Equation.3  ���  και  � EMBED Equation.3  ���  και  επειδή  � EMBED Equation.3  ���,  έχουμε  ότι 

	� EMBED Equation.3  ���. Έτσι � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ���. Άρα � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ���, δηλαδή � EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ���.

	Έστω � EMBED Equation.3  ���. Τότε, ομοίως εργαζόμενοι, βρίσκουμε ότι � EMBED Equation.3  ���.





Β΄ ΟΜΑΔΑΣ



1.	(i) Έστω � EMBED Equation.3  ���. Τότε

	� EMBED Equation.3  ���, οπότε  � EMBED Equation.3  ��� και άρα � EMBED Equation.3  ���. 

	Όμως � EMBED Equation.3  ���. Επομένως � EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ��� ή � EMBED Equation.3  ���.

	(ii) Έστω � EMBED Equation.3  ���. Τότε

	� EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ���ή, ισοδύναμα, � EMBED Equation.3  ��� και άρα � EMBED Equation.3  ���.  Όμως  � EMBED Equation.3  ���.  Επομένως � EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ��� ή

	� EMBED Equation.3  ���.



Επειδή � EMBED Equation.3  ���, ο αριθμός α θα διαιρείται με τον 2, αλλά όχι με τον 4. Επομένως, το υπόλοιπο της διαίρεσης του α  με το 4 θα είναι 2, δηλαδή ο α θα είναι της μορφής:

� EMBED Equation.3  ���.

	Επειδή � EMBED Equation.3  ���, ο αριθμός β θα διαιρείται με τον 2, αλλά όχι με τον 4. Επομένως ο β θα είναι της μορφής:

� EMBED Equation.3  ���.

	Έτσι, θα έχουμε

	� EMBED Equation.3  ���.



3.	Για να απλοποιείται το κλάσμα � EMBED Equation.3  ���, αρκεί ο ΜΚΔ των όρων του να είναι διαφορετικός της μονάδας. Έστω � EMBED Equation.3  ���. Τότε
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