	(iii) Είναι:

� EMBED Equation.3  ���

	οπότε, αν θέσουμε � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, έχουμε

� EMBED Equation.3  ���.

	Άρα, η εξίσωση παριστάνει παραβολή με κορυφή το σημείο � EMBED Equation.3  ��� και εστία το σημείο � EMBED Equation.3  ���.

	(iv) Είναι

	� EMBED Equation.3  ���

	οπότε, αν θέσουμε � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, έχουμε

	� EMBED Equation.3  ���.

	Άρα, η εξίσωση παριστάνει παραβολή με κορυφή το σημείο � EMBED Equation.3  ��� και εστία το σημείο � EMBED Equation.3  ���.



2.	(i) Η εξίσωση γράφεται διαδοχικά

      � EMBED Equation.3  ���

				            � EMBED Equation.3  ���

				       � EMBED Equation.3  ���

				               � EMBED Equation.3  ���

					     � EMBED Equation.3  ���

	οπότε, αν θέσουμε � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, η εξίσωση παίρνει τη μορφή

� EMBED Equation.3  ���.

	Άρα, η εξίσωση παριστάνει έλλειψη με κέντρο το σημείο � EMBED Equation.3  ��� και άξονες συμμετρίας τις ευθείες � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���. Ως προς το σύστημα � EMBED Equation.3  ��� οι κορυφές � EMBED Equation.3  ��� έχουν συντεταγμένες � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� αντιστοίχως, ενώ οι εστίες � EMBED Equation.3  ��� έχουν συντεταγμένες � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� αντιστοίχως. Επομένως, ως προς το σύστημα � EMBED Equation.3  ��� οι κορυφές � EMBED Equation.3  ��� έχουν συντεταγμένες � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� αντιστοίχως, ενώ οι εστίες � EMBED Equation.3  ��� έχουν συντεταγμένες � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� αντιστοίχως.

	(ii) Η εξίσωση γράφεται διαδοχικά

  � EMBED Equation.3  ��� 

				 � EMBED Equation.3  ��� 

				       � EMBED Equation.3  ��� 

				          � EMBED Equation.3  ��� 

	οπότε, αν θέσουμε � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, η εξίσωση παίρνει τη μορφή

� EMBED Equation.3  ���.

	Άρα, η εξίσωση παριστάνει έλλειψη με κέντρο το σημείο � EMBED Equation.3  ���, κορυφές τα σημεία � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� και εστίες τα σημεία � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���.

	(iii) Η εξίσωση γράφεται διαδοχικά

     � EMBED Equation.3  ���

				       � EMBED Equation.3  ���

			    � EMBED Equation.3  ���

				           � EMBED Equation.3  ���

				              � EMBED Equation.3  ���

	οπότε, αν θέσουμε � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, η εξίσωση παίρνει τη μορφή

	� EMBED Equation.3  ���.

	Άρα, η εξίσωση παριστάνει έλλειψη με κέντρο το σημείο � EMBED Equation.3  ���, κορυφές τα σημεία � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ��� και εστίες τα σημεία � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���.

	(iv) Η εξίσωση γράφεται διαδοχικά

   � EMBED Equation.3  ���

				     � EMBED Equation.3  ���

			        � EMBED Equation.3  ���

				            � EMBED Equation.3  ���

					� EMBED Equation.3  ���

	οπότε, αν θέσουμε � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, η εξίσωση παίρνει τη μορφή

	� EMBED Equation.3  ���.

	Άρα, η εξίσωση παριστάνει έλλειψη με κέντρο το σημείο � EMBED Equation.3  ���, κορυφές τα σημεία � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ��� και εστίες τα σημεία � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���.



3.	(i) Η εξίσωση γράφεται διαδοχικά:

� EMBED Equation.3  ���

				     � EMBED Equation.3  ���

			 � EMBED Equation.3  ���

				          � EMBED Equation.3  ���

				              � EMBED Equation.3  ���

	οπότε, αν θέσουμε � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, παίρνει τη μορφή

� EMBED Equation.3  ���.

	Άρα, η εξίσωση παριστάνει υπερβολή με κέντρο το σημείο � EMBED Equation.3  ���. Ως προς το σύστημα � EMBED Equation.3  ��� οι κορυφές � EMBED Equation.3  ���, Α έχουν συντεταγμένες � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� αντιστοίχως, ενώ οι εστίες � EMBED Equation.3  ��� έχουν συντεταγμένες � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� αντιστοίχως. Επομένως, ως προς το σύστημα � EMBED Equation.3  ��� οι κορυφές έχουν συντεταγμένες � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� αντιστοίχως.

	(ii) Η εξίσωση γράφεται διαδοχικά

   � EMBED Equation.3  ���

				  � EMBED Equation.3  ���

			    � EMBED Equation.3  ���

				       � EMBED Equation.3  ���

				         � EMBED Equation.3  ���

	οπότε, αν θέσουμε � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, παίρνει τη μορφή

� EMBED Equation.3  ���.

	Άρα, η εξίσωση παριστάνει υπερβολή με κέντρο το σημείο � EMBED Equation.3  ���, κορυφές τα σημεία � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ��� και εστίες τα σημεία � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���.



4.	Η ευθεία � EMBED Equation.3  ��� εφάπτεται της παραβολής � EMBED Equation.3  ���, αν και μόνο αν το σύστημα � EMBED Equation.3  ��� έχει διπλή λύση. Είναι όμως:

		      � EMBED Equation.3  ���          � EMBED Equation.3  ���

	Επομένως, το σύστημα έχει διπλή λύση, αν και μόνο αν η εξίσωση (2) έχει διπλή ρίζα που συμβαίνει, αν και μόνο αν Δ=0. Έχουμε λοιπόν

� EMBED Equation.3  ���

					       � EMBED Equation.3  ���.



5.	Η μοναδική κατακόρυφη εφαπτομένη της παραβολής � EMBED Equation.3  ��� είναι ο άξονας � EMBED Equation.3  ���. Ο άξονας, όμως, � EMBED Equation.3  ��� δεν εφάπτεται του κύκλου � EMBED Equation.3  ���. Επομένως, αν υπάρχει κοινή εφαπτομένη, ε, του κύκλου και της παραβολής, αυτή θα έχει εξίσωση της μορφής

					� EMBED Equation.3  ���			(1)

	Η ε εφάπτεται του κύκλου � EMBED Equation.3  ���, αν και μόνο αν η απόστασή της από το κέντρο � EMBED Equation.3  ��� του κύκλου είναι ίση με την ακτίνα του, δηλαδή, αν και μόνο αν ισχύει

			� EMBED Equation.3  ���   ή, ισοδύναμα,   � EMBED Equation.3  ���. 	           (2)

	Η ε εφάπτεται της παραβολής � EMBED Equation.3  ���, αν και μόνο αν το σύστημα � EMBED Equation.3  ��� έχει διπλή λύση. Είναι όμως:

		     � EMBED Equation.3  ���          (3)

	Επομένως, το σύστημα έχει διπλή λύση, αν και μόνο αν η (3) έχει διπλή λύση που συμβαίνει, αν και μόνο αν

� EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���

	Έχουμε λοιπόν

		   � EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ���	           (4)

	Έτσι, λόγω των (2) και (4), έχουμε

� EMBED Equation.3  ���

				        � EMBED Equation.3  ���.

	Άρα, υπάρχουν δύο κοινές εφαπτομένες του κύκλου και της παραβολής, οι ευθείες:

� EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���.





ΓΕΝΙΚΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ  3ου  ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ





1.	(i) Η (1) γράφεται διαδοχικά:

� EMBED Word.Picture.6  ���

	� EMBED Equation.3  ���

     � EMBED Equation.3  ���

                     � EMBED Equation.3  ���

	Άρα η (1) παριστάνει κύκλο με κέντρο � EMBED Equation.3  ��� και ακτίνα � EMBED Equation.3  ���.

	(ii) Θα θεωρήσουμε δύο από τους παραπάνω κύκλους και αφού βρούμε τα κοινά τους σημεία θα αποδείξουμε ότι κάθε άλλος κύκλος που ορίζεται από την εξίσωση (1) διέρχεται από τα σημεία αυτά. Για λ=0, λ=1 έχουμε τους κύκλους:

			    � EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���	           (2)

	αντιστοίχως. Τα σημεία τομής των κύκλων αυτών είναι οι λύσεις του συστήματος των εξισώσεων (2). Λύνουμε το σύστημα αυτό ως εξής:

� EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ���

	Άρα, οι κύκλοι � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� τέμνονται στα σημεία � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���. Από τα σημεία αυτά διέρχονται όλοι οι κύκλοι που ορίζονται από την εξίσωση (1), αφού οι συντεταγμένες των Α και Β επαληθεύουν την (1) για κάθε � EMBED Equation.3  ���. Πράγματι

	� EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���.

	Η εξίσωση της κοινής χορδής είναι η � EMBED Equation.3  ���.



2.	(i) Ο κύκλος � EMBED Equation.3  ��� έχει κέντρο το � EMBED Equation.3  ��� και ακτίνα � EMBED Equation.3  ���, ενώ το κύκλος � EMBED Equation.3  ��� έχει κέντρο το � EMBED Equation.3  ��� και ακτίνα � EMBED Equation.3  ���. Επομένως, αν ε είναι η ευθεία με εξίσωση � EMBED Equation.3  ���, τότε θα έχουμε

και			 � EMBED Equation.3  ���	           (1)

(ii) Για να εφάπτεται η ε και στους δύο κύκλους πρέπει να αρκεί

� EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���

Όμως:

        � EMBED Equation.3  ��� 

			   � EMBED Equation.3  ���

			    � EMBED Equation.3  ���

			    � EMBED Equation.3  ���

			    � EMBED Equation.3  ���.

Άρα, υπάρχουν δύο κοινές εφαπτόμενες των κύκλων � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� οι:

� EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���.

(iii) Οι ευθείες � EMBED Equation.3  ��� είναι συμμετρικές ως προς τον άξονα � EMBED Equation.3  ���. Άρα τέμνονται πάνω στον � EMBED Equation.3  ��� και, επειδή η � EMBED Equation.3  ��� σχηματίζει με τον άξονα � EMBED Equation.3  ��� γωνία � EMBED Equation.3  ��� (αφού � EMBED Equation.3  ���), οι ευθείες � EMBED Equation.3  ��� σχηματίζουν γωνία � EMBED Equation.3  ���.



3.	(i) Οι συντεταγμένες � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� των σημείων Α και Β είναι οι λύσεις του συστήματος � EMBED Equation.3  ���. Η δεύτερη εξίσωση του συστήματος, λόγω της πρώτης, γράφεται

� EMBED Equation.3  ���

					� EMBED Equation.3  ���	           (1)

	Η εξίσωση αυτή είναι δευτεροβάθμια και έχει λύση, αν και μόνο αν � EMBED Equation.3  ���, δηλαδή, αν και μόνο αν

      � EMBED Equation.3  ���			           (2)

	Στην περίπτωση αυτή το μέσο Μ θα έχει συντεταγμένες

� EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ���		           (3)

και

� EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ���	           (4)

	(ii) α) Αν λ=1, λόγω των σχέσεων (2), (3) και (4), το σημείο Μ έχει συντεταγμένες

	� EMBED Equation.3  ���.

	Άρα, όταν το β μεταβάλλεται, τότε το Μ διαγράφει την ημιευθεία

� EMBED Equation.3  ���

όπου � EMBED Equation.3  ��� το σημείο με συντεταγμένες (1,2) (Σχ. α).

β) Αν β=0, λόγω των σχέσεων (3) και (4), το σημείο Μ έχει συντεταγμένες:

� EMBED Equation.3  ���,    οπότε    � EMBED Equation.3  ���    και άρα    � EMBED Equation.3  ���.

Επομένως, όταν το λ μεταβάλλεται, τότε το σημείο Μ διαγράφει την παραβολή � EMBED Equation.3  ��� με εξαίρεση το σημείο Ο(0,0) (Σχ. β).



� EMBED Word.Picture.6  ���        � EMBED Word.Picture.6  ���





� EMBED Word.Picture.6  ���

4. Η ευθεία ζ, που διέρχεται από το σημείο � EMBED Equation.3  ��� και έχει συντελεστή διεύθυνσης λ, έχει εξίσωση

	� EMBED Equation.3  ���.

	Επομένως τα σημεία � EMBED Equation.3  ��� έχουν συντεταγμένες

	� EMBED Equation.3  ���  και  � EMBED Equation.3  ���,

	που είναι οι λύσεις των συστημάτων
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