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	� EMBED Equation.3  ���  ή, ισοδύναμα,  � EMBED Equation.3  ���.

	Η εφαπτομένη τέμνει την διευθετούσα στο σημείο � EMBED Equation.3  ���. Το κέντρο του κύκλου με διάμετρο ΑΒ είναι το σημείο � EMBED Equation.3  ���, ενώ η ακτίνα του είναι 



	� EMBED Equation.3  ���.

	Επειδή � EMBED Equation.3  ���, η εστία της παραβολής είναι το σημείο Ε(1,0). Επομένως

� EMBED Equation.3  ���

	Άρα ο κύκλος αυτός εφάπτεται στον άξονα � EMBED Equation.3  ��� στο σημείο Ε.
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4.	Η απόσταση ΜΕ είναι ίση με την απόσταση ΜΑ του Μ από την διευθετούσα, δηλαδή � EMBED Equation.3  ���. Άρα η ακτίνα του κύκλου είναι ίση με � EMBED Equation.3  ���. Το μέσον Κ της ΜΕ έχει συντεταγμένες � EMBED Equation.3  ��� και η απόσταση του από τον άξονα � EMBED Equation.3  ��� είναι ίση με � EMBED Equation.3  ���, που σημαίνει ότι ο κύκλος με διάμετρο ΜΕ εφάπτεται στον άξονα � EMBED Equation.3  ���.
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5.	Η εξίσωση της ευθείας ΑΟ είναι � EMBED Equation.3  ��� και τέμνει τη διευθετούσα στο σημείο � EMBED Equation.3  ���. Η εφαπτομένη της παραβολής στο Α έχει εξίσωση � EMBED Equation.3  ��� και επομένως, έχει συντελεστή διεύθυνσης � EMBED Equation.3  ���. Ο συντελεστής διεύθυνσης της ΒΕ είναι

� EMBED Equation.3  ���

	Άρα � EMBED Equation.3  ���.
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6.	Η εφαπτομένη της παραβολής στο σημείο της � EMBED Equation.3  ��� έχει εξίσωση � EMBED Equation.3  ��� και,επειδή � EMBED Equation.3  ���, τέμνει τον άξονα � EMBED Equation.3  ��� στο σημείο � EMBED Equation.3  ��� και τη διευθετούσα δ στο σημείο � EMBED Equation.3  ���.

Για να είναι � EMBED Equation.3  ���, αρκεί � EMBED Equation.3  ���. 

	Έχουμε	            � EMBED Equation.3  ���

					� EMBED Equation.3  ���,         που ισχύει.

	(ii) Έχουμε	            � EMBED Equation.3  ���

					 � EMBED Equation.3  ���

					 � EMBED Equation.3  ���

					 � EMBED Equation.3  ���,	            που ισχύει.

	Άρα � EMBED Equation.3  ���.

	(iii) Από το ορθογώνιο τρίγωνο ΕΒΑ, επειδή � EMBED Equation.3  ���, έχουμε � EMBED Equation.3  ���.
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7.	Η εφαπτομένη της παραβολής � EMBED Equation.3  ��� στο σημείο � EMBED Equation.3  ��� έχει εξίσωση � EMBED Equation.3  ��� και τέμνει τον άξονα � EMBED Equation.3  ��� στο σημείο � EMBED Equation.3  ���, ενώ η παράλληλη από το Α προς τον � EMBED Equation.3  ��� τέμνει τη διευθετούσα δ στο σημείο � EMBED Equation.3  ���. Επομένως, το μέσον του ΓΕ έχει συντεταγμένες � EMBED Equation.3  ��� και το μέσον της ΑΒ έχει συντεταγμένες επίσης � EMBED Equation.3  ���. Άρα, τα τμήματα ΑΒ και ΓΕ διχοτομούνται.

	Επίσης

	� EMBED Equation.3  ���,

	που σημαίνει ότι � EMBED Equation.3  ���. Αφού, λοιπόν, τα τμήματα ΑΒ και ΓΕ διχοτομούνται καθέτως, το ΑΕΒΓ είναι ρόμβος και το κέντρο του � EMBED Equation.3  ��� βρίσκεται στον άξονα � EMBED Equation.3  ���.
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8.	(i) Τα σημεία τομής των � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� προσδιορίζονται από τη λύση του συστήματος 

		     � EMBED Equation.3  ���	        � EMBED Equation.3  ���

	Από την (2) έχουμε � EMBED Equation.3  ���. Αντικαθιστούμε στην (1) και έχουμε 

	� EMBED Equation.3  ���   ή   � EMBED Equation.3  ���,

	οπότε οι αντίστοιχες τιμές του y είναι � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���. Άρα, οι παράλληλες τέμνονται στα σημεία Ο(0,0) και Α(2p,2p).

	(ii) Η εφαπτομένη � EMBED Equation.3  ��� της � EMBED Equation.3  ��� στο Α(2p,2p) έχει εξίσωση

				� EMBED Equation.3  ���		           (1)

	και τέμνει την � EMBED Equation.3  ��� στο σημείο � EMBED Equation.3  ���.

	Η εφαπτομένη � EMBED Equation.3  ��� της � EMBED Equation.3  ��� στο Α(2p,2p) έχει εξίσωση

				� EMBED Equation.3  ���		           (2)

	και τέμνει την � EMBED Equation.3  ��� στο σημείο � EMBED Equation.3  ���.

	Επομένως, η εφαπτομένη της � EMBED Equation.3  ��� στο � EMBED Equation.3  ��� έχει εξίσωση

	� EMBED Equation.3  ���,

	ενώ η εφαπτομένη της � EMBED Equation.3  ��� στο � EMBED Equation.3  ��� έχει εξίσωση 

	� EMBED Equation.3  ���.

	Παρατηρούμε, δηλαδή, ότι η εφαπτομένη της � EMBED Equation.3  ��� στο Β και η εφαπτομένη της � EMBED Equation.3  ��� στο Γ συμπίπτουν. Άρα η ΑΒ είναι κοινή εφαπτομένη των � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���.





3.3   Η  ΕΛΛΕΙΨΗ





Α΄ ΟΜΑΔΑΣ



1.	(i) Είναι � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���. Άρα � EMBED Equation.3  ��� και επειδή οι εστίες βρίσκονται στον άξονα � EMBED Equation.3  ���, η έλλειψη θα έχει εξίσωση:

� EMBED Equation.3  ���.

	(ii) Είναι � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���. Άρα � EMBED Equation.3  ��� � EMBED Equation.3  ��� και επειδή οι εστίες βρίσκονται στον άξονα � EMBED Equation.3  ���, η έλλειψη έχει εξίσωση

� EMBED Equation.3  ���.

	(iii) Είναι � EMBED Equation.3  ���, και � EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ���. Άρα � EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ���, οπότε η έλλειψη θα έχει εξίσωση:

� EMBED Equation.3  ���.

	(iv) Είναι � EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ���, με � EMBED Equation.3  ���. Άρα η εξίσωση της έλλειψης θα έχει τη μορφή:

� EMBED Equation.3  ���.

	Αφού, τώρα, το � EMBED Equation.3  ��� είναι σημείο της έλλειψης, οι συντεταγμένες του θα επαληθεύουν την εξίσωσή της. Θα έχουμε δηλαδή:

			� EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ���

				           � EMBED Equation.3  ���

				           � EMBED Equation.3  ���

				           � EMBED Equation.3  ���

	Άρα, η έλλειψη έχει εξίσωση 	� EMBED Equation.3  ���.

	(v) Αφού οι εστίες είναι πάνω στον � EMBED Equation.3  ��� η εξίσωση της έλλειψης θα είναι:

� EMBED Equation.3  ���.

	Τώρα, αφού τα � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� είναι τα σημεία της έλλειψης, οι συντεταγμένες τους θα επαληθεύουν την εξίσωσή της. Άρα, θα έχουμε:

� EMBED Equation.3  ���

	Θέτουμε � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� και έχουμε

� EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ���

				   � EMBED Equation.3  ���         � EMBED Equation.3  ���         � EMBED Equation.3  ���.

	Άρα, � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, οπότε η εξίσωση της έλλειψης θα είναι:

� EMBED Equation.3  ���.



2.	(i) Η εξίσωση � EMBED Equation.3  ��� γράφεται ισοδύναμα

� EMBED Equation.3  ���,

	οπότε είναι � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���. Έτσι έχουμε � EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ��� και άρα � EMBED Equation.3  ���. Τέλος, οι εστίες είναι τα σημεία � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���.

	(ii) Η εξίσωση � EMBED Equation.3  ��� γράφεται ισοδύναμα

� EMBED Equation.3  ���

	ή

� EMBED Equation.3  ���,

	απ’ όπου προκύπτει ότι � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���. Οι εστίες βρίσκονται πάνω στον άξονα � EMBED Equation.3  ��� και είναι τα σημεία � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���.



3.	Έστω ΑΒΓΔ το ζητούμενο τετράγωνο. Αν � EMBED Equation.3  ��� είναι οι συντεταγμένες του σημείου Α, τότε οι συντεταγμένες των σημείων Β, Γ και Δ θα είναι � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���αντιστοίχως. Επειδή � EMBED Equation.3  ��� θα ισχύει � EMBED Equation.3  ��� οπότε θα είναι
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	   		    � EMBED Equation.3  ���		     (1)

	Άρα, οι συντεταγμένες του Α θα είναι � EMBED Equation.3  ��� και, επειδή επαληθεύουν την εξίσωση της έλλειψης, θα έχουμε

� EMBED Equation.3  ���	(αν � EMBED Equation.3  ���).

	Έτσι το ζητούμενο τετράγωνο θα έχει κορυφές:

    � EMBED Equation.3  ���,   � EMBED Equation.3  ���,   � EMBED Equation.3  ���,   � EMBED Equation.3  ���.
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4.	Η εξίσωση � EMBED Equation.3  ��� γράφεται ισοδύμανα

� EMBED Equation.3  ���

	απ’ όπου προκύπτει ότι � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���. Επομένως, οι κορυφές Β και � EMBED Equation.3  ��� έχουν συντεταγμένες � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� αντιστοίχως, ενώ οι εστίες Ε και � EMBED Equation.3  ��� έχουν συντεταγμένες � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���αντιστοίχως. Άρα, το τετράπλευρο � EMBED Equation.3  ��� είναι τετράγωνο, αφού οι διαγώνιες του είναι ίσες, κάθετες και διχοτομούνται.



5.	Αν το � EMBED Equation.3  ��� είναι ένα σημείο της έλλειψης � EMBED Equation.3  ���, τότε το αντιδιαμετρικό του θα είναι το � EMBED Equation.3  ���, λόγω της συμμετρίας της έλλειψης ως προς το � EMBED Equation.3  ���. Έτσι, η εφαπτομένη της έλλειψης στο � EMBED Equation.3  ��� είναι η � EMBED Equation.3  ���, ενώ στο � EMBED Equation.3  ��� είναι η � EMBED Equation.3  ���. Οι εφαπτομένες αυτές είναι παράλληλες, αφού οι συντελεστές διεύθυνσής τους, για � EMBED Equation.3  ���, είναι ίσοι.

	Αν � EMBED Equation.3  ���, που ισχύει όταν τα � EMBED Equation.3  ��� ταυτιστούν με τα Α και � EMBED Equation.3  ���, οι εφαπτομένες σ’ αυτά είναι παράλληλες, αφού είναι κάθετες και οι δύο στον άξονα � EMBED Equation.3  ���.



6.	Η εφαπτομένη ε της έλλειψης � EMBED Equation.3  ��� στο σημείο της � EMBED Equation.3  ��� έχει εξίσωση � EMBED Equation.3  ��� και άρα συντελεστή διεύθυνσης � EMBED Equation.3  ���. Επομένως:

	(i) Η εφαπτομένη ε είναι παράλληλη προς την ευθεία � EMBED Equation.3  ���, αν και μόνο αν � EMBED Equation.3  ��� ή, ισοδύναμα,

	� EMBED Equation.3  ���.

	Όμως το � EMBED Equation.3  ��� είναι σημείο της έλλειψης. Άρα, θα έχουμε: � EMBED Equation.3  ��� και, επειδή � EMBED Equation.3  ���, θα ισχύει

	� EMBED Equation.3  ���.

	Επομένως,

� EMBED Equation.3  ���   ή   � EMBED Equation.3  ���.

	Έτσι, υπάρχουν δύο ευθείες εφαπτόμενες της έλλειψης, που είναι παράλληλες στην ευθεία � EMBED Equation.3  ���. Οι εφαπτόμενες αυτές είναι οι � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���.

	(ii) Η εφαπτομένη ε είναι κάθετη στην ευθεία � EMBED Equation.3  ���, αν και μόνο αν � EMBED Equation.3  ��� ή, ισοδύναμα, � EMBED Equation.3  ���. Άρα, το σημείο Μ θα έχει συντεταγμένες � EMBED Equation.3  ��� και, αφού ανήκει στην έλλειψη, θα είναι:

� EMBED Equation.3  ���.

	Επομένως

	� EMBED Equation.3  ���   ή   � EMBED Equation.3  ���.

	Άρα, οι ζητούμενες εφαπτομένες είναι οι ευθείες:

� EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���,

	οι οποίες γράφονται

� EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���.

	(iii) Η εφαπτομένη ε διέρχεται από το � EMBED Equation.3  ���, αν και μόνο αν η εξίσωση της ικανοποιείται από τις συντεταγμένες του Μ. Δηλαδή, αν και μόνο αν ισχύει � EMBED Equation.3  ��� ή, ισοδύναμα, � EMBED Equation.3  ���. Επειδή το � EMBED Equation.3  ��� ανήκει στην έλλειψη, θα έχουμε:

� EMBED Equation.3  ���.

	Επομένως

	� EMBED Equation.3  ���   ή   � EMBED Equation.3  ���

	Άρα, θα έχουμε δύο εφαπτομένες της έλλειψης που διέρχονται από το � EMBED Equation.3  ���, τις ευθείες � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���.



7.	Οι εφαπτόμενες της έλλειψης � EMBED Equation.3  ��� στα σημεία � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� θα είναι, αντιστοίχως, οι:

� EMBED Equation.3  ���

			       � EMBED Equation.3  ���

			       � EMBED Equation.3  ���

			          � EMBED Equation.3  ���

	Οι ευθείες αυτές είναι ανά δύο (πρώτη-τρίτη) και (δεύτερη-τέταρτη) παράλληλες μεταξύ τους και ανά δύο κάθετες (πρώτη-δεύτερη), (τρίτη-τέταρτη) και τέμνουν μάλιστα τον � EMBED Equation.3  ��� στα ίδια σημεία. Έτσι το τετράπλευρο που ορίζουν είναι ορθογώνιο παραλληλόγραμμο με κάθετες διαγώνιες. Άρα το τετράπλευρο αυτό θα είναι τετράγωνο.





Β΄ ΟΜΑΔΑΣ





1.	Αρκεί να δείξουμε ότι οι συντεταγμένες του Μ επαληθεύουν την εξίσωση της έλλειψης. Έχουμε λοιπόν:

� EMBED Equation.3  ���



2.	Αν � EMBED Equation.3  ��� είναι σημείο τομής των ευθειών � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, τότε θα ισχύει

� EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���

	οπότε, πολλαπλασιάζοντας κατά μέλη της ισότητες, θα έχουμε

� EMBED Equation.3  ���

				      � EMBED Equation.3  ���		(αφού  � EMBED Equation.3  ���)

			        � EMBED Equation.3  ���

				 � EMBED Equation.3  ���.

Άρα, το σημείο � EMBED Equation.3  ��� ανήκει στην έλλειψη � EMBED Equation.3  ���.



3.	Αν θέσουμε � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, τότε, σύμφωνα με τον ορισμό της έλλειψης, θα ισχύει

					� EMBED Equation.3  ���			           (1)

	Όμως, είναι

� EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���

	Επομένως, έχουμε

	� EMBED Equation.3  ���

	ή, ισοδύναμα,

	� EMBED Equation.3  ���.

	Οπότε, λόγω της (1), θα ισχύει

				         � EMBED Equation.3  ���.			           (2)

	Λύνουμε το σύστημα των (1) και (2) και έχουμε

� EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���

4.	Επειδή η έλλειψη έχει παραμετρικές εξισώσεις

� EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���,   � EMBED Equation.3  ���

	οι συντεταγμένες � EMBED Equation.3  ��� του � EMBED Equation.3  ��� θα είναι της μορφής

			   � EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���,   � EMBED Equation.3  ���	           (1)

	οπότε η εξίσωση � EMBED Equation.3  ��� της εφαπτομένης ε της έλλειψης στο σημείο � EMBED Equation.3  ��� θα πάρει τη μορφή:

� EMBED Equation.3  ���

	ή

				� EMBED Equation.3  ���		           (2)

	Έτσι, θα έχουμε

    � EMBED Equation.3  ���

		 � EMBED Equation.3  ���,

	οπότε θα ισχύει

	      � EMBED Equation.3  ���

		            � EMBED Equation.3  ���.



5.	Είναι

� EMBED Equation.3  ���

� EMBED Equation.3  ���

	Επομένως, για να δείξουμε ότι � EMBED Equation.3  ��� αρκεί να δείξουμε ότι

� EMBED Equation.3  ���

	ή		         � EMBED Equation.3  ���

	ή		  � EMBED Equation.3  ���

	ή		   � EMBED Equation.3  ���

	ή		             � EMBED Equation.3  ���

	ή			     � EMBED Equation.3  ���

	που ισχύει, αφού τα σημεία � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� είναι σημεία της έλλειψης.
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6.	α΄ τρόπος:	Έστω P το σημείο τομής της ΟΝ και του κύκλου με κέντρο Ο και ακτίνα β. Είδαμε στις παραμετρικές εξισώσεις της έλλειψης, ότι το σημείο Μ είναι το σημείο τομής της οριζόντιας ευθείας από το P και της κατακόρυφης από το Ν. Επομένως, τα τετράπλευρα ΜΝΟΔ και ΜΡΟΓ είναι παραλληλόγραμμα, οπότε θα έχουμε

� EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���

	β΄ τρόπος:	Αν φ είναι η γωνία που σχηματίζει το διάνυσμα � EMBED Equation.3  ��� με τον άξονα � EMBED Equation.3  ���, τότε οι συντεταγμένες του Μ θα είναι � EMBED Equation.3  ���, ενώ οι συντεταγμένες του Ν θα είναι � EMBED Equation.3  ���. Επομένως, η ευθεία ΜΔ θα έχει εξίσωση

				� EMBED Equation.3  ���		           (1)

	και άρα θα τέμνει τους άξονες � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� στα σημεία

� EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���.

	Επομένως

� EMBED Equation.3  ���

  � EMBED Equation.3  ���.
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7.	Η ζ έχει εξίσωση � EMBED Equation.3  ���, ενώ οι ε και � EMBED Equation.3  ��� έχουν εξισώσεις � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� αντιστοίχως. Επομένως, οι συντεταγμένες των Γ και � EMBED Equation.3  ��� είναι οι λύσεις των συστημάτων

� EMBED Equation.3  ���     και     � EMBED Equation.3  ���

	αντιστοίχως. Λύνουμε τα συστήματα αυτά και βρίσκουμε ότι τα Γ και � EMBED Equation.3  ��� έχουν συντεταγμένες � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� αντιστοίχως. Επομένως:

	(i)	� EMBED Equation.3  ���     και     � EMBED Equation.3  ���     οπότε

		� EMBED Equation.3  ���

	(ii) Αρκεί να δείξουμε ότι � EMBED Equation.3  ��� ή, ισοδύναμα, ότι � EMBED Equation.3  ���. Έχουμε λοιπόν:

� EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���

	οπότε

� EMBED Equation.3  ���

				         � EMBED Equation.3  ���

				         � EMBED Equation.3  ���

				         � EMBED Equation.3  ���.

	Ομοίως αποδεικνύουμε ότι � EMBED Equation.3  ���.



8.	Η εφαπτομένη έχει εξίσωση � EMBED Equation.3  ���. Άρα, τέμνει τους άξονες � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� στα σημεία

� EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���

	αντιστοίχως. Επομένως έχουμε � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, οπότε

� EMBED Equation.3  ���,

	αφού το σημείο � EMBED Equation.3  ��� ανήκει στην έλλειψη.





3.4   Η  ΥΠΕΡΒΟΛΗ





A΄  ΟΜΑΔΑΣ



1.	(i) Είναι � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ���. Άρα, η εξίσωση της υπερβολής είναι

� EMBED Equation.3  ���,

	αφού έχει τις εστίες της στον άξονα � EMBED Equation.3  ���.

	(ii) Είναι � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���. Επομένως, � EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ��� � EMBED Equation.3  ���. Άρα, η εξίσωση της υπερβολής είναι

� EMBED Equation.3  ���,

	αφού έχει τις εστίες της στον άξονα � EMBED Equation.3  ���.

	(iii) Είναι � EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ���. Έτσι η εξίσωση της υπερβολής παίρνει τη μορφή

� EMBED Equation.3  ���.
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