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 OΡΙΟ -

 ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ
1.1

ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΟΙ  ΑΡΙΘΜΟΙ
Το σύνολο των πραγματικών αριθμών
Υπενθυμίζουμε ότι το σύνολο ( των πραγματικών αριθμών αποτελείται από τους ρητούς και τους άρρητους αριθμούς και παριστάνεται με τα σημεία ενός άξονα, τ ο υ  ά ξ ο ν α  τ ω ν  π ρ α γ μ α τ ι κ ώ ν    α ρ ι θ μ ώ ν. (Σχ. 1)




Ρητοί αριθμοί λέγονται οι αριθμοί που έχουν ή μπορούν να πάρουν τη μορφή 

, όπου α, β ακέραιοι με 

. Το σύνολο των ρητών αριθμών συμβολίζεται με (. Είναι, δηλαδή,
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Υπενθυμίζουμε ότι το σύνολο των ακέραιων αριθμών είναι το
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ενώ το σύνολο των φυσικών αριθμών είναι το
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Για τα σύνολα 
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Τα σύνολα 
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 τα συμβολίζουμε συντομότερα με 
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 αντιστοίχως.

Πράξεις και διάταξη στο 
[image: image12.wmf]Ñ


Στο σύνολο 
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 των πραγματικών αριθμών ορίστηκαν οι πράξεις της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασμού και με τη βοήθειά τους η αφαίρεση και η διαίρεση. Οι ιδιότητες των πράξεων αυτών είναι γνωστές από προηγούμενες τάξεις. Στη συνέχεια ορίστηκε η έννοια της διάταξης, οι σπουδαιότερες ιδιότητες της οποίας είναι οι:
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 και 
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, τότε ισχύει η ισοδυναμία:




6)   


7)   Aν 

, τότε ισχύει η ισοδυναμία



.

Διαστήματα πραγματικών αριθμών



( Αν 
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, τότε ονομάζουμε διαστήματα με άκρα τα α,β καθένα από τα παρακάτω σύνολα:
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 ανοικτό διάστημα
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  κλειστό διάστημα
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κλειστό-ανοικτό διάστημα


[image: image19.wmf]:

}

|

{

]

(

β

x

α

x

α,β

£

<

Î

=

Ñ

ανοικτό-κλειστό διάστημα.




( Αν 
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, τότε ονομάζουμε μη φραγμένα διαστήματα με άκρο το α καθένα από τα παρακάτω σύνολα:
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Υπό μορφή διαστήματος το σύνολο 
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 το συμβολίζουμε με 

.

Τα σημεία ενός διαστήματος Δ, που είναι διαφορετικά από τα άκρα του, λέγονται εσωτερικά σημεία του Δ.

Απόλυτη τιμή πραγματικού αριθμού
Η απόλυτη τιμή ενός πραγματικού αριθμού α, που συμβολίζεται με 

, ορίζεται ως εξής:
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Γεωμετρικά, η απόλυτη τιμή του α παριστάνει την απόσταση του αριθμού α από το μηδέν,




ενώ η απόλυτη τιμή του 

 παριστάνει την απόσταση των αριθμών α και β.



Μερικές από τις βασικές ιδιότητες της απόλυτης τιμής είναι οι εξής:

1)  




        2)  


3)  



        4)  


5)  


        6)  

,    


ΕΦΑΡΜΟΓΗ

Να γραφούν υπό μορφή διαστήματος ή ένωσης διαστημάτων τα σύνολα:

i) 



ii) 

.

ΛΥΣΗ

 i) Eίναι

           






       



  


       

  και  


       

  ή  

.

Άρα 

.

ii) Είναι








       






       

.

Άρα  

.

1.2

ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ
Η έννοια της πραγματικής συνάρτησης
Η έννοια της συνάρτησης είναι γνωστή από προηγούμενες τάξεις. Στην παράγραφο αυτή υπενθυμίζουμε τον ορισμό της πραγματικής συνάρτησης με πεδίο ορισμού ένα υποσύνολο του 
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, επαναλαμβάνουμε γνωστές έννοιες και τέλος ορίζουμε πράξεις μεταξύ των πραγματικών συναρτήσεων.

ΟΡΙΣΜΟΣ
Έστω Α ένα υποσύνολο του 
[image: image28.wmf]Ñ

. Ονομάζουμε πραγματική συνάρτηση με πεδίο ορισμού το Α μια διαδικασία (κανόνα) f , με την οποία κάθε στοιχείο 

 αντιστοιχίζεται σε ένα μόνο πραγματικό αριθμό y. Το y ονομάζεται τιμή της  f  στο x και συμβολίζεται με 

.

Για να εκφράσουμε τη διαδικασία αυτή, γράφουμε:
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(
Το γράμμα x, που παριστάνει οποιοδήποτε στοιχείο του Α λέγεται ανεξάρτητη μεταβλητή, ενώ το γράμμα y, που παριστάνει την τιμή της f στο x, λέγεται εξαρτημένη μεταβλητή.

(
Το πεδίο ορισμού Α της συνάρτησης f συνήθως συμβολίζεται με 

.

(
Το σύνολο που έχει για στοιχεία του τις τιμές της f σε όλα τα 

, λέγεται σύνολο τιμών της f και συμβολίζεται με 

. Είναι δηλαδή:



  για κάποιο  

.

ΠΡΟΣΟΧΗ
Στα επόμενα και σε όλη την έκταση του βιβλίου :

(
Θα ασχοληθούμε μόνο με συναρτήσεις που έχουν πεδίο ορισμού  διάστημα ή  ένωση διαστημάτων.

(
΄Οταν θα λέμε ότι “Η συνάρτηση f είναι ορισμένη σ’ ένα σύνολο Β”, θα εννοούμε ότι το Β είναι υποσύνολο του πεδίου ορισμού της. Στην περίπτωση αυτή με 

 θα συμβολίζουμε το σύνολο των τιμών της f σε κάθε 

. Είναι δηλαδή:



  για κάποιο  

.

Συντομογραφία συνάρτησης
Είδαμε παραπάνω ότι για να οριστεί μια συνάρτηση, f αρκεί να δοθούν δύο στοιχεία:

( το πεδίο ορισμού της και

( η τιμή της, 

, για κάθε x του πεδίου ορισμού της.

Συνήθως, όμως, αναφερόμαστε σε μια συνάρτηση f δίνοντας μόνο τον τύπο με τον οποίο εκφράζεται το 

. Σε μια τέτοια περίπτωση θα θ ε ω ρ ο ύ μ ε  σ υμ β α τ ι κ ά  ότι το πεδίο ορισμού της  f είναι το σύνολο όλων των πραγματικών αριθμών x, για τους οποίους το 

 έχει νόημα. Έτσι, για παράδειγμα, αντί να λέμε “δίνεται η συνάρτηση 
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” θα λέμε “δίνεται η συνάρτηση f με τύπο 

” ή, πιο απλά, “δίνεται η συνάρτηση 

”,  ή  “δίνεται η συνάρτηση 

”.

ΕΦΑΡΜΟΓΗ

Ποιo είναι το πεδίο ορισμού της συνάρτησης f με τύπο:

 i) 





ii) 


ΛΥΣΗ
 i) H συνάρτηση f ορίζεται, όταν και μόνο όταν



   και   

.

Το τριώνυμο όμως 

 έχει ρίζες τους αριθμούς 1 και 2. Έτσι, η ανίσωση 

 αληθεύει, όταν και μόνο όταν



    ή    

.

Επομένως, το πεδίο ορισμού της  f  είναι το σύνολο  

.

ii) Η συνάρτηση f ορίζεται, όταν και μόνο όταν



.

Είναι όμως

         


 


 

.

Επομένως, το πεδίο ορισμού της  f  είναι το σύνολο  

.

Γραφική παράσταση συνάρτησης
Έστω f μια συνάρτηση με πεδίο ορισμού Α και 

 ένα σύστημα συντεταγμένων στο επίπεδο. Το σύνολο των σημείων 

 για τα οποία ισχύει 

, δηλαδή το σύνολο των σημείων 

, 

, λέγεται γραφική παράσταση της f και συμβολίζεται συνήθως με 

.  Η εξίσωση, λοιπόν, 

 επαληθεύεται μόνο από τα σημεία της 

. Επομένως, η 

 είναι η εξίσωση της γραφικής παράστασης της  f.

Επειδή κάθε 

 αντιστοιχίζεται σε ένα μόνο 
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, δεν υπάρχουν σημεία της γραφικής παράστασης της  f  με την ίδια τετμημένη. Αυτό σημαίνει ότι κάθε κατακόρυφη ευθεία έχει με τη γραφική παράσταση της  f  το πολύ ένα κοινό σημείο (Σχ. 7α).




Έτσι, ο κύκλος δεν αποτελεί γραφική παράσταση συνάρτησης (Σχ. 7β).




΄Οταν δίνεται η γραφική παράσταση 

 μιας συνάρτησης  f, τότε:

α)
Το πεδίο ορισμού της  f  είναι το σύνολο Α των τετμημένων των σημείων της 

.

β)
Το σύνολο τιμών της  f  είναι το σύνολο 

 των τεταγμένων των σημείων της 

.

γ)
Η τιμή της  f  στο 

 είναι η τεταγμένη του σημείου τομής της ευθείας 

  και της 

 (Σχ. 8).



   

   


Όταν δίνεται η γραφική παράσταση 

, μιας συνάρτησης f μπορούμε, επίσης, να σχεδιάσουμε και τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων 

 και 

.



α)
Η γραφική παράστασης της συνάρτησης 

 είναι συμμετρική, ως προς τον άξονα 

, της γραφικής παράστασης της f, γιατί αποτελείται από τα σημεία 

 που είναι συμμετρικά των 

, ως προς τον άξονα 

. (Σχ. 9).




β)
Η γραφική παράσταση της 

 αποτελείται από τα τμήματα της 

 που βρίσκονται πάνω από τον άξονα 

 και από τα συμμετρικά, ως προς τον άξονα 

, των τμημάτων της 

 που βρίσκονται κάτω από τον άξονα αυτόν. (Σχ. 10).

Μερικές βασικές συναρτήσεις
Στην παράγραφο αυτή δίνουμε τις γραφικές παραστάσεις μερικών βασικών συναρτήσεων, τις οποίες γνωρίσαμε σε προηγούμενες τάξεις.

Η πολυωνυμική συνάρτηση 


    


Η πολυωνυμική συνάρτηση 

,  

.

         


Η πολυωνυμική συνάρτηση 

,  

.




Η ρητή συνάρτηση 

,  

.




Οι συναρτήσεις 
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Επειδή 

, η γραφική παράσταση της 

 αποτελείται απο δύο κλάδους. Ο ένας είναι η γραφική παράσταση της 

 και ο άλλος η συμμετρική της ως προς τον άξονα 

.
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