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ΓΕΝΙΚΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ
Γ΄ ΟΜΑΔΑΣ
 1.   i) Να αποδείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων 

 και 

, 

 έχουν κοινή εφαπτομένη στο σημείο 

.

       ii) Να βρείτε τη σχετική θέση των 

 και 

 στο διάστημα 

.

 2.
Αν 

 είναι παραγωγίσιμες συναρτήσεις στο , με



   και   

   για κάθε   
[image: image1.wmf]Î
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,


να αποδείξετε ότι



  στο  

  και  

  στο  

.

 3.
Ισοσκελές τρίγωνο είναι εγγεγραμμένο σε κύκλο με ακτίνα 1. Αν θ είναι η γωνία μεταξύ των ίσων πλευρών του τριγώνου, να αποδείξετε ότι το εμβαδόν του είναι 

. Να βρείτε την τιμή της γωνίας 

 για την οποία εμβαδόν του τριγώνου μεγιστοποιείται. 


[image: image2.wmf] 
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 4.
Ένα σύρμα μήκους 20m διατίθεται για την περίφραξη ενός ανθόκηπου σχήματος κυκλικού τομέα. Να βρείτε την ακτίνα r του κύκλου, αν επιθυμούμε να έχουμε τη μεγαλύτερη δυνατή επιφάνεια του κήπου. 

 5.
Δύο διάδρομοι πλάτους 1m τέμνονται κάθετα (Σχήμα  ). Να βρείτε το μεγαλύτερο δυνατό μήκος μιας σκάλας που μπορεί, αν μεταφερθεί οριζόντια, να στρίψει στη γωνία. 

Υπόδειξη: 

        i) Να εκφράσετε τα ΟΑ, ΟΒ συναρτήσει της γωνίας θ, 

.

       ii) Να αποδείξετε ότι 

.

      iii) Να βρείτε την τιμή της γωνίας θ, για την οποία το ΑΒ γίνεται ελάχιστο.

 6.    i)
Να μελετήσετε και να παραστήσετε γραφικά τη συνάρτηση 

.

        ii) Να αποδείξετε ότι 

 για κάθε 

.

       iii) Να αποδείξετε ότι για 

 ισχύει 

 και στη συνέχεια να αποδείξετε ότι η εξίσωση 

 έχει δύο ακριβώς λύσεις, τις 

, 

.

 7.   i)
Αν 

 και για κάθε 
[image: image3.wmf]Î
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 ισχύει 

, να αποδείξετε ότι 

.

     ii)
Αν 

 και για κάθε 
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 ισχύει 

, να αποδείξετε ότι 

.

 8.   i)
Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 

 είναι κυρτή, ενώ η 

 είναι κοίλη.

     ii)
Να βρείτε την εφαπτομένη της 

 στο σημείο 

 και της 

 στο 

.

     iii)
Να αποδείξετε ότι:


 α) 
[image: image5.wmf]Î
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        β) 

.

             Πότε ισχύουν οι ισότητες;

       iv)
Η 

 βρίσκεται πάνω από την 

.

 9.   i)
Να βρείτε την ελάχιστη τιμή της συνάρτησης
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λ

e

x

f

x

-

=

)

(

,   
[image: image7.wmf]0

>

λ

.

       ii)
Να βρείτε τη μεγαλύτερη τιμή του 
[image: image8.wmf]0
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 για την οποία ισχύει
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,  για κάθε  
[image: image10.wmf]Ñ

Î

x

.

      iii)
Για την τιμή του λ που θα βρείτε παραπάνω να αποδείξετε ότι η ευθεία 
[image: image11.wmf]x
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y

=

 εφάπτεται της γραφικής παράστασης της συνάρτησης 
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10.  Δίνεται η συνάρτηση 

.




       Να αποδείξετε ότι

         i)
Η  f  είναι παραγωγίσιμη στο 

 και στη συνέχεια ότι η ευθεία 

 (ο άξονας 

) είναι η εφαπτομένη της 

 στο 

.

        ii)
Ο άξονας 

 έχει με την 

 άπειρα κοινά σημεία, παρόλο που εφάπτεται της 

.

       iii)
Η ευθεία 

 είναι ασύμπτωτη της 

 στο 

 και στο 

.

11. A. Έστω μια συνάρτηση φ τέτοια, ώστε

             

,  

  και  

  για κάθε  
[image: image13.wmf]Î
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       (1)

      Να αποδείξετε ότι:

       i) Η συνάρτηση 

 είναι σταθερή στο  και να βρείτε τον τύπο της.

      ii)


 για κάθε 
[image: image14.wmf]Î
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.

      Β. Έστω δύο συναρτήσεις  f  και g τέτοιες ώστε:



,  

  και  

 για κάθε 
[image: image15.wmf]Î
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
  

,  

  και  

  για κάθε 
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.

      Να αποδείξετε ότι:

       i)  Οι συναρτήσεις 

 και 

 ικανοποιούν τις υποθέσεις (1) του ερωτήματος Α.

      ii)


 και 

 για κάθε 
[image: image17.wmf]Î
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.




12.
Στο διπλανό σχήμα ο κύκλος έχει ακτίνα 1cm και η ε εφάπτεται σε αυτόν στο σημείο Α. Το τόξο ΑΜ είναι θ rad και το ευθ. τμήμα ΑΝ είναι θ cm. Η ευθεία ΜΝ τέμνει τον άξονα 

 στο σημείο 

. Να δείξετε ότι: 

  i) 


ii) 

.


[image: image18.wmf] 

s

 

l

 

Π

 4 km/h

 2 km

 

Ο

 

θ

 

Α


13.
Ένας πεζοπόρος Π ξεκινάει από ένα σημείο Α και βαδίζει γύρω από μια κυκλική λίμνη ακτίνας 

km με ταχύτητα 

km/h. Aν S είναι το μήκος του τόξου ΑΠ και 

 το μήκος της απόστασης ΑΠ του πεζοπόρου από το σημείο εκκίνησης τη χρονική στιμή t: 


A) Να αποδείξετε ότι


 i) 

  και  

, 
    ii) 

,  

  και  

.


Β) Να βρείτε το ρυθμό μεταβολής της απόστασης 

. Ποιος είναι ο ρυθμός μεταβολής της απόστασης 

, όταν 

       α) 

,             β) 

            και             γ) 

;

14.
Ένας αγρότης θέλει να προσλάβει εργάτες για να μαζέψουν 12500 κιλά ντομάτες. Κάθε εργάτης μαζεύει 125 κιλά την ώρα και πληρώνεται 1800 δρχ. την ώρα. Για το συντονισμό και επιστασία των εργατών ο αγρότης θα προσλάβει και έναν επιστάτη τον οποίο θα πληρώνει 3000 δρχ. την ώρα. Ο αγρότης, επιπλέον, θα πληρώσει στο σωματείο των εργατών εισφορά 3000 δρχ. για τον επιστάτη και κάθε εργάτη. Να βρείτε πόσους εργάτες πρέπει να προσλάβει ο αγρότης για να του κοστίσει το ελάχιστο δυνατόν και ποιο θα είναι το ελάχιστο κόστος.

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ  ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ
Ι.
Σε καθεμιά από τις παρακάτω περιπτώσεις να κυκλώσετε το γράμμα Α, αν ο ισχυρισμός είναι αληθής και το γράμμα Ψ, αν ο ισχυρισμός είναι ψευδής δικαιολογώντας συγχρόνως την απάντηση σας.
Α    Ψ

 1.
Αν η συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο 

, παραγωγίσιμη στο 

 και 

 για όλα τα 

, τότε 

.        

Α    Ψ

 2.
Αν η συνάρτηση  f παραγωγίζεται στο 

 με 

, τότε υπάρχει 
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[image: image20.wmf]0

)

(

0

<

¢

x

f

.

Α    Ψ

 3.
Αν οι 

 είναι συναρτήσεις παραγωγίσιμες στο 

, με 

 και 

, τότε υπάρχει 
[image: image21.wmf])
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 τέτοιο, ώστε στα σημεία 
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 και 
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 οι εφαπτόμενες να είναι παράλληλες.

 4. Αν 
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, τότε:

     α) το  
[image: image25.wmf])
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 είναι τοπικό μέγιστο της  f                                    A    Ψ

     β) το 
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f

 είναι τοπικό ελάχιστο της  f                                   Α    Ψ

Α    Ψ

 5.  α)
Η γραφική παράσταση μιας πολυωνυμικής συνάρτησης άρτιου βαθμού έχει πάντοτε οριζόντια εφαπτομένη.

Α    Ψ

     β)
Η γραφική παράσταση μιας πολυωνυμικής συνάρτησης περιττού βαθμού έχει πάντοτε οριζόντια εφαπτομένη.

Α    Ψ

 6.
Η συνάρτηση 
[image: image27.wmf]δ
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 έχει πάντα ένα σημείο καμπής. 
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 7.
Αν οι συναρτήσεις 

 έχουν στο 
[image: image28.wmf]0
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 σημείο καμπής, τότε και η 

 έχει στο 
[image: image29.wmf]0
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 σημείο καμπής. 

 8.
Δίνεται ότι η συνάρτηση  f  παραγωγίζεται στο 
[image: image30.wmf]Ñ

 και ότι η γραφική της παράσταση είναι πάνω από τον άξονα 
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 της 
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 του οποίου η απόσταση από τον άξονα 
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 είναι μέγιστη (ή ελάχιστη), τότε σε αυτό το σημείο η εφαπτομένη της 
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 9.
Η ευθεία 
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 είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της συνάρτησης:

    α) 
[image: image37.wmf]1

2

3

)

(

2

-

+

-

=

x

x

x

x

f

                                                               Α     Ψ

    β) 
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10.Αν γραφική παράσταση της συνάρτησης   f  δίνεται από το παρακάτω σχήμα, τότε:




  i) το πεδίο ορισμού της 

 είναι το 
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 ii) το πεδίο ορισμού της 

 είναι το 
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iii)

 για κάθε 

                                            Α     Ψ

iv) υπάρχει 
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11. Η συνάρτηση 
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 έχει:

     α) μια, τουλάχιστον,  ρίζα στο 
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     β) μια, ακριβώς,  ρίζα στο 
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     γ) τρεις πραγματικές ρίζες                                                  Α     Ψ

12. Αν για τις παραγωγίσιμες στο  συναρτήσεις 
[image: image44.wmf]g

f

,

 ισχύουν 
[image: image45.wmf]4

)

0

(

=

f

, 
[image: image46.wmf]3

)

0

(

=

¢

f

, 
[image: image47.wmf]6

)

5

(

=

¢

f

, 
[image: image48.wmf]5

)

0

(

=

g

, 
[image: image49.wmf]1

)

0

(

=

¢

g

, 
[image: image50.wmf]2

)

4

(

=

¢

g

, τότε  
[image: image51.wmf])

0

(

)

(

)

0

(

)

¢

=

¢

f

g

g

f

o

o

                                   Α     Ψ

ΙI.
Σε καθεμιά από τις παρακάτω περιπτώσεις να κυκλώσετε τη σωστή απάντηση

 1.  Το   
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[image: image64.wmf]3

2

)

1

(

)

(

-

=

x

x

f

τότε η έβδομη παράγωγος αυτής στο 0 ισούται με:
      Α) 1                             Β) 

                      Γ) 0

      Δ) 27                           Ε) δεν υπάρχει.

 6. Αν οι εφαπτόμενες των συναρτήσεων 
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ΙΙΙ.

1.
Να αντιστοιχίσετε καθεμιά από τις συναρτήσεις α, β, γ, δ σε εκείνη από τις συναρτήσεις Α, Β, Γ, Δ, Ε, Z που νομίζετε ότι είναι η παράγωγός της.
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 2.
Καθεμιά από τις παρακάτω συναρτήσεις να αντιστοιχίσετε στην ευθεία που είναι ασύμπτωτη της γραφικής της παράστασης στο 

.

ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ
ΑΣΥΜΠΤΩΤΗ
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ΙΣΤΟΡΙΚΟ  ΣΗΜΕΙΩΜΑ

Η έννοια της παραγώγου

Οι αρχαίοι Έλληνες ονόμαζαν εφαπτομένη μιας καμπύλης την ευθεία που έχει ένα μόνο κοινό σημείο μ’ αυτήν, χωρίς να την τέμνει και την κατασκεύαζαν με βάση γεωμετρικές ιδιότητες που απορρέουν απ’ αυτόν τον ορισμό. Έτσι ήταν γνωστός ο τρόπος κατασκευής εφαπτομένων στον κύκλο και τις κωνικές τομές (έλλειψη, παραβολή, υπερβολή). Επίσης, με προσφυγή σε κινηματικές μεθόδους, ο Αρχιμήδης είχε επινοήσει μέθοδο κατασκευής της εφαπτομένης μιας καμπύλης που είναι σήμερα γνωστή ως “έλικα του Αρχιμήδη”.

Η επόμενη εξέλιξη στο ζήτημα αυτό έγινε στις αρχές του 17ου αιώνα, όταν άρχισε η συστηματική εφαρμογή αλγεβρικών μεθόδων στη γεωμετρία. Το επόμενο παράδειγμα δείχνει τον τρόπο με τον οποίο η Άλγεβρα εφαρμόζεται στον προσδιορισμό της εφαπτομένης μιας παραβολής.




Έστω 

 η εξίσωση μιας παραβολής με κορυφή την αρχή των αξόνων και 

 ένα σημείο της, στο οποίο ζητείται να κατασκευαστεί μια εφαπτομένη ε. Η κατασκευή αυτή μπορεί να γίνει αν προσδιορίσουμε ένα άλλο χαρακτηριστικό σημείο της ε, όπως π.χ. το σημείο Τ στο οποίο τέμνει τον άξονα των τετμημένων.

Θεωρούμε ένα άλλο σημείο της παραβολής, το 

, πολύ γειτονικό του Μ, τέτοιο ώστε 

 (το h θεωρείται εδώ μια απειροελάχιστη μεταβολή του 

). Στην περίπτωση αυτή τα ορθογώνια τρίγωνα ΜΡΤ και ΝΣΤ μπορούν να θεωρηθούν κατά προσέγγιση όμοια και άρα θα ισχύει κατά προσέγγιση η αναλογία 

. Αν θέσουμε 

, τότε διαδοχικά θα ισχύει:

      

  ή  

  ή  

  ή  

.   (1)

Το πρώτο μέλος αυτής της κατά προσέγγιση ισότητας γράφεται:



και έτσι η (1) γίνεται 

. Αν τώρα θέσουμε, όπως οι μαθηματικοί του 17ου αιώνα, 

 βρίσκουμε από την τελευταία ότι 

 ή 

. Γνωρίζοντας λοιπόν το σημείο επαφής 

, προσδιορίζουμε από την τελευταία το μήκος 

 που μας δίνει αμέσως το σημείο Τ. Η ευθεία ΜΤ είναι η ζητούμενη εφαπτομένη της παραβολής. Η προηγούμενη διαδικασία ήταν ένας από τους δρόμους που οδήγησαν ιστορικά, στην έννοια της παραγώγου.

Κανόνες παραγώγισης

Στο δεύτερο μισό του 17ου αιώνα, οι μαθηματικοί είχαν κατορθώσει να μετασχηματίσουν όλη τη μακροσκελή διαδικασία παραγώγισης σε εφαρμογή ορισμένων κανόνων και τύπων, με τη βοήθεια κατάλληλα επιλεγμένων συμβόλων. Πρωτοπόροι προς αυτήν την κατεύθυνση υπήρξαν οι I. Newton και ο G. Leibniz. O Leibniz συμβόλιζε την απειροελάχιστη μεταβολή μιας ποσότητας x με dx (διαφορικό του x). έτσι, π.χ. για τη συνάρτηση 

 του προηγούμενου παραδείγματος, η αντίστοιχη μεταβολή του y (διαφορικό του y) ήταν:



.

Παραλείποντας την πολύ μικρή (συγκρινόμενη με τις άλλες) ποσότητα 

 προέκυπτε η 

 (εδώ η παράγωγος 

 ονομάζονταν “διαφορικός συντελεστής”) και τελικά η 

, ένας συμβολισμός που διατηρείται μέχρι σήμερα, χωρίς όμως να έχει νόημα πηλίκου. Με τον τρόπο αυτό ο Leibniz απέδειξε το 1677 τον κανόνα για τον υπολογισμό της μεταβολής του γινομένου δύο μεταβλητών x και y, που αποτελεί μια “πρωτόγονη” μορφή του σημερινού κανόνα της παραγώγου ενός γινομένου συναρτήσεων




                                           


                                           

.

Παραλείποντας και εδώ την πολύ μικρή ποσότητα 

, παίρνουμε τη σχέση



.

Με την εισαγωγή και καθιέρωση αυτών των κανόνων και συμβολισμών, η έννοια της παραγώγου εξελίχθηκε σ’ ένα εξαιρετικά αποτελεσματικό εργαλείο και διεύρυνε σε μεγάλο βαθμό τις εφαρμογές της μαθηματικής ανάλυσης. Παράλληλα όμως, οι ασάφειες που επισημάναμε αποτελούσαν μια διαρκή πρόκληση για τους μαθηματικούς που αντιμετώπιζαν με κριτικό πνεύμα τα θεμέλια της επιστήμης τους. Ο πρώτος αυστηρός ορισμός αυτής της έννοιας, που στηρίζεται στην έννοια του ορίου, δόθηκε για πρώτη φορά το 1823 από τον A.L. Cauchy:

“Όταν η συνάρτηση 

 παραμένει συνεχής σ’ ένα διάστημα της μεταβλητής x και δοθεί σ’ αυτή τη μεταβλητή μια τιμή που ανήκει σ’ αυτό το διάστημα, τότε κάθε απειροελάχιστη αύξηση της μεταβλητής παράγει μια απειροελάχιστη αύξηση της συνάρτησης. Συνεπώς, αν τεθεί 

, τότε οι δυο όροι του πηλίκου διαφορών




θα είναι απειροελάχιστες ποσότητες. Αλλά ενώ αυτοί οι δυο όροι θα προσεγγίζουν επ’ άπειρον και ταυτόχρονα το όριο μηδέν, το πηλίκο μπορεί να συγκλίνει προς κάποιο άλλο όριο, θετικό ή αρνητικό, Αυτό το όριο, όταν υπάρχει έχει μια ορισμένη τιμή για κάθε συγκεκριμένο x, αλλά μεταβάλλεται μαζί με το x.

Η μορφή της νέας συνάρτησης που θα εκφράζει το όριο του λόγου




θα εξαρτάται από τη μορφή της δοσμένης συνάρτησης 

.

Για να ξεχωρίσουμε αυτήν την εξάρτηση, δίνουμε στη νέα συνάρτηση το όνομα παράγωγος συνάρτηση και τη συμβολίζουμε, με τη βοήθεια ενός τόνου, 

 ή 

”.
Με αφετηρία αυτόν τον ορισμό, ο Cauchy υπολόγισε τις παραγώγους των βασικών συναρτήσεων και απέδειξε τους κανόνες της παραγώγισης. Π.χ. για τον ιδιαίτερα σημαντικό κανόνα της παραγώγου μιας σύνθετης συνάρτησης, έδωσε την ακόλουθη απόδειξη:

“Έστω z μια δεύτερη συνάρτηση του x, συνδεόμενη με την πρώτη 

 μέσω του τύπου 

. Η z ή 

 είναι αυτή που ονομάζεται συνάρτηση μιας συνάρτησης της μεταβλητής x και αν οι απειροελάχιστες και ταυτόχρονες αυξήσεις των 

 και z συμβολιστούν με 

, 

, 

 αντίστοιχα, τότε θα είναι

                           

.           (1)

Από αυτήν, περνώντας στα όρια, έχουμε



”(*) 
(*)	Ένα αδύνατο σημείο αυτής της απόδειξης, που αφορά την ισότητα (1), είναι ότι για μικρές, μη μηδενικές τιμές του � EMBED Equation.3  ���, μπορεί να ισχύει � EMBED Equation.3  ���.
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