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και στη συνέχεια την εξίσωση της εφαπτομένης της 

 στο 

 σε καθεμια περίπτωση χωριστά.
10.
Έστω  f  μια παραγωγίσιμη στο  συνάρτηση για την οποία ισχύει 

 και g η συνάρτηση που ορίζεται από την ισότητα 

, 
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. Να αποδείξετε οτι η εφαπτομένη της 

 στο 

 εφάπτεται της 

 στο 

.
11.
Έστω μια παραγωγίσιμη συνάρτηση  f  για την οποία ισχύει


,  για κάθε  
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
       i) Να βρείτε την 


      ii) Να αποδείξετε ότι η εφαπτομένη της 

 στο σημείο 

 σχηματίζει με τους άξονες ισοσκελές τρίγωνο.
2.4

ΡΥΘΜΟΣ  ΜΕΤΑΒΟΛΗΣ
Στην αρχή του κεφαλαίου αυτού, ορίσαμε τη στιγμιαία ταχύτητα ενός κινητού τη χρονική στιγμή 

 ως το όριο



.

Το όριο αυτό το λέμε και ρυθμό μεταβολής της τετμημένης S του κινητού ως προς το χρόνο t τη χρονική στιγμή 

. Γενικά,

ΟΡΙΣΜΟΣ

Αν δύο μεταβλητά μεγέθη 

 συνδέονται με τη σχέση 

, όταν  f  είναι μια συνάρτηση παραγωγίσιμη στο 

, τότε ονομάζουμε ρυθμό μεταβολής του y ως προς το x στο σημείο 

 την παράγωγο 

.
Για παράδειγμα, ο ρυθμός μεταβολής της ταχύτητας υ ως προς το χρόνο t τη χρονική στιγμή 

είναι η παράγωγος 

, της ταχύτητας υ ως προς το χρόνο t τη χρονική στιγμή 

. Η παράγωγος 

 λέγεται επιτάχυνση του κινητού τη χρονική στιγμή 

 και συμβολίζεται με 

. Είναι δηλαδή



.

Στην οικονομία, το κόστος παραγωγής Κ, η είσπραξη Ε και το κέρδος Ρ εκφράζονται συναρτήσει της ποσότητας x του παραγόμενου προϊόντος. Έτσι, η παράγωγος 

 παριστάνει το ρυθμό μεταβολής του κόστους Κ ως προς την ποσότητα x, όταν 

 και λέγεται οριακό κόστος στο 

. Ανάλογα, ορίζονται και οι έννοιες οριακή είσπραξη στο 

 και οριακό κέρδος στο 

.
ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

1. Ένα βότσαλο που ρίχνεται σε μία λίμνη προκαλεί κυκλικό κυματισμό. Μία συσκευή μέτρησης δείχνει ότι τη χρονική στιγμή 

 που η ακτίνα r του κυματισμού είναι 50 cm, ο ρυθμός μεταβολής της r είναι 20 cm/sec. Να βρεθεί ο ρυθμός μεταβολής του εμβαδού Ε που περικλείεται από το κυκλικό κύμα, τη χρονική στιγμή 

.

ΛΥΣΗ
Επειδή 

 και η ακτίνα r είναι συνάρτηση του χρόνου t, έχουμε



,

οπότε



.

Επομένως,



 (cm2/sec).
2. Aν το συνολικό κόστος παραγωγής x μονάδων ενός βιομηχανικού προϊόντος είναι 

 και η συνολική είσπραξη από την πώλησή τους είναι  

, τότε 

 είναι το συνολικό κέρδος και 

 είναι το μέσο κόστος.

 i) Να αποδείξετε ότι ο ρυθμός μεταβολής του κέρδους μηδενίζεται όταν ο ρυθμός μεταβολής του κόστους και ο ρυθμός μεταβολής της είσπραξης είναι ίσοι.

ii) Να αποδείξετε ότι ο ρυθμός μεταβολής του μέσου κόστους μηδενίζεται όταν το μέσο κόστος είναι ίσο με το οριακό κόστος.

ΛΥΣΗ
 i) Ο ρυθμός μεταβολής του κέρδους είναι



.

Επομένως,



.

ii) Ο ρυθμός μεταβολής του μέσου κόστους είναι



.

Επομένως








    






    

.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ
Α΄ ΟΜΑΔΑΣ
1.
Mια σφαιρική μπάλα χιονιού αρχίζει να λυώνει. Η ακτίνα της, που  ελαττώνεται, δίνεται σε cm από τον τύπο 

, όπου t ο χρόνος σε sec. Να βρείτε το ρυθμό μεταβολής της επιφάνειας Ε και του όγκου V της μπάλας, όταν 

sec. (Θυμηθείτε ότι 

 και 

).

2.
Ο όγκος V ενός σφαιρικού μπαλονιού που φουσκώνει αυξάνεται με ρυθμό 100cm3/sec. Με ποιο ρυθμό αυξάνεται η ακτίνα του r τη χρονική στιγμή 

, που αυτή είναι ίση με 9cm;

3.
To κόστος παραγωγής, 

, και η τιμή πώλησης, 

, x μονάδων ενός βιομηχανικού προϊόντος δίνονται από τις συναρτήσεις 

 και 

 αντιστοίχως. Να βρείτε πότε ο ρυθμός μεταβολής του κέρδους, 

, είναι θετικός.




4.
Δύο πλοία 

 και 

 αναχωρούν συγχρόνως από ένα λιμάνι Λ. Το πλοίο 

 κινείται ανατολικά με ταχύτητα 15km/h και το 

 βόρεια με ταχύτητα 20km/h. 
        i) Να βρείτε τις συναρτήσεις θέσεως των 

 και 


       ii) Να αποδείξετε ότι η απόσταση 

 των δυο πλοίων αυξάνεται με σταθερό ρυθμό τον οποίο και να προσδιορίσετε.

5.
Ένα κινητό Μ ξεκινά από την αρχή των αξόνων και κινείται κατά μήκος της καμπύλης 

, 

. Σε ποιο σημείο της καμπύλης ο ρυθμός μεταβολής της τετμημένης x του Μ είναι ίσος με το ρυθμό μεταβολής της τεταγμένης του y, αν υποτεθεί ότι 

 για κάθε 

.

Β΄ ΟΜΑΔΑΣ

1.
Αν η επιφάνεια μιας σφαίρας αυξάνεται με ρυθμό 10cm2/sec, να βρείτε το ρυθμό με τον οποίο αυξάνεται ο όγκος αυτής όταν 

cm.
2.
Έστω Τ το εμβαδόν του τριγώνου ΟΑΒ που ορίζουν τα σημεία 

, 

 και 

, με 

. Αν το x μεταβάλλεται με ρυθμό 4cm/sec, να βρείτε το ρυθμό μεταβολής του εμβαδού Τ, όταν 

cm.






3.
Ένας άνθρωπος σπρώχνει ένα κουτί στη ράμπα του διπλανού σχήματος και το κουτί κινείται με ταχύτητα 3m/s. Να βρείτε πόσο γρήγορα ανυψώνεται το κουτί, δηλαδή το ρυθμό μεταβολής του y. 



4.
Ένα αερόστατο Α αφήνει το έδαφος σε απόσταση 100m από έναν παρατηρητή Π με ταχύτητα 50m/min. Με ποιο ρυθμό αυξάνεται η γωνία θ που σχηματίζει η ΑΠ με το έδαφος τη χρονική στιγμή κατά την οποία το μπαλλόνι βρίσκεται σε ύψος 100m. 
5.
Mία γυναίκα ύψους 1,60m απομακρύνεται από τη βάση ενός φανοστάτη ύψους 8m με ταχύτητα 0,8m/s. Με ποια ταχύτητα αυξάνεται ο ίσκιος της; 



6.
Ένα περιπολικό Α κινείται κατά μήκος της καμπύλης 

, 

 πλησιάζοντας την ακτή και ο προβολέας του φωτίζει κατευθείαν εμπρός (Σχήμα). Αν ο ρυθμός μεταβολής της τετμημένης του περιπολικού δίνεται από τον τύπο




να βρείτε το ρυθμό μεταβολής της τετμημένης του σημείου Μ της ακτής στο οποίο πέφτουν τα φώτα του προβολέα τη χρονική στιγμή κατά την οποία το περιπολικό έχει τετμημένη 

.




7.
Μία σκάλα μήκους 3m είναι τοποθετημένη σ’ έναν τοίχο. Το κάτω μέρος της σκάλας γλυστράει στο δάπεδο με ρυθμό 0,1m/sec. Τη χρονική στιγμή 

, που η κορυφή της σκάλας απέχέι από το δάπεδο 2,5m, να βρείτε: 
 i)
Το ρυθμό μεταβολής της γωνίας θ  (Σχήμα).

ii)  Την ταχύτητα με την οποία πέφτει η κορυφή Α της σκάλας.

8.
Ένα κινητό κινείται σε κυκλική τροχιά με εξίσωση 

. Καθώς περνάει από το σημείο 

, η τεταγμένη y ελαττώνεται με ρυθμό 3 μονάδες το δευτερόλεπτο. Να βρείτε το ρυθμό μεταβολής της τετμημένης x τη χρονική στιγμή που το κινητό περνάει από το Α.

2.5

TO  ΘΕΩΡΗΜΑ  ΜΕΣΗΣ  ΤΙΜΗΣ
Στην παράγραφο αυτή θα γνωρίσουμε ένα από τα πλέον βασικά θεωρήματα του Διαφορικού Λογισμού που είναι γνωστό ως Θεώρημα Μέσης Τιμής. Αρχικά διατυπώνουμε το Θεώρημα του Rolle, το οποίο είναι ειδική περίπτωση του Θεωρήματος Μέσης Τιμής και στη συνέχεια διατυπώνουμε το Θεώρημα Μέσης Τιμής, το οποίο αποδεικνύεται με τη βοήθεια του Θεωρήματος του Rolle.
ΘΕΩΡΗΜΑ (Rolle)
Αν μια συνάρτηση  f  είναι:

        ( συνεχής στο κλειστό διάστημα 


        ( παραγωγίσιμη στο ανοικτό διάστημα 

 και
        ( 


τότε υπάρχει ένα, τουλάχιστον, 

 τέτοιο, ώστε:







Γεωμετρικά, αυτό σημαίνει ότι υπάρχει ένα, τουλάχιστον, 

 τέτοιο, ώστε η εφαπτομένη της 

 στο 

 να είναι παράλληλη στον άξονα των x. 




Για παράδειγμα, έστω η συνάρτηση



,   

.  (Σχ. 19)

Επειδή η f είναι συνεχής στο 

, παραγωγίσιμη στο 

, με 

 και 

, σύμφωνα με το θεώρημα Rolle, θα υπάρχει ένας αριθμός 

 τέτοιος, ώστε 

.

Για την εύρεση του αριθμού ξ, έχουμε:

      

.

ΘΕΩΡΗΜΑ (Μέσης Τιμής Διαφορικού Λογισμού Θ.Μ.Τ.)
Αν μια συνάρτηση  f  είναι:

         ( συνεχής στο κλειστό διάστημα 

 και
 ( παραγωγίσιμη στο ανοικτό διάστημα 


τότε υπάρχει ένα, τουλάχιστον, 

 τέτοιο, ώστε:







Γεωμετρικά, αυτό σημαίνει ότι υπάρχει ένα, τουλάχιστον, 

 τέτοιο, ώστε η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της  f  στο σημείο 

 να είναι παράλληλη της ευθείας ΑΒ. 
Για παράδειγμα, έστω η συνάρτηση

               

,  

.




Επειδή η  f  είναι συνεχής στο 

 και παραγωγίσιμη στο 

, με 

, σύμφωνα με το θεώρημα μέσης τιμής, θα υπάρχει ένας αριθμός 

 τέτοιος, ώστε 

             

.

Για την εύρεση του αριθμού ξ, έχουμε:



.

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

1. Nα αποδειχτεί ότι:

 i) Η συνάρτηση  

,   
[image: image3.wmf]*
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, ικανοποιεί τις υποθέσεις του θεωρήματος του Rolle στο διάστημα 

.

ii) Η εξίσωση   

,   
[image: image4.wmf]*
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 έχει μια, τουλάχιστον, ρίζα στο διάστημα 

.

ΑΠΟΔΕΙΞΗ

 i) Η συνάρτηση  f  ικανοποιεί τις υποθέσεις του θεωρήματος Rolle στο 

 αφού

( είναι συνεχής στο 

 ως πολυωνυμική
( είναι παραγωγίσιμη στο 

 με 

 και
( ισχύει 

.

ii) Αφού, λοιπόν, για τη συνάρτηση 

, 
[image: image5.wmf]*
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 ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήματος Rolle, θα υπάρχει 

 τέτοιο, ώστε 

 ή, ισοδύναμα, 

. Επομένως, το 

 θα είναι ρίζα της εξίσωσης 

.

2. Να αποδειχτεί ότι για τη συνάρτηση 

, 

 και για οποιοδήποτε διάστημα 

, ο αριθμός 

, που ικανοποιεί το συμπέρασμα του Θεωρήματος Μέσης Τιμής, είναι το κέντρο του διαστήματος 

, δηλαδή είναι 

.

ΑΠΟΔΕΙΞΗ

Η συνάρτηση 

 είναι συνεχής στο 

 ως πολυωνυμική και παραγωγίσιμη στο 

, με 

. Επομένως, σύμφωνα με το θεώρημα μέσης τιμής υπάρχει 

, τέτοιο, ώστε

       

.


        (1)

Είναι όμως:






  

.

Επομένως, η σχέση (1) γράφεται:



.

3. Ένα αυτοκίνητο διήνυσε μία διαδρομή 200 χιλιομέτρων σε 2,5 ώρες. Να αποδειχθεί ότι κάποια χρονική στιγμή, κατά τη διάρκεια της διαδρομής, η ταχύτητα του αυτοκινήτου ήταν 80 χιλιόμετρα την ώρα.

ΑΠΟΔΕΙΞΗ

Έστω 

, 

 η συνάρτηση θέσης του κινητού. Αρκεί να δείξουμε ότι υπάρχει 

, τέτοια ώστε 

.

Η συνάρτηση S είναι συνεχής στο 

 και παραγωγίσιμη στο 

. Επομένως, σύμφωνα με το Θεώρημα Μέσης Τιμής υπάρχει 

 τέτοιο, ώστε



  χιλιόμετρα την ώρα.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ
Α΄ ΟΜΑΔΑΣ
1.
Nα εξετάσετε ποιες από τις παρακάτω συναρτήσεις ικανοποιούν τις υποθέσεις του θεωρήματος Rolle στο διάστημα που αναφέρεται, και στη συνέχεια, για εκείνες που ισχύει, να βρείτε όλα τα 

 για τα οποία ισχύει 

.

  
i) 

,      



ii) 

,     


iii) 

,     


           iv) 

,         

.
2.
Να εξετάσετε, ποιές από τις παρακάτω συναρτήσεις ικανοποιούν τις υποθέσεις του Θεωρήματος Μέσης Τιμής στο διάστημα που αναφέρεται και στη συνέχεια, για εκείνες που ισχύει το θεώρημα, να βρείτε όλα τα 

 για τα οποία  ισχύει 

.

  
  i) 

,       

                 ii) 

,    


iii) 

,     


3.
Αν 

, να αποδείξετε ότι οι συναρτήσεις 

 και 

 ικανοποιούν τις υποθέσεις του Θ.Μ.Τ. στο διάστημα 

 και στη συνέχεια ότι:



      και     

.


Για τη συνάρτηση 

 υποθέτουμε επιπλέον ότι 

.

Β΄ ΟΜΑΔΑΣ

1.
Δίνεται η συνάρτηση 


       i)
Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 

 έχει μια, τουλάχιστον, ρίζα στο διάστημα 

 και μια, τουλάχιστον, στο διάστημα 

.

      ii)
Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 

 έχει μια, τουλάχιστον, ρίζα στο διάστημα 

.

2.
Δίνεται η συνάρτηση 

. Να αποδείξετε ότι:

       i) Η εξίσωση 

 έχει μια, τουλάχιστον, ρίζα στο ανοικτό διάστημα 

.

      ii) Η εξίσωση 

 έχει μια, τουλάχιστον, ρίζα στο ανοικτό διάστημα 


3.    i)
Δίνεται μια συνάρτηση  f  με 

 για κάθε 
[image: image6.wmf]Ñ

Î
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. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 

 έχει το πολύ μια πραγματική ρίζα.

      ii) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 

 αληθεύει μόνο για 

.

4.    i) Να αποδείξετε ότι 

, για κάθε 
[image: image7.wmf]Î
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.

      ii) Aν f  είναι μία συνάρτηση παραγωγίσιμη στο , με 

, να αποδείξετε ότι για όλα τα 
[image: image8.wmf]Ñ
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α

,

 ισχύει:



.

5.
Έστω μια συνάρτηση  f  η οποία είναι συνεχής στο 

 και ισχύει 

 για κάθε 

. Αν 

, να αποδείξετε ότι 

.

6.
Έστω μια συνάρτηση  f  η οποία είναι συνεχής στο 

 και ισχύει 

 για κάθε 

. Αν 

 και 

, να αποδείξετε ότι 

, εφαρμόζοντας το Θ.Μ.Τ. για την  f  σε καθένα από τα διαστήματα 

 και 

.

7.
Να αποδείξετε με το θεώρημα του Rolle ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων



   και   


     έχουν ακριβώς δυο κοινά σημεία τα 

, 

.

2.6

ΣΥΝΕΠΕΙΕΣ  ΤΟΥ  ΘΕΩΡΗΜΑΤΟΣ

         ΤHΣ  ΜΕΣΗΣ  ΤΙΜΗΣ
Το Θεώρημα Μέσης Τιμής του διαφορικού λογισμού θεωρείται μία από τις σπουδαιότερες προτάσεις της ανάλυσης, αφού με τη βοήθειά του αποδεικνύονται πολλά άλλα θεωρήματα. Θα χρησιμοποιήσουμε τώρα το Θ.Μ.Τ. για να αποδείξουμε τα επόμενα δύο βασικά θεωρήματα.

ΘΕΩΡΗΜΑ

Έστω μια συνάρτηση f ορισμένη σε ένα διάστημα Δ. Αν

     ( η f είναι συνεχής στο Δ και

     ( 

 για κάθε ε σ ω τ ε ρ ι κ ό  σημείο x του Δ,

τότε η  f  είναι σταθερή σε όλο το διάστημα Δ.

ΑΠΟΔΕΙΞΗ
Αρκεί να αποδείξουμε ότι για οποιαδήποτε 

 ισχύει 

. Πράγματι

( Αν 

, τότε προφανώς 

.

( Αν 

, τότε στο διάστημα 

 η  f  ικανοποιεί τις υποθέσεις του θεωρήματος μέσης τιμής. Επομένως, υπάρχει 

 τέτοιο, ώστε

        

.


        (1)

Επειδή το ξ είναι εσωτερικό σημείο του Δ, ισχύει 

,οπότε, λόγω της (1), είναι 

. Αν 

, τότε ομοίως αποδεικνύεται ότι 

. Σε όλες, λοιπόν,  τις περιπτώσεις είναι 

.      (
ΠΟΡΙΣΜΑ

Έστω δυο συναρτήσεις 

 ορισμένες σε ένα διάστημα Δ. Αν

    ( οι 

 είναι συνεχείς στο Δ και

    ( 

 για κάθε  ε σ ω τ ε ρ ι κ ό  σημείο x του Δ, 

τότε υπάρχει σταθερά c τέτοια, ώστε για κάθε 

 να ισχύει:




ΑΠΟΔΕΙΞΗ



Η συνάρτηση 

 είναι συνεχής στο Δ και για κάθε εσωτερικό σημείο 

 ισχύει



.

Επομένως, σύμφωνα με το παραπάνω θεώρημα, η συνάρτηση 

 είναι σταθερή στο Δ. Άρα, υπάρχει σταθερά C τέτοια, ώστε για κάθε 

 να ισχύει 

, οπότε       

.     (
ΣΧΟΛΙΟ

Το παραπάνω θεώρημα καθώς και το πόρισμά του ισχύουν σε διάστημα και όχι σε ένωση διαστημάτων.

Για παράδειγμα, έστω η συνάρτηση



.

Παρατηρούμε ότι, αν και 

 για κάθε 

, εντούτοις η  f  δεν είναι σταθερή στο 

.

ΕΦΑΡΜΟΓH
Δίνεται μία συνάρτηση  f  για την οποία ισχύει



   για κάθε   
[image: image9.wmf]Î
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

        (1)

 i) Να αποδειχτεί ότι η συνάρτηση 

 είναι σταθερή και

ii) Να βρεθεί ο τύπος της  f, αν δίνεται επιπλέον ότι 

.

ΛΥΣΗ

 i) Για κάθε 
[image: image10.wmf]Î
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 έχουμε:



,

Επομένως, η φ είναι σταθερή στο .

ii) Επειδή η φ είναι σταθερή, υπάρχει 
[image: image11.wmf]Î
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 τέτοιο, ώστε 

 για κάθε 
[image: image12.wmf]Î
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 ή, ισοδύναμα, 

 για κάθε 
[image: image13.wmf]Î
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. Επομένως



  για κάθε  
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.

Επειδή 

, έχουμε 

, οπότε



  για κάθε  
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.

Μονοτονία συνάρτησης



Έστω η συνάρτηση 

. Παρατηρούμε ότι στο διάστημα 

, στο οποίο η  f  είναι γνησίως φθίνουσα, ισχύει 

, ενώ στο διάστημα 

, στο οποίο η  f  είναι γνησίως αύξουσα, ισχύει 

. Βλέπουμε, δηλαδή, ότι υπάρχει μια σχέση ανάμεσα στη μονοτονία και στο πρόσημο της παραγώγου της συνάρτησης. Συγκεκριμένα ισχύει:

ΘΕΩΡΗΜΑ
Έστω μια συνάρτηση  f, η οποία είναι  σ υ ν ε χ ή ς  σε ένα διάστημα Δ.

( Αν 

 σε κάθε  ε σ ω τ ε ρ ι κ ό  σημείο x του Δ, τότε η  f  είναι γνησίως αύξουσα σε όλο το Δ.
( Αν 

 σε κάθε  ε σ ω τ ε ρ ι κ ό  σημείο x του Δ, τότε η  f  είναι γνησίως φθίνουσα σε όλο το Δ.

ΑΠΟΔΕΙΞΗ
( Αποδεικνύουμε το θεώρημα στην περίπτωση που είναι 

.

Έστω 

 με 

. Θα δείξουμε ότι 

. Πράγματι, στο διάστημα 

 η  f  ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του Θ.Μ.Τ. Επομένως, υπάρχει 

 τέτοιο, ώστε 

, οπότε έχουμε




Επειδή 

 και 

, έχουμε 

, οπότε 

.

( Στην περίπτωση που είναι 

 εργαζόμαστε αναλόγως.     (



Για παράδειγμα:

( η συνάρτηση 

, είναι γνησίως αύξουσα στο 

, αφού είναι συνεχής στο 

 και ισχύει 

 για κάθε 

.




( η συνάρτηση 

 είναι γνησίως αύξουσα στο 

, αφού είναι συνεχής στο 

 και 

 για κάθε 

, ενώ είναι γνησίως φθίνουσα στο 

, αφού είναι συνεχής στο 

 και 

 για κάθε 

.




( η συνάρτηση 

 είναι γνησίως φθίνουσα σε καθένα από τα διαστήματα 

, και 

, αφού 

 για κάθε 

 και για κάθε 

.




ΣΧΟΛΙΟ
Το αντίστροφο του παραπάνω θεωρήματος δεν ισχύει. Δηλαδή, αν η f είναι γνησίως αύξουσα (αντιστοίχως γνησίως φθίνουσα) στο Δ, η παράγωγός της δεν είναι υποχρεωτικά θετική (αντιστοίχως αρνητική) στο εσωτερικό του Δ.

Για παράδειγμα, η συνάρτηση 

, αν και είναι γνησίως αύξουσα στο , εντούτοις έχει παράγωγο 

 η οποία δεν είναι θετική σε όλο το , αφού 

. Ισχύει όμως 

 για κάθε 
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.

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

1. Nα βρεθούν τα διαστήματα στα οποία η συνάρτηση 

 είναι γνησίως αύξουσα, γνησίως φθίνουσα.

ΛΥΣΗ
Η συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη με 

. Το πρόσημο της 

 δίνεται στον παρακάτω πίνακα

x




0

1









+
0



0
+


Eπομένως, η συνάρτηση  f:

( είναι γνησίως αύξουσα στο 

, αφού είναι συνεχής στο 

 και ισχύει 

 στο 

.

( είναι γνησίως φθίνουσα στο 

, αφού είναι συνεχής στο 

 και ισχύει 

 στο 

.

( είναι γνησίως αύξουσα στο 

, αφού είναι συνεχής στο 

 και ισχύει 

 στο 

.

Το πρόσημο της 

 και το είδος μονοτονίας της  f  στα διαστήματα 

, 

 και 

 συγκεντρώνονται συνοπτικά στον παρακάτω πίνακα:




2. i) Να αποδειχτεί ότι η συνάρτηση 

, 

 είναι γνησίως αύξουσα και να βρείτε το σύνολο τιμών της.

ii) Να αποδειχτεί ότι η εξίσωση 

 έχει ακριβώς μια λύση στο 

.

ΑΠΟΔΕΙΞΗ
 i) Είναι



,  για κάθε  

.




Επομένως, η  f  είναι γνησίως αύξουσα στο 

. Επειδή η  f  είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα, σύμφωνα με την παράγραφο 1.8, το σύνολο τιμών της είναι το διάστημα 

.

ii) Έχουμε:


[image: image17.wmf]0
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Επειδή το σύνολο τιμών της  f  είναι το διάστημα 

, που περιέχει το 0, θα υπάρχει ένα τουλάχιστον 

, τέτοιο ώστε 

. Επειδή επιπλέον η  f  είναι γνησίως αύξουσα στο 

, η 

 είναι μοναδική ρίζα της 

 στο διάστημα αυτό. Η ρίζα αυτή, όπως φαίνεται και στο σχήμα 28, είναι η τετμημένη του σημείου τομής της 

 και της 

.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ
Α΄ ΟΜΑΔΑΣ
1.
Αν για τις συναρτήσεις 

 ισχύουν:



  και  

  για κάθε  
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,

να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 

 είναι σταθερή.

2.
Να βρείτε τα διαστήματα μονοτονίας των συναρτήσεων:

  
  i) 



   ii) 


iii) 


3.
Oμοίως των συναρτήσεων:

i) 



    ii) 


4.
Oμοίως των συναρτήσεων:

i) 

     ii) 

    iii) 

,  

.
5.
Δίνονται οι συναρτήσεις 

 και 

.

  
  i) Να αποδείξετε ότι oι 

 είναι γνησίως αύξουσες.

 
 ii) Να βρείτε το σύνολο τιμών τους.

iii) Να αποδείξετε ότι οι εξισώσεις:



   και   


έχουν ακριβώς μία ρίζα την 

.

6.
Να αποδείξετε ότι:

       i) H συνάρτηση 

 είναι γνησίως αύξουσα.

      ii) Η εξίσωση 

 έχει ακριβώς μία λύση την 

.

Β΄ ΟΜΑΔΑΣ

1.
Αν για μία συνάρτηση  f  που είναι ορισμένη σ’ όλο το  ισχύει



  για όλα τα  
[image: image20.wmf]Î
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,

να αποδείξετε ότι η  f  είναι σταθερή.

2.    i) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 

 είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα 

.

       ii) Να βρείτε το σύνολο τιμών της  f στο διάστημα 

.

      iii) Αν 

, να  αποδείξετε  ότι  η  εξίσωση 

  έχει ακριβώς μία λύση στο διάστημα 

.

3.
Η θέση ενός κινητού πάνω σε έναν άξονα τη χρονική στιγμή t δίνεται από τη συνάρτηση:



,   

.

Να βρείτε την ταχύτητα και την επιτάχυνση του κινητού και στη συνέχεια να απαντήσετε στα ακόλουθα ερωτήματα:

        i) Πότε το κινητό έχει ταχύτητα μηδέν; 
       ii) Πότε το κινητό κινείται προς τα δεξιά και πότε προς τα αριστερά;

      iii) Πότε η κίνηση του κινητού είναι επιταχυνόμενη και πότε επιβραδυνόμενη;

4.
Η τιμή V (σε χιλιάδες δραχμές) ενός προϊόντος, t μήνες μετά την παραγωγή του, δίνεται από τον τύπο



.

Να αποδείξετε ότι το προϊόν συνεχώς υποτιμάται χωρίς, όμως, η τιμή του να μπορεί να γίνει μικρότερη από το μισό της αρχικής τιμής του.

5.
Να αποδείξετε ότι:

       i) Η συνάρτηση 

 είναι γνησίως αύξουσα σε καθένα από τα διαστήματα του πεδίου ορισμού της και να βρείτε το σύνολο των τιμών της  f  σε καθένα από τα διαστήματα αυτά.

      ii)
H εξίσωση 

 είναι ισοδύναμη με την 

 και στη συνέχεια ότι έχει τρεις πραγματικές ρίζες για κάθε 
[image: image21.wmf]Î
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.

6.
Να βρείτε τις τιμές του 
[image: image22.wmf]*
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Î

α

 για τις οποίες η συνάρτηση 

 είναι γνησίως αύξουσα στο .
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