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Άρα το σημείο Α έχει συντεταγμένες 

.

ii) Αρκεί να βρούμε την εξίσωση η οποία επαληθεύεται από τις συντεταγμένες των εικόνων των σημείων της ευθείας ε και μόνο απ’ αυτές. Πράγματι, έχουμε:








        






        






        

.


        (1)




Eπομένως, αν το σημείο 

ανήκει στην ε, τότε θα ισχύει:

                               





                          


                             


Άρα, το σημείο 

 ανήκει στην ευθεία  

.

Αλλά και αντιστρόφως, αν το σημείο 

 ανήκει στην ευθεία 

, τότε το 

 ανήκει στην ευθεία 

.

Συνεπώς, η εικόνα της ευθείας 

 είναι η ευθεία 

.

ΣΧΟΛΙΟ
Αποδεικνύεται ότι κάθε γραμμικός μετασχηματισμός, του οποίου ο πίνακας αντιστρέφεται, απεικονίζει:

( ευθείες σε ευθείες
( ευθύγραμμα τμήματα σε ευθύγραμμα τμήματα με άκρα τις εικόνες των άκρων
( πολύγωνα σε πολύγωνα με κορυφές τις εικόνες των κορυφών.

Για παράδειγμα, με το μετασχηματισμό




το τρίγωνο ΑΒΓ με κορυφές 

, 

 και 

 απεικονίζεται στο τρίγωνο 

 που έχει ως κορυφές τις εικόνες 

, 

 και 

 των κορυφών του τριγώνου ΑΒΓ.

Είναι βολικό, πολλές φορές, ένα πολύγωνο 

 να το παριστάνουμε με τον πίνακα



,




που έχει ως στήλες τις συντεταγμένες των κορυφών του. Τον πίνακα αυτόν θα τον λέμε πίνακα του πολυγώνου. Έτσι, ο πίνακας του ΑΒΓ είναι ο 

, ενώ του 

 ο 

. Eίναι φανερό ότι

           

  

  

                  Α     Β     Γ


 .

Άρα ο πίνακας του τριγώνου 

 προκύπτει αν πολλαπλασιάσουμε τον πίνακα του γραμμικού μετασχηματισμού με τον πίνακα του τριγώνου ΑΒΓ. Αυτό ισχύει και για οποιοδήποτε πολύγωνο.

Βασικοί γεωμετρικοί μετασχηματισμοί



1. Συμμετρία ως προς την αρχή των αξόνων
Καλούμε συμμετρία ως προς την αρχή των αξόνων το γεωμετρικό εκείνο μετασχηματισμό με τον οποίο κάθε σημείο 

 του καρτεσιανού επιπέδου απεικονίζεται στο συμμετρικό του 

 ως προς την αρχή των αξόνων. Όπως γνωρίζουμε από την Α΄ Λυκείου ισχύει




Άρα, η συμμετρία ως προς την αρχή των αξόνων είναι γραμμικός μετασχηματισμός με πίνακα 

.




2. Συμμετρία ως προς άξονα μια ευθεία ε. 
Καλούμε συμμετρία ως προς άξονα μια ευθεία ε, το γεωμετρικό εκείνο μετασχηματισμό με τον οποίο κάθε σημείο 

 του καρτεσιανού επιπέδου απεικονίζεται στο συμμετρικό του, 

, ως προς την ευθεία ε. 




Στην παράγραφο αυτή θα ασχοληθούμε με τη συμμετρία ως προς τον άξονα 

, τη συμμετρία ως προς τον άξονα 

 και τη συμμετρία ως προς την ευθεία 

.

2α. Συμμετρία ως προς τον άξονα 

.

΄Οπως γνωρίζουμε από την Α΄ Λυκείου ισχύει:



.

Άρα, η συμμετρία ως προς τον άξονα 

 είναι γραμμικός μετασχηματισμός με πίνακα 

.




2β. Συμμετρία ως προς τον άξονα 

 . 
Όπως γνωρίζουμε από την Α΄ Λυκείου ισχύει:


.

Άρα η συμμετρία ως προς τον άξονα 

 είναι ένας γραμμικός μετασχηματισμός με πίνακα 

.



2γ. Συμμετρία ως προς άξονα την ευθεία 

. 
Όπως γνωρίζουμε από την Α΄ Λυκείου ισχύει: 


.

Άρα, η συμμετρία ως προς άξονα την ευθεία 

 είναι ένας γραμμικός μετασχηματισμός με πίνακα 

.

Oι παραπάνω γραμμικοί μετασχηματισμοί είναι όλοι ισομετρίες.



3. Στροφή με κέντρο Ο και γωνία θ. 
Έστω 

 ένα σύστημα συντεταγμένων στο επίπεδο και θ μια θετική ή αρνητική γωνία. Καλούμε στροφή με κέντρο Ο και γωνία θ το γεωμετρικό εκείνο μετασχηματισμό με τον οποίο κάθε σημείο 

 του επιπέδου αντιστοιχίζεται στο πέρας 

, του διανύσματος 

 που είναι η τελική θέση του 

, αν αυτό στραφεί γύρω από το Ο κατά γωνία θ. 

Αν φ είναι η γωνία που σχηματίζει το διάνυσμα 

 με τον άξονα 

 και ρ το μέτρο του διανύσματος 

, τότε θα ισχύει:



     (1)    και    

     (2).

Έτσι, θα ισχύει








        






        

.

Άρα, η στροφή με κέντρο Ο και γωνία θ είναι γραμμικός μετασχηματισμός με πίνακα 

. Ειδικότερα:
α)
Η στροφή με κέντρο Ο και γωνία 

 έχει πίνακα 

.

β)
Η στροφή με κέντρο Ο και γωνία 

 έχει πίνακα 



και είναι η συμμετρία ως προς την αρχή των αξόνων.

γ)
Η στροφή με κέντρο Ο και γωνία 

 έχει πίνακα 

.

δ)
Τέλος, η στροφή με κέντρο Ο και γωνία 

 έχει πίνακα 



και είναι η ταυτοτική απεικόνιση.

Εύκολα αποδεικνύεται ότι και η στροφή είναι μια ισομετρία.

4. Ομοιοθεσία. 




Καλούμε ομοιοθεσία με κέντρο την αρχή των αξόνων Ο και λόγο 
[image: image1.wmf]*
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 το μετασχηματισμό με τον οποίο κάθε σημείο 

 του επιπέδου αντιστοιχίζεται στο σημείο 

 που ορίζεται από την ισότητα



.

Επειδή 

και

, έχουμε:








        






        






        

.

Άρα,η ομοιοθεσία με κέντρο την αρχή των αξόνων και λόγο 

 είναι ένας γραμμικός μετασχηματισμός με πίνακα 
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ΜΝΗΜΟΝΙΚΟΣ ΚΑΝΟΝΑΣ
Για να θυμόμαστε τον πίνακα των παραπάνω γραμμικών μετασχηματισμών, αρκεί να θυμόμαστε ότι η πρώτη στήλη του είναι οι συντεταγμένες της εικόνας του σημείου 

, ενώ η δεύτερη στήλη του είναι οι συντεταγμένες της εικόνας του 

. Για παράδειγμα, ο πίνακας της συμμετρίας ως προς τον άξονα 

 είναι ο 

 που έχει για πρώτη και δεύτερη στήλη τις συντεταγμένες των συμμετρικών ως προς τον άξονα 

 των σημείων 

 και 

 αντιστοίχως.

5. Παράλληλη μεταφορά.
Έστω 

 ένα διάνυσμα του καρτεσιανού επιπέδου 

. Καλούμε παράλληλη μεταφορά κατά διάνυσμα 

 το γεωμετρικό εκείνο μετασχηματισμό με τον οποίο κάθε σημείο 

 του επιπέδου αντιστοιχίζεται στο σημείο 

 που ορίζεται από την ισότητα 

 (Σχ. 14). 




Επειδή 

, έχουμε





         



         



         



         

.

Άρα, η παράλληλη μεταφορά δεν είναι γραμμικός μετασχηματισμός.

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ
1. Έστω Τ ο μετασχηματισμός “στροφή με κέντρο Ο και γωνία 

”. Να βρεθεί η εικόνα 

της καμπύλης

 ως προς το μετασχηματισμό Τ.

ΛΥΣΗ
Έστω 

 ένα σημείο του επιπέδου και 

 η εικόνα του ως προς το μετασχηματισμό Τ. Τότε θα ισχύει
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.

        (1)
Επομένως, αν το 

 ανήκει στην καμπύλη C, τότε θα ισχύει: 



                                        


                       


                       

,

οπότε το σημείο 

 θα είναι σημείο της ισοσκελούς υπερβολής 



.

Αλλά και αντιστρόφως, αν το 

 ανήκει στην καμπύλη 

, τότε το 

 θα ανήκει στην C.
Άρα, η εικόνα της 

, ως προς τη στροφή με κέντρο Ο και γωνία 

, είναι η υπερβολή 

. Συνεπώς, η καμπύλη 

 είναι μια υπερβολή που προκύπτει αν στρέψουμε την 

 κατά γωνία 

.

2. Έστω 

 και 

 οι γραμμικοί μετασχηματισμοί με πίνακες



   και   


αντιστοίχως. Να βρεθεί ο πίνακας του γραμμικού μετασχηματισμού που προκύπτει, αν εφαρμόσουμε πρώτα τον 

 και  έπειτα τον 

, δηλαδή του μετασχηματισμού 

.

ΛΥΣΗ
Έστω 

 ένα σημείο του επιπέδου. Αν 

 είναι η εικόνα του Μ μέσω του μετασχηματισμού 

 και 

 η εικόνα του 

 μέσω του μετασχηματισμού 

, τότε θα ισχύει



   και   

,

οπότε θα έχουμε





 EMBED Equation.3  
.

Άρα, ο πίνακας του 

 είναι ο 

 που είναι το γινόμενο 

 των  πινάκων των μετασχηματισμών 

 και 

. Γενικά:

“Αν 

 είναι πίνακες δύο γραμμικών μετασχηματισμών, 

 και 

 αντιστοίχως, τότε ο πίνακας του γραμμικού μετασχηματισμού 

 είναι ο 

, ενώ του 

 είναι  ο  

”.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ
Α΄ ΟΜΑΔΑΣ
1.
Να γράψετε τους πίνακες των γραμμικών μετασχηματισμών:
            

,          

,          


και να βρείτε τις εικόνες των σημείων 

 και 

.

2.
Να βρείτε το γραμμικό μετασχηματισμό που απεικονίζει τα πέρατα 

 και 

 των μοναδιαίων διανυσμάτων 

 και 

 στα σημεία (i) 

 και 

 αντιστοίχως, (ii) 

 και 

 αντιστοίχως.

3.
Δίνεται ο γραμμικός μετασχηματισμός:


.

    Να βρείτε τις εικόνες των σημείων 

 και 

 και στη συνέχεια να αποδείξετε ότι ο Τ δεν είναι ισομετρία.

4.
Δίνεται ο γραμμικός μετασχηματισμός:



     i) Να βρείτε την εικόνα 

 του τετραγώνου ΑΒΓΔ που έχει πίνακα 

.

      ii) Να αποδείξετε ότι το 

 είναι πλάγιο παραλληλόγραμμο.

5.
Δίνεται ο μετασχηματισμός:


.

    Nα βρείτε


 i) το πρότυπο του σημείου 



ii) την εικόνα της ευθείας 

.

6.
Τι παριστάνουν γεωμετρικά οι γραμμικοί μετασχηματισμοί που έχουν πίνακα:
      i) 

,
            ii) 


    iii) 

,           iv) 


      v) 

,            vi) 

.

B΄ ΟΜΑΔΑΣ
1.
Δίνεται ο γραμμικός μετασχηματισμός:



      i)
Να αποδείξετε ότι ο Τ απεικονίζει όλα τα σημεία του επιπέδου στην ευθεία 

.
     ii)
Nα βρείτε τα πρότυπα του σημείου 

.

     iii)
Να αποδείξετε ότι το σημείο 

 δεν έχει πρότυπο.

2.
Δίνεται ο γραμμικός μετασχηματισμός:
     


    και δύο οποιαδήποτε σημεία 

, 

 του επιπέδου. Να αποδείξετε ότι

     i) 
O T δεν είναι ισομετρία, δηλαδή ότι 

.

     ii) 
Ο Τ απεικονίζει το μέσο του ευθ. τμήματος ΑΒ στο μέσο της εικόνας του 

.

    iii) 
Το εμβαδόν του τριγώνου ΟΑΒ είναι ίσο με το εμβαδό της εικόνας του 

.

3.
Να βρείτε το γραμμικό μετασχηματισμό που απεικονίζει τα σημεία 

 και 

 στα σημεία:
     i) 

  και  

 αντιστοίχως

    ii) 

  και  

 αντιστοίχως.

    Σε καθεμιά περίπτωση να βρείτε την εικόνα της ευθείας 

.

4.
Να αποδείξετε ότι καθένας από τους παρακάτω γεωμετρικούς μετασχηματισμούς είναι γραμμικός μετασχηματισμός.

      i) Η συμμετρία ως προς την ευθεία 

.

     ii) Η προβολή πάνω στον άξονα 

.

    iii) Η προβολή πάνω στον άξονα 

.

    iv) Η προβολή πάνω στην ευθεία 

.

    Στη συνέχεια να βρείτε σε καθεμία περίπτωση την εικόνα του τετραγώνου ΟΑΓΒ με πίνακα 

 και να επιβεβαιώσετε γεωμετρικά την απάντησή σας.

5.
Δίνεται ο μετασχηματισμός Τ με πίνακα 

, όπου 

.

       i)
Να αποδείξετε ότι η εικόνα του κύκλου 

 είναι η έλλειψη 


       ii)
Αφού βρείτε την εικόνα 

 του τετραγώνου ΟΑΓΒ, που έχει πίνακα 

, να δείξετε ότι 

.
1.5

Η ΕΝΝΟΙΑ  ΤΟΥ  ΓΡΑΜΜΙΚΟΥ  ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ
( Κάθε εξίσωση της μορφής 

, όπου 

 β είναι πραγματικοί αριθμοί και 

 άγνωστοι, λέγεται γραμμική εξίσωση με ν αγνώστους. Οι αριθμοί 

 λέγονται συντελεστές των αγνώστων και ο β σταθερός όρος.

Για παράδειγμα, η εξίσωση 

 είναι μια γραμμική εξίσωση με δύο αγνώστους. Επίσης, η 

 είναι γραμμική εξίσωση με τέσσερις αγνώστους, ενώ οι εξισώσεις 

 και 

 δεν είναι γραμμικές.

Κάθε διατεταγμένη ν-άδα αριθμών 

 που επαληθεύει μια γραμμική εξίσωση με ν αγνώστους λέγεται λύση της εξίσωσης.

Για παράδειγμα, η διατεταγμένη τριάδα 

 είναι λύση της εξίσωσης 

, αφού 

.

( Ένα πλήθος μ γραμμικών εξισώσεων με ν αγνώστους των οποίων ζητάμε τις κοινές λύσεις, λέγεται γραμμικό σύστημα μ εξισώσεων με ν αγνώστους ή απλούστερα 

 γραμμικό σύστημα.

Για παράδειγμα, το

            


    


είναι ένα 

 γραμμικό σύστημα.

Γενικά, ένα 

 γραμμικό σύστημα έχει τη μορφή

             

    


Ο 1ος δείκτης 

 του συντελεστή 

 δείχνει την εξίσωση στην οποία ανήκει ο 

, ενώ ο 2ος δείκτης  j  δείχνει τον άγνωστο με τον οποίο πολλαπλασιάζεται ο 

. Για παράδειγμα, ο 

 είναι ο συντελεστής του αγνώστου 

 στην τρίτη εξίσωση ενός συστήματος.

Κάθε διατεταγμένη ν-άδα αριθμών η οποια επαληθεύει όλες τις εξισώσεις ενός 

 γραμμικού συστήματος, λέγεται λύση του συστήματος. Για παράδειγμα, η διατεταγμένη τριάδα 

 είναι λύση του συστήματος 

, αφού 

 και 

.

Η διαδικασία με την οποία βρίσκουμε τις λύσεις ενός συστήματος λέγεται επίλυση του συστήματος.

Ένα σύστημα που έχει μια τουλάχιστον λύση λέγεται συμβιβαστό, ενώ ένα σύστημα που δεν έχει καμία λύση λέγεται αδύνατο.

Τέλος, δύο γραμμικά συστήματα που έχουν τις ίδιες ακριβώς λύσεις λέγονται ισοδύναμα.

( Με τη βοήθεια των πινάκων το σύστημα 

 γράφεται



.

Το 1ο μέλος όμως της ισότητας αυτής είναι το γινόμενο του 

 πίνακα 

 των συντελεστών των αγνώστων με τον 

 πίνακα στήλη 

 των αγνώστων. Επομένως το σύστημα 

 γράφεται



.

Γενικότερα, το 

 γραμμικό σύστημα 

 γράφεται



.

Αν τώρα συμβολίσουμε με Α τον πίνακα των συντελεστών των αγνώστων, με Χ τον πίνακα-στήλη των αγνώστων και με Β τον πίνακα-στήλη των σταθερών όρων, τότε το 

 γράφεται 

.

Αν οι σταθεροί όροι ενός γραμμικού συστήματος είναι όλοι ίσοι με το μηδέν, τότε το σύστημα λέγεται ομογενές και σύντομα γράφεται 
[image: image5.wmf]Î
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Τέλος ο πίνακας




που αποτελείται από τον πίνακα Α των συντελεστών των αγνώστων, συμπληρωμένο με τη στήλη των σταθερών όρων λέγεται επαυξημένος πίνακας του συστήματος. Όπως θα δούμε στη συνέχεια, ο πίνακας αυτός παίζει σημαντικό ρόλο στην επίλυση του συστήματος. Η κατακόρυφη διακεκομμένη γραμμή στον επαυξημένο πίνακα προστίθεται απλώς για να ξεχωρίζει τη στήλη των σταθερών όρων.

1.6

ΕΠΙΛΥΣΗ  ΓΡΑΜΜΙΚΟΥ  ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ  ΜΕ  ΤΗ

      ΜΕΘΟΔΟ  ΑΠΑΛΟΙΦΗΣ  ΤΟΥ  GAUSS
Aποδεικνύεται ότι, αν σε ένα γραμμικό σύστημα εφαρμόσουμε μια από τις επόμενες διαδικασίες, τότε προκύπτει ισοδύναμο σύστημα:

( Εναλλαγή της θέσης δύο εξισώσεων
( Πολλαπλασιασμός των μελών μιας εξίσωσης με ένα μη μηδενικό αριθμό.
( Πρόσθεση των μελών μιας εξίσωσης (πολλαπλασιασμένων με έναν αριθμό) στα μέλη μιας άλλης.

Έτσι, όταν έχουμε να λύσουμε ένα γραμμικό σύστημα προσπαθούμε, εφαρμόζοντας τις προηγούμενες διαδικασίες, να το μετασχηματίσουμε σε ένα άλλο ισοδύναμο σύστημα του οποίου η λύση να είναι προφανής.

Ας δούμε τώρα με ένα παράδειγμα πως εφαρμόζονται και πως συμβολίζονται οι τρεις αυτές διαδικασίες.

Έστω το γραμμικό σύστημα                                        

   





( Πολλαπλασιάζουμε  τα μέλη της

1ης  εξίσωσης  

 του  

 με 


και  τα  προσθέτουμε  στα αντίστοι-

χα  μέλη της  2ης εξίσωσης 

 του



. Έτσι, απαλείφεται από την 


ο άγνωστος x.



( Πολλαπλασιάζουμε τα μέλη της 


 του 

με 

 και  τα προσθέ-

τουμε  στα  μέλη  της   

.  ΄Ετσι, 

απαλείφεται από  την  

  ο άγνω-

στος x.



( Πολλαπλασιάζουμε  τα μέλη της



 του 

με  

.  Έτσι, ο  συντε-

στής  του y γίνεται 1.

Συνεχίζουμε εφαρμόζοντας τις παραπάνω διαδικασίες που παριστάνουμε πλέον μόνο συμβολικά:
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Επειδή το σύστημα 

 είναι ισοδύναμο με το αρχικό σύστημα 

, συμπεραίνουμε ότι η λύση του συστήματος είναι η τριάδα 

.

Μπορούμε να περιγράψουμε απλούστερα τη διαδικασία επίλυσης ενός 

 γραμμικού συστήματος, αν σκεφτούμε ως εξής: Αφού κάθε εξίσωση παριστάνεται με μια γραμμή του επαυξημένου πίνακα, αρκεί οι παραπάνω μετατροπές των εξισώσεων να γίνονται στις γραμμές 

 του επαυξημένου πίνακα. Οι μετατροπές αυτές λέγονται γραμμοπράξεις και είναι οι εξής: 

Γραμμοπράξη





Συμβολισμός

1. Εναλλαγή της θέσης δύο γραμμών





2. Πολλαπλασιασμός μιας γραμμής με ένα

   μη μηδενικό αριθμό






, 


3. Πρόσθεση των στοιχείων μιας γραμμής,

   πολλαπλασιασμένων με έναν αριθμό, στα




   αντίστοιχα στοιχεία μιας άλλης γραμμής.
Όταν έχουμε δύο πίνακες  Α, Β  που ο ένας προκύπτει από τον άλλο με γραμμοπράξεις, τότε οι πίνακες αυτοί λέγονται γραμμοϊσοδύναμοι ή απλώς ισοδύναμοι και γράφουμε 

. Είναι προφανές ότι, αν οι επαυξημένοι πίνακες δύο συστημάτων είναι ισοδύναμοι, τότε και τα συστήματα είναι ισοδύναμα, αφού καθεμιά γραμμοπράξη ξεχωριστά οδηγεί σε σύστημα ισοδύναμο με το αρχικό.

Έτσι, η επίλυση του προηγούμενου συστήματος μπορεί να γίνει ως εξής:
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. 

Ο τελευταίος πίνακας αντιστοιχεί στο σύστημα 

.

Επομένως, η λύση του συστήματος είναι η τριάδα 

.

Παρατηρούμε ότι ο τελευταίος πίνακας των συντελεστών των αγνώστων είναι ο μοναδιαίος 

 πίνακας. Έτσι μπορούμε να “διαβάσουμε” αμέσως τη λύση του συστήματος.

Για να απλοποιήσουμε και να συντομεύσουμε ακόμη περισσότερο τη διαδικασία επίλυσης ενός συστήματος, πολλές φορές στο ίδιο βήμα εφαρμόζουμε περισσότερες από μία γραμμοπράξεις.

Ας λύσουμε τώρα και το σύστημα



.

Παίρνουμε τον επαυξημένο πίνακα και έχουμε διαδοχικά:
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