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12 ΚΑΝΟΝΙΚΑ ΠΟΛΥΓΩΝΑ 

και ΚΥΚΛΟΣ
Εισαγωγή

[image: image1.wmf]
Ένα από τα σπουδαιότερα ζητήματα στη γεωμετρία είναι και αυτό που αναφέρεται στην ύπαρξη κύκλου ο οποίος διέρχεται από τις κορυφές ενός πολυγώνου ή εφάπτεται στις πλευρές του.

Αν οι κορυφές ενός πολυγώνου είναι σημεία ενός κύκλου, τότε λέμε ότι:

( Το πολύγωνο είναι εγγεγραμμένο στον κύκλο.

( Ο κύκλος είναι περιγεγραμμένος στο πολύγωνο.
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Αν οι πλευρές του πολυγώνου εφάπτονται σε ένα κύκλο, τότε λέμε ότι:

( Το πολύγωνο είναι περιγεγραμμένο στον κύκλο.

( Ο κύκλος είναι εγγεγραμμένος στο πολύγωνο.


[image: image3.wmf]
Υπάρχουν πολύγωνα που μπορούν να εγγραφούν ή να περιγραφούν σε κύκλο και άλλα στα οποία αυτό δεν γίνεται.

Από το Γυμνάσιο γνωρίζουμε ότι σε κάθε τρίγωνο υπάρχει ο περιγεγραμμένος και ο εγγεγραμμένος του κύκλος.

Ο περιγεγραμμένος κύκλος του τριγώνου έχει κέντρο το σημείο τομής των μεσοκαθέτων των πλευρών του.


[image: image4.wmf]
Ο εγγεγραμμένος κύκλος ενός τριγώνου έχει κέντρο το σημείο τομής των διχοτόμων του.

Το ότι υπάρχουν οι παραπάνω κύκλοι σε κάθε τρίγωνο δεν μας επιτρέπει να γενικεύσουμε και να ισχριστούμε το ίδιο για κάθε πολύγωνο (τετράπλευρο, πεντάγωνο κλπ).
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Για παράδειγμα, στο τετράπλευρο του διπλανού σχήματος υπάρχει μοναδικός κύκλος που διέρχεται από τις κορυφές Α,Γ και Δ, ενώ η τέταρτη κορυφή Β δεν είναι σημείο αυτού του κύκλου.

Στο κεφάλαιο αυτό θα ασχοληθούμε με μια ενδιαφέρουσα κατηγορία πολυγώνων που εγγράφονται και περιγράφονται σε κύκλο και λέγονται κανονικά πολύγωνα. Έπειτα εκμεταλευόμενοι τη σχέση κανονικού πολυγώνου με τους αντίστοιχους κύκλους τους θα δούμε και τις μετρικές σχέσεις στον κύκλο.

12.1

Κανονικά πολύγωνα

Κυρτά πολύγωνα


[image: image6.wmf] 
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Ας πάρουμε δύο πολύγωνα ΑΒΓΔΕΖ και Α(Β(Γ(Δ(Ε(Ζ(. Παίρνουμε δύο τυχαία σημεία Κ, Λ και Κ(, Λ( στο εσωτερικό τους και φέρνουμε τα ευθύγραμμα τμήματα ΚΛ και Κ(Λ(.

Παρατηρούμε ότι ολόκληρο το τμήμα ΚΛ περιέχεται στο εσωτερικό του ΑΒΓΔΕΖ ενώ δεν συμβαίνει το ίδιο για το Κ(Λ( στο Α(Β(Γ(Δ(Ε(Ζ(.

Το πολύγωνο ΑΒΓΔΕΖ που έχει αυτή την ιδιότητα λέμε ότι είναι κυρτό πολύγωνο ενώ το Α(Β(Γ(Δ(Ε(Ζ( είναι μη κυρτό πολύγωνο.

Γενικά:

θα λέμε ότι ένα πολύγωνο είναι κυρτό όταν το ευθύγραμμο τμήμα που ορίζεται από κάθε ζεύγος εσωτερικών σημείων του ανήκει ολόκληρο στο εσωτερικό του.
ΣΗΜΕΙΩΣΗ

Ένας ισοδύναμος ορισμός για τα κυρτά πολύγωνα είναι ο εξής:
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Θα λέμε ότι ένα πολύγωνο είναι κυρτό όταν η προέκταση κάθε πλευράς του δεν έχει σημεία στο εσωτερικό του πολυγώνου.

Ορισμός και στοιχεία κανονικού πολυγώνου.

Γνωρίζουμε ότι το ισόπλευρο τρίγωνο έχει ίσες όλες του τις πλευρές και ίσες όλες τις γωνίες του.

Αυτό ισχύει και στο τετράγωνο.

Γι’ αυτό το ισόπλευρο τρίγωνο και το τετράγωνο λέμε ότι είναι κανονικά πολύγωνα.

Ορισμός:


[image: image8.wmf]
Κανονικό πολύγωνο λέγεται κάθε κυρτό πολύγωνο που έχει ίσες όλες τις πλευρές του και ίσες όλες τις γωνίες του.

Η σημαντικότερη ιδιότητα των κανονικών πολύ​γώνων είναι ότι εγγράφονται και περιγράφονται σε ομόκεντρους κύκλους.
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Σε ένα κανονικό πολύγωνο με ν πλευρές (κανονικό ν-γωνο), κάθε μια από τις ίσες πλευρές συμβολίζεται με λν και κάθε μια από τις ίσες γωνίες με φν.

Το κοινό κέντρο Ο του περιγεγραμμένου και του εγγεγραμμένου κύκλου λέγεται κέντρο του κανονικού πολυγώνου. Η ακτίνα R του περιγεγραμμένου κύκλου λέγεται και ακτίνα του κανονικού πολυγώνου.

Η απόσταση του κέντρου του πολυγώνου από την πλευρά του λέγεται απόστημα του κανονικού ν-γώνου και συμβολίζεται με αν. Το απόστημα ενός κανονικού ν-γώνου ισούται με την ακτίνα του εγγεγραμμένου του κύκλου.

Η γωνία που έχει πλευρές δύο διαδοχικές ακτίνες ενός κανονικού ν-γώνου λέγεται κεντρική γωνία και συμβολίζεται με ων. Είναι φανερό ότι για την κεντρική γωνία ενός κανονικού ν-γώνου ισχύει:

ων = 
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Η εγγεγραμμένη γωνία φν έχει κορυφή μία από τις κορυφές του ν-γώνου και πλευρές τις δύο προσκείμενες πλευρές του. Όπως βλέπουμε στο παρα​πάνω σχήμα το κανονικό ν-γωνο χωρίζεται σε ν τρίγωνα με κέντρο το Κ και πλευρές δύο διαδοχικές ακτίνες και μια πλευρά. Συνολικά αυτά έχουν άθροισμα γωνιών ν(180ο. Αφαιρώντας τις 360ο των κεντρικών γωνιών μένουν ν(180ο(360ο για το άθροισμα ν γωνιών. Δηλαδή ν(γν = ν(180ο(360ο, άρα

φν.= 
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Συνέπεια αυτής της παρατήρησης είναι το εξής: δύο κανονικά πολύγωνα με ίδιο αριθμό πλευρών είναι όμοια. 

Εγγραφή κανονικών πολυγώνων σε κύκλο.

Για να εγγράψουμε ένα κανονικό ν-γωνο σε κύκλο αρκεί να χωρίσουμε τον κύκλο σε ν ίσα τόξα. Τότε οι αντίστοιχες χορδές που είναι οι πλευρές του ν-γωνου θα είναι ίσες και οι εγγεγραμμένες γωνίες με κορυφές τα σημεία χωρισμού και πλευρές διαδοχικές χορδές είναι ίσες.
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Εγγραφή τετραγώνου σε κύκλο ακτίνας R.

Στον κύκλο (Ο,R) θέλουμε να εγγράψουμε ένα τετράγωνο. Αρκεί να χωρίσουμε τον κύκλο σε τέσσερα ίσα τόξα. 

Αυτό μπορεί να γίνει αν φέρουμε δύο κάθετες διαμέτρους του κύκλου.

Αν λοιπόν ΑΓ και ΒΔ είναι κάθετες διάμετροι του κύκλου (Ο,R), τότε το ΑΒΓΔ είναι ένα τετράγωνο εγγεγραμμένο στον κύκλο.

Σε κάθε τετράγωνο εγγεγραμμένο σε κύκλο (Ο,R) ισχύουν οι τύποι:

λ4 = R
[image: image14.wmf]2

, α4 = 
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Εγγραφή κανονικού εξαγώνου σε κύκλο ακτίνας R.

Στον κύκλο (Ο,R) θέλουμε να εγγράψουμε ένα κανονικό εξάγωνο. Αρκεί να χωρίσουμε τον κύκλο σε 6 ίσα τόξα. Κάθε τόξο από αυτά έχει μέτρο 
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. Οπότε η αντίστοιχη επίκεντρη γωνία είναι 60ο. Έτσι αν το τόξο ΑΒ είναι ένα από τα 6 ίσα τόξα, το τρίγωνο ΑΟΒ είναι ισοσκελές με γωνία κορυφής 60ο. Άρα είναι ισόπλευρο. Αυτό σημαίνει ότι η χορδή ΑΒ ισούται με την ακτίνα R του κύκλου.

Σύμφωνα με τα παραπάνω για να εγγράψουμε ένα κανονικό εξάγωνο στον κύκλο (Ο,R) εργαζόμαστε ως εξής:

Με αρχή τυχαίο σημείο του κύκλου παίρνουμε (με το διαβήτη) έξι διαδοχικά τόξα που έχουν χορδή ίση με την ακτίνα. Το πολύγωνο που έχει κορυφές τα άκρα αυτών των τόξων είναι ένα κανονικό εξάγωνο εγγεγραμμένο στον κύκλο (Ο,R).

Σε κάθε κανονικό 6-γωνο εγγεγραμμένο ε κύκλο (Ο,R) ισχύουν οι τύποι:

λ6 = R, α6 = 
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Εγγραφή ισόπλευρου τριγώνου σε κύκλο ακτίνας R.

Στον κύκλο (Ο,R) θέλουμε να εγγράψουμε ένα ισόπλευρο τρίγωνο. Αρκεί να χωρίσουμε τον κύκλο σε 3 ίσα τόξα. Κάθε τόξο από αυτά έχει μέτρο 
[image: image20.wmf]3
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=120ο. Δηλαδή, είναι διπλάσιο από το τόξο που έχει χορδή την πλευρά του εγγεγραμμένου κανονικού 6-γώνου.

Για να εγγράψουμε λοιπόν ένα ισόπλευρο τρίγωνο στον κύκλο (Ο,R) εγγράφουμε πρώτα ένα κανονικό εξάγωνο ΑΒΓΔΕΖ και φέρνουμε τις χορδές ΑΓ, ΓΕ και ΑΕ. Το τρίγωνο ΑΓΕ είναι ισόπλευρο εγγεγραμμένο στον κύκλο (Ο,R).

Σε κάθε ισόπλευρο τρίγωνο εγγεγραμμένο ε κύκλο (Ο,R) ισχύουν οι τύποι:

λ3 = R
[image: image21.wmf]3

, α3 = 
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ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ

1. Φανταστείτε έναν εξαγωνικό χαρταετό που “πετάνε” τα παιδιά την Καθαρή Δευτέρα. Παρατηρήστε τις “μάνες” του που είναι οι διαγώνιές του. Αυτές περνάνε από ένα σημείο που φροντίζουμε εμπειρικά να είναι το κέντρο του περιγεγραμμένου κύκλου. Με ποιο τρόπο μπορείτε αυτό να το δικαιολογήσετε;


[image: image23.wmf]
2. Σχεδιάστε στο τετράδιό σας ένα τετράγωνο και προεκτείνετε σε κάθε κορυφή τις πλευρές του κατά ένα τμήμα ίσο με το μισό της διαγωνίου. Ενώστε κατά σειρά τα 8 άκρα των προεκτάσεων που κάνατε.


α) Στο 8-γωνο που φτιάξατε μετρήστε όλες τις πλευρές και όλες τις γωνίες. Τι διαπιστώνετε;


β) Μπορείτε τώρα να κατασκευάσετε ένα κανονικό οκτάγωνο που να έχει πλευρά 4cm;

3. Να αποδείξετε τους τύπους για το απόστημα και την πλευρά, του κανονικού εξαγώνου, του τετραγώνου και του ισόπλευρου τριγώνου που είναι εγγεγραμ​μένα σε κύκλο ακτίνας R.
ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

1.
i)
Βρείτε τις σχέσεις που συνδέουν το απόστημα, την πλευρά και την ακτίνα ενός οποιουδήποτε κανονικού ν-γώνου.


ii)
Να υπολογίσετε την περίμετρο ενός κανονικού ν-γώνου.


iii)
Να υπολογίσετε το εμβαδό ενός κανονικού ν-γώνου.
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i)
Οι ίσες με R πλευρές της κεντρικής γωνίας μαζί με την αντίστοιχη πλευρά του κανονικού πολυγώνου ορίζουν ένα ισοσκελές τρίγωνο. Το κανονικό ν-γωνο αποτελείται από ν διαδοχικά και ίσα μεταξύ τους τέτοια τρίγωνα. Το απόστημά τους είναι και διάμεσος οπότε στο διπλανό γραμμοσκιασμένο ορθογώ​νιο τρίγωνο ισχύει το Πυθαγόρειο θεώρημα.
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ii)
Είναι φανερό ότι η περίμετρος Ρν ενός κανονικού ν-γώνου σχηματίζεται από τις ν διαδοχικές πλευρές του. Άρα Ρν = ν(λν.

iii) Το κάθε ένα από τα ισοσκελή τρίγωνα που αναφέραμε παραπάνω έχει εμβαδό 
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. Όλα μαζί δίνουν το εμβαδό του κανονικού ν-γώνου 

Εν = ν(
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2.
Πόση είναι η πλευρά και πόσο το απόστημα κανονικού 24-γώνου εγγε​γραμμένου σε κύκλο ακτίνας 1cm; Πόση είναι η περίμετρός του;

ΛΥΣΗ

Το τρίγωνο ΛΟΜ που σχηματίζεται από την κεντρική γωνία της παραπάνω εφαρμογής έχει τη γωνία ΛΟΜ = 360:24 = 15o. Φέρουμε τη διχοτόμο ΟΔ που είναι και απόστημα. Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΟΔΛ έχουμε γωνία ΔΟΛ = 7ο 30(. Στο τρίγωνο αυτό έχουμε:

ημ(7ο 30() = 
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 Άρα λ24 = 2(R(ημ(7ο 30() ( 0.2611cm

συν(7ο 30() = 
[image: image30.wmf]R
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Τους τριγωνομετρικούς αριθμούς μπορούμε εύκολα να τους υπολογίσουμε σήμερα με ένα μικρό υπολογιστή (κομπιουτεράκι). Η περίμετρός του είναι Ρ24 = 24(λ24 ( 6,27cm. Παρατηρείστε ότι είναι σχεδόν 2 φορές ο αριθμός π ( 3,14. Κάνετε το ίδιο για κανονικό 1000-γωνο.


[image: image31.wmf]
3.

Να εγγράψετε ένα κανονικό οκτάγωνο σε κύκλο (Ο,R).

ΛΥΣΗ

Βρίσκουμε πως η κεντρική γωνία του οκτα​γώνου είναι θν = 45ο. Άρα κατασκευάζουμε διαδοχικά επίκεντρες γωνίες διχοτομώντας δύο κάθετες μεταξύ τους διάμετρες.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ
1. Το άθροισμα των γωνιών ενός κανονικού ν-γώνου είναι 720ο. Να υπολογίσετε το ν.

2. Να βρεθεί το εμβαδό ισοπλεύρου τριγώνου που είναι περιγεγραμμένο σε κύκλο ακτίνας α. 

3. Έστω λ3, λ4, λ6 οι πλευρές ισόπλευρου τριγώνου, τετραγώνου και κανονικού εξάγωνου που είναι εγγεγραμμένα σε κύκλο ακτίνας R. Να αποδείξετε ότι 
[image: image32.wmf].
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4.
Να βρείτε την πλευρά κανονικού εξαγώνου περιγεγραμμένου σε κύκλο ακτίνας α..

5. Να βρεθεί η ακτίνα του κύκλου που είναι εγγεγραμμένος σε τετράγωνο πλευράς α.

6. Ένα κανονικό τρίγωνο και ένα κανονικό εξάγωνο εγγεγραμμένα σε κύκλο ακτίνας ρ έχουν εμβαδά Ε3 και Ε6 αντίστοιχα.. Αν Ε3(Ε6=1, να υπολογίσετε το ρ.

7. Να αποδείξετε τον τύπο του Αρχιμήδη, λ2ν = 2(R((R(αν) που συνδέει την πλευρά λν, την ακτίνα R και το απόστημα αν ενός κανονικού ν-γώνου με την πλευρά λ2ν ενός κανονικού (2ν)-γώνου που είναι εγγεγραμμένο στον ίδιο κύκλο. 

8. Να υπολογίσετε την πλευρά και το απόστημα κανονικού οκταγώνου εγγεγραμ​μένου σε κύκλο ακτίνας R.

9.
Έχουμε ότι λ10=
[image: image33.wmf](
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. Να υπολογίσετε την πλευρά και το απόστημα κανονικού πενταγώνου εγγεγραμμένου σε κύκλο ακτίνας R.

12.2

Μετρικές σχέσεις σε κύκλο.

Μήκος κύκλου.

Γνωρίζουμε ότι κύκλος είναι ένα σύνολο σημείων που έχουν σταθερή από​σταση R από ένα άλλο σταθερό σημείο O, το οποίο λέγεται κέντρο του. Το ευθύγραμμο τμήμα που ενώνει δύο σημεία του κύκλου λέγεται χορδή. Η χορδή που διέρχεται από το Ο λέγεται διάμετρος και το μήκος της είναι 2R. Το μέρος του κύκλου που έχει άκρα δύο σημεία του Α και Β λέγεται τόξο ΑΒ και συμβολίζεται με
[image: image34.wmf]Ç
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Από την αρχαιότητα φάνηκε ένα μεγάλο ενδιαφέρον για τον υπολογισμό του πηλίκου του μήκους του κύκλου προς τη διάμετρό του

π = 
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Ο λόγος αυτός είναι σταθερός για κάθε κύκλο και συμβολίζεται με το Ελληνικό γράμμα π. Ο Αρχι​μηδης υπολόγισε με αρκετή ακρίβεια το π ( 3,1428 αντί για την πραγματική τιμή που είναι π ( 3,14159. Η προσέγγιση που χρησιμοποιείται στις περισσότερες εφαρμογές είναι π ( 3,14.

Αρχιμήδης (287 - 212 π.Χ.)

Από τα παραπάνω βλέπουμε ότι το μήκος του κύκλου είναι  Γ = 2πR.

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ

Προσπαθήστε να υπολογίσετε το π. Μετρήστε τη διάμετρο ενός κύκλου (π.χ. μιας ρόδας ποδηλάτου) και το μήκος του.

Αν μπορούσαμε να μετρήσουμε τον Ισημερινό και τη διάμετρο της Γης (υποθέτοντας ότι η Γη είναι σφαίρα) με ακρίβεια ενός εκατοστού του μέτρου, τότε θα μπορούσαμε να εκτιμήσουμε τα πρώτα 8-9 δεκαδικά ψηφία του π. Στην πράξη το π ( 3,14 είναι αρκετό αλλά για πιο απαιτητικούς υπολογισμούς στην αστρονομία και την αστροναυτική χρειάζονται 20-30 ψηφία. Με 12 ψηφία θα μπορούσαμε να υπολογίσουμε το μήκος της τροχιάς της Γης γύρω από τον Ήλιο με ακρίβεια 1m (Υποθέτοντας πως είναι κυκλική).

Μέτρηση τόξου ή γωνίας.

Τα τόξα του κύκλου μετρώνται στην πράξη σε μοίρες. Ο κύκλος χωρίζεται σε 360ο. Κάθε μοίρα υποδιαιρείται σε πρώτα και δεύτερα λεπτά όπως ακριβώς και η μία ώρα. Έτσι π.χ. 1ο30( είναι 1,5 μοίρα, ενώ 1(( είναι το 1/3600 της μοίρας.

Στα μαθηματικά χρησιμοποιείται και μία άλλη μονάδα μέτρησης τόξων (ή γωνιών), το ακτίνιο (rad).

Ακτίνιο είναι ένα τόξο που έχει μήκος ίσο με την ακτίνα του κύκλου.

Επομένως ένα τόξο α rad σε κύκλο ακτίνας R έχει μήκος S ίσο με αR. Δηλαδή

S = α(R.
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Έτσι αν μία γωνία ω την κάνουμε επίκεντρη 
[image: image38.wmf]M
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σε τυχαίο κύκλο (Ο,ρ), τότε ο λόγος 
[image: image39.wmf]ΟΑ
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 παραμένει σταθερός και εκφράζει το μέτρο της γωνίας ω σε ακτίνια.

Δηλαδή, στο διπλανό σχήμα έχουμε
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Μια γωνία θα έχει μέτρο ένα ακτίνιο όταν το μήκος του αντίστοιχου τόξου της, αν την κάνουμε επίκεντρη, είναι ίσο με την ακτίνα του κύκλου.

Αν όμως το τόξο είναι ολόκληρο κύκλος, τότε το μήκος του κύκλου είναι 2(π(ρ. Άρα τα ακτίνια μίας πλήρους γωνίας 360ο είναι α=
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Ας υποθέσουμε ότι μια γωνία (ή ένα τόξο) έχει μέτρο ωο ή x rad. Επειδή 360ο είναι 2π rad, έχουμε:
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Αν ω=1ο τότε κατά προσέγγιση x=
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( 0,017. Άρα η γωνία μίας μοίρας έχει μέτρο 0,017 ακτίνια. Αν x= 1rad τότε ω=
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Έτσι έχουμε την αντιστοιχία
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Αν μας ενδιαφέρει η εύρεση του μήκους τόξου 
[image: image45.wmf]t
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 που είναι θ μοίρες τότε αυτό θα είναι θ/360 φορές το μήκος του κύκλου, δηλαδή

Μήκος τόξου θο = 
[image: image46.wmf]q
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.

Ανάλογα αν έχουμε τόξο που είναι α ακτίνια, αυτό θα είναι α/(2π) φορές το μήκος του κύκλου. Οπότε

Μήκος τόξου α rad = 
[image: image47.wmf]a

×

R

.

Εμβαδό κυκλικού δίσκου


[image: image48.wmf]Ο


Στον κύκλο (Ο,R) του διπλανού σχήματος έχουμε εγγράψει ένα κανονικό ν-γωνο.

Το εμβαδό Εν του ν-γωνου είναι μικρότερο από το εμβαδό Ε του κυκλικού δίσκου γιατί το πολυγωνικό χωρίο περιέχεται στον κυκλικό δίσκο. Δηλαδή Εν < Ε, όπου

Εν = 
[image: image49.wmf]ν
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Αν ενώσουμε τα μέσα των ν ίσων τόξων του ν-γωνουμε τα άκρα τους, θα προκύψει ένα κανονικό εγγεγραμμένο 2ν-γωνο. Είναι φανερό ότι το εμβαδό Ε2ν του 2ν-γωνου είναι μεγαλύτερο από το Εν και μικρότερο από το Ε. Δηλαδή Εν < Ε2ν < Ε.

Την παραπάνω διαδικασία μπορούμε να την επαναλάβουμε όσες φορές θέλουμε, εγγράφοντας στον κύκλο κάθε φορά ένα κανονικό πολύγωνο με διπλάσιο αριθμό πλευρών από το προηγούμενο. Τα εμβαδά αυτών των πολυγώνων είναι ολοένα και μεγαλύτερα: Εν < Ε2ν < Ε4ν < Ε8ν < ...και προσεγγίζουν από μικρότερες τιμές ολοένα και περισσότερο το εμβαδό Ε του κυκλικού δίσκου.

Την παραπάνω διαδικασία μπορούμε να την εφαρμόσουμε και για τα κανονικά πολύγωνα που είναι περιγεγραμμένα στον κύκλο (Ο,R). Σε αυτή την περίπτωση ο διπλασιασμός του αριθμού των πλευρών του περιγεγραμμένου κανονικού πολυγώνου μας οδηγεί σε ολοένα μικρότερα εμβαδά Ε(ν >Ε(2ν >Ε(4ν >Ε(8ν >...τα οποία προσεγγίζουν από μεγαλύτερες τιμές ολοένα και περισσότερο το εμβαδό Ε του κυκλικού δίσκου.

Όταν όμως αυξηθεί απεριόριστα ο αριθμός των πλευρών του εγγεγραμμένου και του περιγεγραμμένου κανονικού πολυγώνου, η περίμετρος τους Ρ προσεγγίζει το μήκος 2πR του κύκλου. Το απόστημά τους α προσεγγίζει την ακτίνα R, και το εμβαδό τους 
[image: image50.wmf]P
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 προσεγγίζει τον αριθμό 
[image: image51.wmf]2

1

2πRR = πR2.

Τον αριθμό αυτό τον ονομάζουμε εμβαδό του κυκλικού δίσκου. Άρα,

E = π(R2.

ΣΗΜΕΙΩΣΗ

Καταχρηστικά χρησιμοποιείται ο όρος “εμβαδό κύκλου” αντί για το σωστό “εμβαδό κυκλικού δίσκου”.
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Εμβαδό κυκλικού τομέα. Θεωρούμε ένα κύκλο (Ο,R) και μια επίκεντρη γωνία ΑΟΒ.

Το μέρος του κυκλικού δίσκου το οποίο περιορίζεται από την επίκεντρη γωνία ΑΟΒ και το αντίστοιχο τόξο της 
[image: image53.wmf]Ç

AB

 λέγεται κυκλικός τομέας με κέντρο το Ο και ακτίνα R.

Αν η επίκεντρη γωνία ΑΟΒ είναι θο, λέμε ότι και ο κυκλικός τομέας Ο.
[image: image54.wmf]Ç
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 είναι θο.

Επειδή ο κυκλικός δίσκος είναι τομέας 360ο και έχει εμβαδό πR2, ο τομέας 1ο έχει εμβαδό 
[image: image55.wmf].
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Εμβαδό κυκλικού τομέα θο, Εθ = 
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Επειδή το μήκος S ενός τόξου θο είναι S=
[image: image57.wmf]q

×

180

π

R

, ο παραπάνω τύπος γράφεται:

Εθ = 
[image: image58.wmf]SR
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Γνωρίζουμε ότι S = αR, όπου α το μέτρο του τόξου της αντίστοιχης επίκεντρης γωνίας σε rad. Άρα, το εμβαδό του κυκλικού τομέα α rad δίνεται από τον τύπο:

Εθ = 
[image: image59.wmf]2

α

2

1

R

×
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Εμβαδό κυκλικού τμήματος. Θεωρούμε έναν κύκλο (Ο,R) και μια χορδή του ΑΒ. Το μέρος του κυκλικού δίσκου το οποίο περιορίζεται από τη χορδή ΑΒ και το αντίστοιχο τόξο 
[image: image61.wmf]Ç

AB

 λέγεται κυκλικό τμήμα.
Αν φέρουμε τις ακτίνες ΟΑ και ΟΒ, τότε το εμβαδό του κυκλικού τμήματος που περιέχεται στην κυρτή γωνία ΑΟΒ μπορούμε να το βρούμε αν αφαιρέσουμε από το εμβαδό του αντίστοιχου κυκλικού τομέα το εμβαδό του τριγώνου ΟΑΒ.

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ
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1.
Να βρείτε το εμβαδό του κυκλικού τμήματος που αντιστοιχεί με τόξο 60ο, σε ένα κύκλο με ακτίνα R.

ΛΥΣΗ

Το εμβαδό ΕΜτΛ του κυκλικού τμήματος ΜτΛ είναι ίσο με καθένα από τα εμβαδά των πέντε άλλων κυκλικών τμημάτων που σχηματίζονται κατά την εγγραφή κανονικού εξαγώνου στο κύκλο. 

Αυτό συμβαίνει διότι αντιστοιχούν σε επίκεντρες γωνίες 60ο.

Άρα και τα έξι κυκλικά τμήματα έχουν το εμβαδό του κύκλου ακτίνας R, μειωμένο κατά το εμβαδό του εγγεγραμμένου κανονικού εξάγωνου πλευράς επίσης R. 

Το εμβαδό του κύκλου είναι ΕC = πR2. 

Το εμβαδό του κανονικού εξαγώνου είναι Ε6 = 
[image: image63.wmf]2

1

P6(α6 = 3(λ6(α6 = 3(R(R(
[image: image64.wmf]2

3

 = 
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Δηλαδή το εμβαδό που απομένει είναι EC(E6 = πR2 ( 
[image: image67.wmf]2
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 = 
[image: image69.wmf]2

1

R2((2π(3
[image: image70.wmf]3
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Μόνο το ένα έκτο από αυτό αντιστοιχεί στο κυκλικό τμήμα που μας ενδιαφέρει.

Άρα το ζητούμενο εμβαδό είναι ΕΜτΛ = 
[image: image71.wmf]12
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[image: image72.wmf]3
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2.
Δύο ομόκεντροι κύκλοι έχουν ακτίνες ρ1=1cm και ρ2=2cm. Να βρείτε το εμβαδό του δακτυλίου που σχηματίζουν.

ΛΥΣΗ

Το εμβαδό του δακτυλίου προκύπτει αν αφαιρέσουμε το εμβαδό του εσωτερικού κύκλου (Ο,ρ1) από το εμβαδό του εξωτερικού κύκλου (Ο,ρ2).

Άρα το εμβαδό του δακτυλίου είναι 
[image: image74.wmf]2
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ
1. Ένα τόξο είναι 30ο. Πόσο είναι μετρημένο σε rad;

2. Η ακτίνα ενός κύκλου είναι 3m. Πόση είναι η ακτίνα του κύκλου που έχει εμβαδό τετραπλάσιο από τον πρώτο.

3. Να υπολογίσετε το εμβαδό ενός κύκλου με διάμετρο 2m.

4. Το εμβαδό ενός κύκλου είναι 35m2. Πόσο είναι το μήκος του;

5. Να υπολογίσετε το εμβαδό κυκλικού τομέα που αντιστοιχεί σε τόξο 20ο και αντίνα 20cm.

6. Το εμβαδό ενός κυκλικού τομέα που ανήκει σε κύκλο με ακτίνα 2m, είναι 5m2. Πόσων μοιρών είναι ο τομέας;

7. Να υπολογίσετε την ακτίνα ενός κυκλικού δίσκου που το εμβαδό του είναι ίσο με το άθροισμα των εμβαδών δύο άλλων κυκλικών δίσκων που έχουν ακτίνες 6m και 8m αντίστοιχα.

8. Να βρείτε το εμβαδό του κυκλικού τμήματος που αντιστοιχεί σε τόξο 120ο.

9. Δύο κύκλοι έχουν ακτίνες 1m ο καθένας και τα κέντρα τους απέχουν 
[image: image75.wmf]2

m. Να υπολογίσετε το εμβαδό του κοινού μέρους των δύο κύκλων.

10. Οι πίσω πόδες ενός αυτοκινήτου έχουν διάμετρο 80cm, και απέχουν μεταξύ τους 1,3m. Το αυτοκίνητο στρίβει δεξιά και η πίσω δεξιά ρόδα διαγράφει το 1/4 ενός κύκλου με ακτίνα 16m.

i) Να βρείτε πόσες στροφές θα κάνει καθεμία από τις πίσω ρόδες του.

ii) Ποια από τις δύο ρόδες γυρίζει πιο γρήγορα;


[image: image76.wmf]
11. Βρείτε το εμβαδό του γραμμοσκιασμένου τμήματος στο διπλανό σχήμα.

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ 12ΟΥ ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ
1. Πόση είναι η κεντρική γωνία ενός κανονικού 10-γώνου;

2. Ποιο κανονικό πολύγωνο έχει μεγαλύτερη κεντρική γωνία; 

A: το εξάγωνο Β: το οκτάγωνο Γ: το δεκάγωνο.

3. Πόσες μοίρες είναι τα 2/5 ενός κύκλου;

4. Πόσες μοίρες είναι π/6 ακτίνια;
5. Πόσες μοίρες είναι π/3 ακτίνια;
6. Πόσες μοίρες είναι περίπου τα 3,14159ακτίνια;
7. Το μήκος ενός τόξου 1rad είναι 2m. Πόσο είναι το μήκος του κύκλου;

8. Είναι δυνατόν ένας κύκλος με διάμετρο 10μέτρα να έχει εμβαδό μεγαλύτερο από ένα τετράγωνο με πλευρά 10μέτρα;
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