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1  ΛΟΓΙΣΜΟΣ ΣΤΟ R.
Εισαγωγή

Στο Γυμνάσιο έχουμε γνωρίσει το σύνολο R των πραγματικών αριθμών και έχουμε μάθει ότι αποτελείται από το υποσύνολο των ρητών και το υποσύνολο των άρρητων αριθμών.

Υπενθυμίζουμε ότι, ρητοί λέγονται οι αριθμοί που μπορούμε να τους γρά​ψουμε  με τη μορφή κλάσματος 
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( Οι ακέραιοι αριθμοί 5 και (3 είναι ρητοί, γιατί μπορούμε να τους γράψουμε 
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[image: image2.wmf]1

5

 ή 5 = 
[image: image3.wmf]2

10

 και (3 = 
[image: image4.wmf]1

3

-

 ή (3 = 
[image: image5.wmf]2

6

-

.

Από αυτά τα παραδείγματα καταλαβαίνουμε ότι κάθε ακέραιος αριθμός είναι  ρητός  και ένας τρόπος για να τον γράψουμε σαν κλάσμα είναι να του βάλουμε παρονομαστή τη μονάδα.

( Οι δεκαδικοί αριθμοί 3,24 και (0,5 είναι ρητοί, γιατί μπορούμε να τους γρά​ψουμε 3,24 = 
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Έτσι είναι φανερό ότι κάθε δεκαδικός αριθμός με τερματιζόμενο πλήθος δεκαδικών ψηφίων (π.χ. όπως ο 3,24 και (0,5) είναι ρητός.

( Στο γυμνάσιο μάθαμε και τους περιοδικούς δεκαδικούς αριθμούς, οι οποίοι έχουν άπειρα δεκαδικά ψηφία και ένα τμήμα τους επαναλαμβάνεται συνεχώς. (Αυτό το τμήμα ψηφίων λέγεται «περίοδος» ). 

Για παράδειγμα, οι αριθμοί 
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  είναι περιοδικοί δεκαδικοί αριθμοί.

Οι αριθμοί αυτοί προκύπτουν από μη τερματιζόμενες διαιρέσεις ακέραιων αριθ​μών, οπότε είναι γραμμένοι με τη μορφή κλάσματος. Άρα, και αυτοί οι αριθμοί  EQ είναι ρητοί. 

Ένας πρακτικός τρόπος, για να βρούμε το κλάσμα που παριστάνει ένας περιοδικός δεκαδικός αριθμός, φαίνεται στα παρακάτω παραδείγματα.

Ο παρονομαστής έχει τόσα 9 όσα είναι τα ψηφία της περιόδου  και τόσα 0 όσα είναι τα δεκαδικά ψηφία έξω από την περίοδο.

Ο αριθμητής προκύπτει με αφαίρεση δύο ακέ​ραιων. Από τον ακέραιο που σχηματίζεται με όλα τα ψηφία, αφαιρούμε εκείνον που έχει ψηφία όσα είναι έξω από την περίοδο.
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Άρρητοι είναι οι αριθμοί, που δεν μπορούμε να τους γράψουμε με τη μορφή κλάσματος με ακέραιους όρους.

( Ο γνωστός από τη μέτρηση του κύκλου αριθμός που συμβολίζουμε με το γράμμα π είναι άρρητος. Αυτός  είναι ένας  δεκαδικός  αριθμός με άπειρα δεκαδικά ψηφία, αλλά δεν είναι περιοδικός.

Στο Γυμνάσιο, για να κάνουμε πράξεις με τον αριθμό π, του δίναμε την τιμή 3,14, η οποία είναι μια προσεγγιστική τιμή. Δηλαδή, είναι μια τιμή που πλησιάζει τον αριθμό (τον προσεγγίζει). Ένας μικρός υπολογιστής (κομπιουτεράκι) δίνει στον αριθμό π την προσεγγιστική τιμή 3,1415926, ενώ ένας επιτραπέζιος υπο​λογιστής (P.C) του δίνει την τιμή 3,14159265359.

Άρρητος αριθμός είναι και ο 
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, γιατί δεν μπορεί να γραφεί σαν κλάσμα με ακέραιους όρους. Ο 
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 παριστάνει εκείνον το θετικό αριθμό x που, όταν υψωθεί στο τετράγωνο μας δίνει το 2, δηλαδή x2 = 2.

Μια προσεγγιστική τιμή του 
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είναι το 1,41 (1,412 = 1,9881). Όπως μπορείτε  να διαπιστώσετε και εσείς, το κομπιουτεράκι δίνει στον 
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την προσεγγιστική τιμή 1,4142135.
Γενικά, κάθε δεκαδικός μη περιοδικός αριθμός με άπειρα δεκαδικά ψηφία είναι άρρητος αριθμός.

Τέλος, να πούμε ότι στους υπολογισμούς μας πρέπει να διευκρινίζουμε αν, για παράδειγμα, ο αριθμός 1,41 παριστάνει τον 
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 ή είναι μια προσεγγιστική τιμή του 
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Στις επόμενες ενότητες αυτού του κεφαλαίου γίνεται μια ουσιαστική αναφορά σε ζητήματα πράξεων με πραγματικούς αριθμούς που γνωρίσαμε στις προ​ηγούμενες τάξεις του σχολείου.
Αριθμητικός Λογισμός

1.1

Φυσικοί αριθμοί
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Γνωρίζουμε ότι, για να μετρήσουμε ένα πλήθος από φυσικά αντικείμενα, χρησιμο​ποιούμε τους αριθμούς 1, 2, 3, 4,... κ.τ.λ Αυτούς τους αριθ​μούς, μαζί με το 0, τους λέμε φυσικούς αριθμούς (ή ακέραιους της Αριθμητικής)

Σε μια τέτοια μέτρηση ο αριθμός 0 μας λέει ότι δεν υπάρχει κανένα αντικείμενο.

Στην πρόσθεση των φυσικών αριθμών χρησι​μοποιούμε πολλές φορές ίδιους προσθετέους, π.χ 5+5+5+5, και έτσι μεταβαί​νουμε στην πράξη του πολλαπλασιασμού, γράφοντας 45.

Στις παρακάτω ισότητες φαίνονται τα αποτελέσματα του πολλαπλα​σιασμού του αριθμού 5 με άλλους φυσικούς αριθμούς.
50 = 0,  51 = 5,  52 = 10,  53 =15,...,510=50,...,513 = 65,...

Οι αριθμοί 0, 5, 10, 15,..., 50,..., 65,... που προκύπτουν από τον πολλα​πλασιασμό του 5 με ένα φυσικό αριθμό λέγονται πολλαπλάσια του 5.

Ας γράψουμε τα πολλαπλάσια των αριθμών 2 και 3.

Πολ/σια του 2:  0, 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, 22, 24, 26,...
Πολ/σια του 3:  0, 3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, 24, 27,...
Παρατηρούμε ότι οι αριθμοί  0, 6, 12, 18,...είναι κοινά πολ/σια των αριθμών 2 και 3. Το μικρότερο από τα κοινά πολ/σια, εκτός από το μηδέν, λέγεται ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο αυτών των αριθμών. Γράφουμε τότε:
Ε.Κ.Π (2,3) = 6.

Ας παρατηρήσουμε τις παρακάτω διαιρέσεις:
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Τους αριθμούς 1, 2, 4, και 8  που διαιρούν ακριβώς το 8 (οι αντίστοιχες διαιρέσεις τους δίνουν υπόλοιπο το 0) τους λέμε διαιρέτες του 8 .

Οι αριθμοί 3, 5, 6 και 7 δεν είναι διαιρέτες του 8.

Οι αριθμοί που έχουν μοναδικούς διαιρέτες το 1 και τον εαυτό τους λέγονται πρώτοι αριθμοί. Οι αριθμοί που δεν είναι πρώτοι λέγονται σύνθετοι.
Ο 7 και ο 19 είναι πρώτοι αριθμοί, ενώ ο 4 και ο 15 είναι σύνθετοι.

(Σημείωση: Ο αριθμός 1 δε θεωρείται πρώτος.)

Οι φυσικοί αριθμοί που έχουν διαιρέτη το 2 λέγονται άρτιοι (ζυγοί), ενώ οι υπόλοιποι φυσικοί λέγονται περιττοί  (μονοί). Για παράδειγμα, oι αριθμοί 100 και 536 είναι άρτιοι, ενώ οι 251 και 635 είναι περιττοί. Ο αριθμός μηδέν είναι άρτιος.
Ας γράψουμε τους διαιρέτες των αριθμών 12 και 16:

Διαιρέτες του 12:     1,  2,  3,  4,   6,  12

Διαιρέτες του 16:     1,  2,  4,  8,  16

Παρατηρούμε ότι οι αριθμοί 2 και 4 είναι κοινοί διαιρέτες των 12 και 16. Ο μεγαλύτερος από τους κοινούς διαιρέτες λέγεται μέγιστος κοινός διαιρέτης των αριθμών. Γράφουμε τότε: Μ.Κ.Δ ( 12,16 ) = 4

Μας είναι γνωστό ότι από την ισότητα 24:6 = 4 προκύπτει η ισότητα 24 = 46 και αντιστρόφως.
Από την πρώτη καταλαβαίνουμε ότι ο 6 είναι διαιρέτης του 24 και από την άλλη ότι ο 24  είναι  πολ/σιο του 6.

Γενικά μπορούμε να πούμε ότι: 

Αν ο φυσικός αριθμός α () είναι διαιρέτης του  β, τότε ο β είναι πολ/σιο του α, και αντιστρόφως.

1.2

Συστήματα αρίθμησης
Δεκαδικό σύστημα αρίθμησης

Γνωρίζουμε ότι για να γράψουμε ένα φυσικό αριθμό στο Δεκαδικό σύστημα αρίθμησης χρησιμοποιούμε τα δέκα ψηφία 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.

H θέση που έχουν τα ψηφία στον αριθμό, με σειρά από το τέλος προς την αρχή, δηλώνουν «απλές» μονάδες, δεκάδες, εκατοντάδες, χιλιάδες, δεκάδες χιλιάδες, εκατοντ. χιλιάδες, εκατομμύρια, δεκάδες εκατομμύρια, κτλ
Επειδή
10  «απλές» μονάδες (μονάδες πρώτης τάξης)

                              σχηματίζουν   1  δεκάδα (μονάδα δεύτερης τάξης),

10  δεκάδες            σχηματίζουν   1  εκατοντάδα (μονάδα τρίτης τάξης),

10  εκατοντάδες     σχηματίζουν    1  χιλιάδα (μονάδα τέταρτης τάξης), κτλ,

καταλαβαίνουμε ότι 10 μονάδες μιας τάξης (μιας κατηγορίας) σχηματίζουν 1 μονάδα της αμέσως ανώτερης τάξης.

Αυτή είναι και η βασική αρχή στην οποία στηρίζεται το δεκαδικό σύστημα.
Γι’ αυτό άλλωστε και ο αριθμός  10  λέγεται βάση του δεκαδικού συστήματος αρίθμησης.

Ας πάρουμε τον αριθμό  6253. Αυτός έχει 6 χιλιάδες, 2 εκατοντάδες, 5 δεκάδες και 3 απλές μονάδες. Το άθροισμα όλων αυτών γράφεται:

6(1000 + 2(100 + 5(10 + 3(1

ή χρησιμοποιώντας τις δυνάμεις του 10 έχουμε:

6253=6(103 + 2(102 + 5(101+ 3(100.
(Υπενθυμίζουμε ότι η δύναμη φυσ. αριθμού ((0) που έχει εκθέτη το 0 είναι το 1)

Δυαδικό σύστημα αρίθμησης
Με ανάλογο τρόπο (δηλαδή, όπως στο δεκαδικό σύστημα) μπορούμε να κατασκευά​σουμε ένα άλλο σύστημα αρίθμησης, που στηρίζεται στην αρχή:  Δύο μονάδες μιας τάξης σχηματίζουν μια μονάδα της αμέσως ανώτερης τάξης.

Το σύστημα αυτό έχει βάση τον αριθμό 2 και λέγεται δυαδικό σύστημα αρίθμησης.

Για τη γραφή ενός αριθμού στο δυαδικό σύστημα χρησιμοποιούνται δύο μόνο ψηφία, το 0 και το 1.

Σε αυτό το σύστημα η θέση που έχουν τα ψηφία 0 και 1 στον αριθμό, με σειρά από το τέλος προς την αρχή, δηλώνουν «απλές» μονάδες, δυάδες, τετράδες, οκτάδες, δεκαεξάδες, κτλ.

Όπως οι αριθμοί του δεκαδικού συστήματος γράφονται ως αθροίσματα δυνάμεων του 10, έτσι και οι αριθμοί του δυαδικού συστήματος γράφονται ως αθροίσματα δυνάμεων του 2.

Ο αριθμός 1101 του δυαδικού συστήματος έχει 1 οκτάδα, 1 τετράδα, 0 δυάδες και 1 απλή μονάδα. Το άθροισμα όλων αυτών είναι: 1(8 + 1(4 + 0(2 + 1(1 (στο δεκαδικό σύστημα) ή χρησιμοποιώντας τις  δυνάμεις του 2:
                                                        1(23 + 1(22 + 0(21 + 1(20
Αν κάνουμε τις πράξεις, θα βρούμε τον αριθμό 13 του δεκαδικού συστή​ματος.Δηλαδή, ο αριθμός 1101 του δυαδικού συστήματος  είναι ο αριθμός 13 του δεκαδικού συστήματος. Αυτό το γράφουμε ως εξής:   1101(2)  =  13(10)
Η προηγούμενη μετατροπή μπορεί να αποδοθεί και με το εξής σχέδιο:
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Ας πάρουμε τώρα τον αριθμό 25 του δεκαδικού συστήματος.

Αυτός γράφεται: 16 + 8 + 1. Δηλαδή, έχει 1 δεκαεξάδα, 1 οκτάδα, 0 τετράδες, 0 δυάδες και 1 απλή μονάδα. Άρα, στο δυαδικό σύστημα είναι ο αριθμός 11001(2).
Τη μετατροπή αυτή του αριθμού 25 σε αριθμό του δυαδικού συστήματος μπο​ρούμε να την κάνουμε διαιρώντας το 25 με το 2, το ακέραιο πηλίκο που θα βρούμε το διαιρούμε πάλι με το 2, κ.ο.κ, μέχρι να βρούμε πηλίκο 0. Τα υπόλοιπα αυτών των διαιρέσεων είναι 0 και 1 και σχηματίζουν με την ανάποδη σειρά που τα βρήκαμε το δυαδικό αριθμό που παριστάνει ο 25.

Στο παρακάτω σχέδιο βλέπουμε αυτή τη μετατροπή.
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Σημείωση:
Το δυαδικό σύστημα είναι το σύστημα αρίθμησης που χρησιμο​ποιεί ένας ηλεκτρο​νικός υπολογιστής (Η/Υ). Τα ηλεκτρονικά κυκλώ​ματα του  Η/Υ είναι δύο σταθερών καταστάσεων, ή είναι ΟΝ (περνάει ρεύμα) ή είναι OFF (δεν περνάει ρεύμα). Αντιστοι​χίζοντας το 0 στην κατάσταση OFF και το 1 στην ΟΝ μπόρεσαν οι άνθρωποι να εισάγουν πληροφορίες (δεδομένα) στον Η/Υ με τη μορφή ηλεκτρικών σημάτων. Κάθε ηλεκτρικό σήμα είναι και ένας δυα​δικός αριθμός. 
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Για παράδειγμα, το ηλεκτρικό σήμα του διπλανού σχήματος είναι ο δυα​δικός αριθμός 10011. Αυτό το σήμα για τον Η/Υ παριστάνει κάποιο δεδομένο που καταχωρίστηκε στη μνήμη του. 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ
1. Ο αριθμός 3542 είναι γινόμενο τεσσάρων πρώτων αριθμών, που ο μεγαλύτερος από αυτούς είναι ο 23. Να βρείτε τους άλλους τρεις.
2. Ένας διαιρέτης του αριθμού  10101 είναι ο 37. Να βρείτε όλους τους πρώτους αριθμούς που είναι διαιρέτες του  10101.
3. Χρησιμοποιώντας τα ψηφία 1, 2, 3, 5, 6 μια φορά το καθένα, να σχηματίσετε έναν πενταψήφιο φυσικό αριθμό μεγαλύτερο του 30000 τέτοιον, ώστε

Το πρώτο διψήφιο τμήμα του να διαιρείται με το 2,

το πρώτο τριψήφιο τμήμα του να διαιρείται με το 3,

το πρώτο τετραψήφιο τμήμα του να διαιρείται με το 4 και

ολόκληρος ο αριθμός να διαιρείται με το  5.
( Υπόδειξη:  Θυμηθείτε  πότε ένας αριθμός διαιρείται με το 2 , 3 , 5).


4. Τα γράμματα α και β στη διπλανή διάταξη της πρόσθεσης παρι​στάνουν ψηφία διαφορετικά από το μηδέν. Αν οι προσθετέοι του αθροίσματος είναι άρτιοι αριθμοί, να βρείτε κάνοντας δοκιμές με 1,2,3,4,....,9  ποια ψηφία είναι αυτά τα γράμματα, ώστε το άθροι​σμα να είναι σωστό.
5.
Να βρείτε το  ΕΚΠ  και το  ΜΚΔ  των αριθμών   20  και  30.

6.
Οι αριθμοί 29 και 100 του δεκαδικού συστήματος να γραφούν στο δυαδικό σύ​στημα.

7. Οι αριθμοί  110011 και 10101 του δυαδικού συστήματος να γραφούν στο δεκα​δικό σύστημα.

8. Για τις ανάγκες των εμπορικών επιχειρήσεων στις οποίες εργάζονται οι υπάλλη​λοι Α και Β  είναι υποχρεωμένοι να πηγαίνουν σε συγκεκριμένο υποκατάστημα της Εθνικής Τράπεζας κάθε 7 ημέρες ο Α και κάθε 8 ημέρες ο Β. Αν σήμερα οι υπάλληλοι αυτοί συναντήθηκαν στην Τράπεζα, μετά από πόσες ημέρες θα συνα​ντηθούν και πάλι ;
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9. Ένα ορθογώνιο φύλλο λαμαρίνας έχει διαστά​σεις 35cm και 21cm. Θέλουμε να το χωρίσουμε σε ίσα τετράγωνα, όσο το δυνατό πιο μεγάλα. Πόσο πρέπει να είναι η πλευρά τους;
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10.
Θέλουμε να κόψουμε τις δύο ράβδους του διπλανού σχήματος σε  ίσα κομμάτια, ώστε το μήκος (σε εκατοστά) κάθε κομματιού της μιας να είναι ίσο με το μήκος κάθε κομματιού της άλλης.

α) Να βρείτε το μεγαλύτερο δυνατό μήκος (σε εκατοστά) που μπορεί να έχει ένα τέτοιο κομμάτι.


β)  Σε πόσα κομμάτια κόπηκε η μια και σε πόσα η άλλη;
1.3

Τα κλάσματα της Αριθμητικής - Πράξεις
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Η έννοια του κλάσματος

Γνωρίζουμε από το Γυμνάσιο ότι για να μετρή​σουμε ένα ευθύγραμμο τμήμα χρησιμοποιούμε ένα άλλο τμήμα ως μονάδα μέτρησης.


[image: image28.wmf]α

β

γ

δ


Ας πάρουμε για παράδειγμα τα τέσσερα τμή​ματα α,β,γ και δ του διπλανού σχήματος, τα οποία είναι χωρισμένα σε ίσα μέρη.

Αν χρησιμοποιήσουμε ως μονάδα μέτρησης το  α, τότε τα μέτρα των άλλων τμημάτων είναι:
Το μέτρο του β είναι ο αριθμός 5 και γράφουμε: β = 5α
Το μέτρο του γ είναι ο αριθμός 3 και γράφουμε: γ = 3α.

Το μέτρο του δ είναι ο αριθμός 7 και  γράφουμε: δ = 7α
Αν όμως η μονάδα μέτρησης είναι το τμήμα β, ποια θα είναι τα μέτρα των άλλων τμημάτων; Παρατηρούμε ότι το τμήμα α είναι ίσο με 1 από τα 5 ίσα μέρη που έχει το τμήμα β. Τον αριθμό που εκφράζει το μέτρο του α εδώ τον γράφουμε με το σύμβολο 
[image: image29.wmf]5

1

. Έτσι είναι α = 
[image: image30.wmf]5

1

β.
Ομοίως, το τμήμα γ βλέπουμε ότι είναι ίσο με 3 από τα 5 ίσα μέρη του β. Γι’ αυτό λέμε ότι το μέτρο του είναι τώρα το 
[image: image31.wmf]5

3

 και γράφουμε γ = 
[image: image32.wmf]5
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β.
Με τον ίδιο τρόπο, το μέτρο του τμήματος δ είναι το 
[image: image33.wmf]5

7

 και γράφουμε δ =
[image: image34.wmf]5
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β.
Τα προηγούμενα σύμβολα 
[image: image35.wmf]5

1

,
[image: image36.wmf]5
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,
[image: image37.wmf]5

7

 με τα οποία παραστήσαμε τα μέτρα των τμημάτων λέγονται κλασματικοί αριθμοί ή κλάσματα της Αριθμητικής.

Ώστε: Τα κλάσματα είναι αριθμοί, με τους οποίους μπορούμε να παραστή​σουμε το αποτέλεσμα της μέτρησης  ενός μεγέθους.

Οι αριθμοί που γράφονται στο σύμβολο του κλάσματος λέγονται όροι του κλά​σματος. Αυτός που γράφεται πάνω από τη γραμμή λέγεται αριθμητής, ενώ ο άλλος παρονομαστής.

Τα κλάσματα 
[image: image38.wmf]5

1

,
[image: image39.wmf]5

3

 που έχουν ίδιους παρονομαστές λέγονται ομώνυμα ενώ τα κλάσματα 
[image: image40.wmf]3

2

,
[image: image41.wmf]5

3

 που έχουν διαφορετικούς παρονομαστές λέγονται ετερώνυμα.
Κάθε κλάσμα 
[image: image42.wmf]b

a

, όπου β(0, παριστάνει και το πηλίκο α:β. Μπορούμε λοιπόν να γράφουμε 
[image: image43.wmf]b

a

 = α:β.
Είναι φανερό ότι: 
[image: image44.wmf]1
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 = α,

[image: image45.wmf]a
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 = 1 (με α ( 0) 
και 
[image: image46.wmf]a
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 = 0  (με α ( 0).
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Σύγκριση κλασμάτων
( Από το διπλανό σχήμα διαπιστώνουμε ότι:

Η 1η σειρά είναι το 
[image: image48.wmf]10

1

 της επιφάνειας ΑΒΓΔ
Η 4η σειρά είναι τα 
[image: image49.wmf]20

2

 της επιφάνειας ΑΒΓΔ
Η 7η σειρά είναι τα 
[image: image50.wmf]40

4

 της επιφάνειας ΑΒΓΔ
Η 10η σειρά είναι τα 
[image: image51.wmf]80

8

 της επιφάνειας ΑΒΓΔ.

Οι κατακόρυφες σειρές όμως είναι ίσες μεταξύ τους. Επομένως οι αριθμοί


[image: image52.wmf]10
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,
[image: image53.wmf]20
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[image: image54.wmf]40
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,
[image: image55.wmf]80
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 παριστάνουν  το αποτέλεσμα της μέτρησης του ίδιου μεγέθους με την ίδια μονάδα μέτρησης. Άρα είναι ίσοι.
                           Δηλαδή: 
[image: image56.wmf]10
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.
Στη σειρά αυτή των ίσων κλασμάτων  παρατηρούμε τα  εξής:

α) Όταν 
[image: image60.wmf]40
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, έχουμε και 2(40 = 4(20. Ομοίως, όταν 
[image: image61.wmf]80
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Δηλαδή: Στα ίσα κλάσματα τα γινόμενα των «χιαστί» όρων τους είναι ίσα.

Γενικά 
αν  
[image: image62.wmf]δ
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β) 
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Δηλαδή: Αν πολλαπλασιάσουμε και τους δύο όρους ενός κλάσματος με τον ίδιο αριθμό ((0), θα προκύψει ίσο κλάσμα. 
γ) 
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Δηλαδή: Αν διαιρέσουμε τους όρους ενός κλάσματος με έναν κοινό τους διαιρέτη, θα προκύψει ίσο κλάσμα.

Αυτή η διαδικασία , που διαιρούμε τους όρους ενός κλάσματος  με έναν κοινό διαιρέτη και βρίσκουμε ένα άλλο ίσο του με μικρότερους όρους, λέγεται απλο​ποίηση. Το κλάσμα που δεν απλοποιείται λέγεται ανάγωγο κλάσμα.
Π.χ.     Θέλουμε να απλοποιήσουμε το κλάσμα 
[image: image67.wmf]84
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. Έχουμε:


[image: image68.wmf]14

11

3

42

3

33

42

33

2

84

2

66

84

66

=

=

=

=

:

:

:

:

. Αυτό το κλάσμα είναι τώρα ανάγωγο.
Θα μπορούσαμε να κάνουμε την απλοποίηση με τον  Μ.Κ.Δ.(66,84) = 6, οπότε θα βρίσκαμε το ανάγωγο κλάσμα αμέσως: 
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( Το τμήμα ΑΒ του διπλανού σχήματος είναι χωρισμένο σε 6 ίσα τμήμα​τα. Είναι φανερό ότι ΑΔ>ΑΓ άρα 
[image: image71.wmf]6
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 > 
[image: image72.wmf]6
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.
Γενικά: Στα ομώνυμα κλάσματα μεγαλύτερο είναι αυτό που έχει μεγαλύ​τερο αριθμητή.

Σύμφωνα με τα παραπάνω, έχουμε:
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, γιατί 
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 και 
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. Επίσης 
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Δηλαδή:  Κλάσμα  με αριθμητή  μεγαλύτερο από τον παρονομαστή είναι  μεγαλύτερο από τη μονάδα. 

Ομοίως:  Κλάσμα με αριθμητή μικρότερο από τον παρονομαστή, είναι μικρότερο από τη μονάδα.

Ας υποθέσουμε τώρα ότι θέλουμε να συγκρίνουμε τα ετερώνυμα κλάσματα 
[image: image78.wmf]9

7

 και 
[image: image79.wmf]5
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. Ένας τρόπος για να τα συγκρίνουμε είναι να τα μετατρέψουμε σε ομώνυμα.

Έτσι, για τα κλάσματα 
[image: image80.wmf]9
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, 
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 έχουμε διαδοχικά:
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Πολλαπλασιάζουμε τους όρους του πρώτου κλά​σματος με το 5 και τους όρους του δεύτερου κλάσματος με το 9. Αυτό μπορούμε να το σημειώ​νουμε και ως εξής:
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Επειδή 
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Πράξεις με κλάσματα
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ΠΡΟΣΘΕΣΗ

Στο ογκομετρικό δοχείο του διπλανού σχήματος ρίχνουμε νερό ως το σημείο Γ. Η ποσότητα αυτή του νερού αποτελεί τα 
[image: image94.wmf]20

9

 της χωρητικότητας του δοχείου.

Μετά συμπληρώνουμε ως το σημείο Δ, δηλαδή τα 
[image: image95.wmf]20

6

 της χωρητικότητας του δοχείου.

Συνολικά το δοχείο περιέχει νερό που είναι τα 
[image: image96.wmf]20

15

 της χωρητικότητάς του. Δηλαδή: 
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Γενικά: Για να προσθέσουμε ομώνυμα κλάσματα, προσθέτουμε τους αριθ​μητές, ενώ αφήνουμε τον ίδιο παρονομαστή.
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Π.χ. 
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Π.χ. 
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ΑΦΑΙΡΕΣΗ

Ας υποθέσουμε ότι το ίδιο ογκομετρικό δοχείο έχει 15 λίτρα νερό από τα οποία αφαιρούμε τα 6. Τότε με ανάλογο τρόπο (όπως προηγουμένως) καταλαβαίνουμε ότι:
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Γενικά: Για  να αφαιρέσουμε δύο ομώνυμα κλάσματα, αφαιρούμε τους αριθμητές τους, ενώ αφήνουμε τον ίδιο παρονομαστή.
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Π.χ. 
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Για να προσθέσουμε ή να αφαιρέσουμε ετερώνυμα κλάσματα, τα μετατρέ​πουμε πρώτα σε ομώνυμα.

Π.χ.
i)
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ii) 
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Σημείωση:  Το άθροισμα 5 + 
[image: image107.wmf]3

2

 μπορούμε να το γράψουμε και με τη μορφή 5
[image: image108.wmf]3

2

, που λέγεται μεικτός αριθμός. Η μετατροπή  ενός μεικτού  αριθμού σε  κλάσμα γίνεται σύντομα, όπως στο παράδειγμα που ακολουθεί.

5
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. Χρειάζεται προσοχή ώστε να μη μπερδεύουμε τον μεικτό αριθμό 5
[image: image111.wmf]3
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 με το γινόμενο 5(
[image: image112.wmf]3
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ΠΟΛΛΑΠΛΑΣΙΑΣΜΟΣ

Στο διπλανό σχήμα το τμήμα ΑΓ είναι χωρισμένο σε 20 ίσα τμήμα​τα. Τα 15 από αυτά σχηματίζουν το ΑΔ, ενώ τα 6 το ΑΒ. 

Το ΑΒ είναι τα 
[image: image114.wmf]15

6

 του ΑΔ. Απλοποιώντας το κλάσμα έχουμε ότι:

Tο ΑΒ είναι τα 
[image: image115.wmf]5

2

 του ΑΔ. Αλλά το ΑΔ είναι τα 
[image: image116.wmf]4
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 του ΑΓ. Οπότε,

το ΑΒ είναι τα 
[image: image117.wmf]5
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 των 
[image: image118.wmf]4
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 του ΑΓ, που γράφεται 
[image: image119.wmf]5
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(
[image: image120.wmf]4
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 του ΑΓ.

Όμως το ΑΒ είναι και τα 
[image: image121.wmf]20

6

 του ΑΓ.

Δηλαδή, τα 
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 του ΑΓ είναι ίσα με τα 
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 του ΑΓ. 

Άρα, έχουμε 
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, δηλαδή 
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Γενικά, στον πολλαπλασιασμό των κλασμάτων ισχύει ο εξής κανόνας.

Για να πολλαπλασιάσουμε κλάσματα, πολλαπλασιάζουμε τους αριθμητές μεταξύ τους και το γινόμενό τους το βάζουμε αριθμητή και τους παρονο​μαστές μεταξύ τους και το γινόμενό τους το βάζουμε παρονομαστή.
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(Οι παρονομαστές είναι (0)

Π.χ. i) 
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ii) 
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Οι απλοποιήσεις διευκο​λύνουν  την εκτέλεση του πολλαπλασιασμού των κλασμάτων. 



iii) 
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Γίνονται πρώτα οι πολλαπλασιασμοί και μετά οι προσθέσεις ή οι αφαιρέσεις.

iv) 
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Κλάσματα που έχουν γινόμενο το 1 λέγονται αντίστροφα κλάσματα

Στο παραπάνω παράδειγμα με τα ευθύγραμμα τμήματα είδαμε ότι το κλασμα​τικό μέρος 
[image: image137.wmf]5
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 των 
[image: image138.wmf]4
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 είναι το γινόμενο 
[image: image139.wmf]5
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(
[image: image140.wmf]4
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. Γενικά ισχύει το εξής.

Για να βρούμε το κλασματικό μέρος ενός αριθμού πολλαπλασιάζουμε το κλάσμα με τον αριθμό.

Π.χ. Τα 
[image: image141.wmf]5
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 του αριθμού 
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 είναι 
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ΔΙΑΙΡΕΣΗ

Όπως από την ισότητα 3(2 = 6 έχουμε τις ισότητες 6:2 = 3 και 6:3 = 2, έτσι και από την ισότητα 
[image: image144.wmf]15
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 έχουμε τις ισότητες 
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Ας αναζητήσουμε το πηλίκο 
[image: image147.wmf]5
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 με μια άλλη σκέψη.

Αυτό σημαίνει να βρούμε ένα κλάσμα που τα 
[image: image148.wmf]3
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 αυτού να είναι το 
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Αφού τα 
[image: image150.wmf]3
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 του ζητούμενου πηλίκου είναι το 
[image: image151.wmf]15

28

, τότε το 
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 του ζητούμενου πηλίκου θα είναι το 
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 (Γιατί το 
[image: image154.wmf]3
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 είναι 4 φορές μικρότερο του 
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Οπότε ολόκληρο το πηλίκο, δηλαδή τα 
[image: image156.wmf]3
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 του πηλίκου, είναι: 
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Με την προηγούμενη διαδικασία βρήκαμε επίσης ότι: 
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Δηλαδή: 
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. Γενικά ισχύει ο εξής κανόνας.

Για να διαιρέσουμε δύο κλάσματα, αντιστρέφουμε το δεύτερο κλάσμα (διαιρέτης) και αντί για διαίρεση κάνουμε πολλαπλασιασμό.
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Π.χ
i) 
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ii) 
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Ας ξαναδούμε τη διαίρεση του 
[image: image163.wmf]15
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 με το 
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4

 που εξετάσαμε παραπάνω. Γνωρί​ζαμε πως τα 
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 του άγνωστου πηλίκου είναι ο αριθμός 
[image: image166.wmf]15
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 και είδαμε ότι το πηλίκο αυτό προκύπτει από τη διαίρεση 
[image: image167.wmf]3
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Άρα, όταν ξέρουμε ότι το κλασματικό μέρος ενός άγνωστου αριθμού είναι ένας αριθμός α, τότε για να βρούμε τον άγνωστο  αριθμό  θα διαιρέσουμε τον α με το κλάσμα. 

Π.χ
Αν τα 
[image: image168.wmf]5
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 ενός άγνωστου αριθμού είναι το 24, τότε ο άγνωστος αριθμός είναι: 24:
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Σύνθετα κλάσματα.

Το πηλίκο δύο κλασμάτων, για παράδειγμα το 
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 μπορούμε να το γράψου​με και ως εξής: 
[image: image172.wmf]3
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Τέτοια κλάσματα, που ένας τουλάχιστον όρος τους είναι κλάσμα, λέγονται σύνθετα κλάσματα.
Επειδή 
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, γι’ αυτό είναι και      
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.Ο τρόπος  αυτός δείχνει πώς ένα σύνθετο κλάσμα τρέπεται σε απλό.
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Η έννοια του ποσοστού

Σε πολλά ζητήματα της καθημερινής μας επικοι​νωνίας χρησιμοποιούμε εκφράσεις που περιέχουν σύμβολα της μορφής 5%, 12%, 18‰ κτλ. Λέμε, για παράδειγμα: «Οι εκπτώσεις στα είδη ρουχισμού είναι 12%» ή «Το 5% του βάρους σε αυτό το μίγμα είναι χαλκός» κτλ.
Τα σύμβολα 5%, 12% και τα παρόμοιά τους είναι ένας άλλος τρόπος γραφής των κλασμάτων 
[image: image178.wmf]100
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 και λέγονται ποσοστά (στα εκατό).

Ώστε, ποσοστό  (στα εκατό) είναι ένα κλάσμα με παρονομαστή το 100.

Το ποσοστό α% το διαβάζουμε «α στα εκατό».

Εκτός από αυτά τα ποσοστά  χρησιμοποιούνται και τα ποσοστά στα χίλια. Γράφονται με το σύμβολο α0/00 και είναι τα κλάσματα με παρονομαστή το 1000, δηλαδή 
[image: image179.wmf]1000
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.
Κάθε ποσοστό αναφέρεται σε ένα «μέγεθος» και εκφράζει το αντίστοιχο κλα​σματικό του μέρος. 
Π.χ
Το 30% των 120 gr είναι 30%(120 = 
[image: image180.wmf]100
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ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ


[image: image181.wmf]
Πάρτε ένα τετράγωνο φύλλο χαρτιού και με το χάρακα βρείτε τα μέσα των πλευρών του. Συνδέστε με ευθείες τα μέσα κάθε δυο συν​εχόμενων πλευρών.

α) Διπλώστε το χαρτί στα 4 ευθύγραμμα τμήματα που χαράξατε. Τι παρατηρείτε για την επιφάνεια που καλύ​πτουν μαζί τα 4 τριγωνάκια της δίπλωσης;

β) Κόψτε το τετράγωνο χαρτί σας στα τέσσερα ευθύγραμμα τμήματα που χαρά​ξατε.
i) Τι ποσοστό (%) της αρχικής επιφάνειας του χαρτιού είναι η επιφάνεια που έμεινε μετά από το κόψιμο που κάνατε ;

ii) Τι ποσοστό (%) του αρχικού φύλλου χαρτιού είναι όλα μαζί τα τέσσερα τρι​γωνικά αποκόμματα ;

iii) Τι κλασματικό μέρος ολόκληρου του τετράγωνου φύλλου χαρτιού είναι κάθε τρι​γωνάκι;

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

1.
Το βάρος μιας ομοιογενούς σιδερένιας ράβδου είναι 6 Kg (κιλά)*. Θέλουμε να βρούμε το βάρος σε gr (γραμμάρια)* ενός κομματιού της που είναι τα 
[image: image182.wmf]20

7

 του μήκους της.
ΛΥΣΗ

Γνωρίζουμε ότι 1 Kg = 1000gr. Άρα, 6 Kg = 6000gr. Επειδή η ράβδος είναι ομοι​ογενής, γι΄αυτό ίσα σε μήκος κομμάτια της έχουν ίσα βάρη. Άρα τα 
[image: image183.wmf]20
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 του μήκους της θα έχουν βάρος όσο είναι το 
[image: image184.wmf]20
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 του βάρους της.

Ετσι: 
[image: image185.wmf]2100
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(* Το κιλό και το γραμμάριο είναι στην πραγματικότητα μονάδες μέτρησης της μάζας των σωμά​των και όχι του βάρους τους. Το βάρος μετριέται σε Κp (Κιλοπόντ), p (Πόντ) κτλ. Στην καθημε​ρινή ζωή μας όμως έχουμε συνηθίσει να εκφραζόμαστε με κιλά και γραμμάρια για τα βάρη των σωμάτων. Με αυτή τη διευκρίνιση θα χρησιμοποιούμε από δω και πέρα το κιλό και το γραμμάριο στα βάρη των σωμάτων.)
2.
Στην περίοδο των εκπτώσεων μία τηλεόραση, που κοστίζει 140000δρχ, πουλιέται με έκπτωση 18%. Πόσες δρχ είναι η έκπτωση και πόσα χρήματα θα πληρώσουμε για να την αγοράσουμε;

ΛΥΣΗ

Η έκπτωση θα είναι 18%(140000=
[image: image186.wmf]100
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(140000=18(1400=25200δρχ.

Τα χρήματα που θα πληρώσουμε είναι 140000(25200=114800δρχ.

3. Τα 
[image: image187.wmf]10
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 των εργαζομένων στο συνεργείο μιας αντιπροσωπείας αυτοκινήτων είναι τεχνίτες και οι υπόλοιποι είναι υπάλληλοι  γραφείου. Από τους τεχνίτες τα 
[image: image188.wmf]7

4

 αυτών  είναι μηχανικοί, ενώ οι υπόλοιποι 6 τεχνίτες είναι ηλεκτρολόγοι. Θέλουμε να βρούμε α) πόσοι είναι οι εργαζόμενοι στο συνεργείο και β) ποιο είναι το ποσοστό (%) του συνολικού αριθμού των εργαζομένων που αντιστοιχεί σε καθεμιά από τις παραπάνω ειδικότητες.

ΛΥΣΗ
Τα 
[image: image189.wmf]7

4

 των τεχνιτών είναι μηχανικοί, άρα τα 
[image: image190.wmf]7

3

 των τεχνιτών είναι οι 6 ηλεκτρολόγοι. Γνωρίζουμε λοιπόν ότι τα 
[image: image191.wmf]7

3

 του άγνωστου αριθμού των τεχνιτών είναι το 6. Τότε ο άγνωστος αριθμός είναι: 6: 
[image: image192.wmf]7

3

 = 6(
[image: image193.wmf]3
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 = 14. Δηλαδή οι τεχνίτες είναι 14.

Σύμφωνα με την εκφώνηση έχουμε τώρα ότι : Τα 
[image: image194.wmf]10

7

 του άγνωστου αριθμού όλων των εργαζομένων είναι το 14.
Τότε ο άγνωστος αριθμός των εργαζόμενων είναι: 14:
[image: image195.wmf]10
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=14(
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 =20 άτομα.

Οι ηλεκτρολόγοι είναι 6. Το ποσοστό γι’ αυτούς είναι: 
[image: image197.wmf]100
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Οι μηχανικοί είναι 14(6=8. Το ποσοστό τους είναι: 
[image: image198.wmf]100
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Το υπόλοιπο ποσοστό 30% αντιστοιχεί στους υπαλλήλους των γραφείων.
ΑΣΚΗΣΕΙΣ
1. Σε μια πολυκατοικία με 9 ορόφους ο ανελκυστήρας (ασανσέρ) βρίσκεται στον 40 όροφο. Ποιο κλάσμα της διαδρομής του προς τα πάνω έχει κάνει και ποιο του υπολείπεται να κάνει ακόμη ;
2. Να βρείτε όλα τα κλάσματα που είναι ίσα με το 48/64 και έχουν όρους μικρό​τερους.
3. Να βρείτε ένα κλάσμα ίσο με το 11/5 , που να έχει παρονομαστή μεγαλύτερο από το 25 και μικρότερο από το 35.
4. Να βρείτε ένα κλάσμα που να είναι:
α) μεγαλύτερο από το 2/5 και μικρότερο από το 3/4,

β) μεγαλύτερο από το 1/4 και μικρότερο από το 1/3.
5. Να βάλετε σε σειρά από το μικρότερο προς το μεγαλύτερο τα κλάσματα 1/3, 2/7, 7/4,2/5.
6. Να κάνετε τις πράξεις:
i)
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[image: image202.wmf]A


7. Ο τροχός του διπλανού σχήματος γυρίζει πρώτα αντίθετα με την κίνηση των δεικτών του ρολογιού, κατά το 
[image: image203.wmf]2
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 και μετά σύμφωνα με την κίνηση των δεικτών του ρολογιού κατά το 
[image: image204.wmf]3
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 μιας πλήρους στροφής. Να σημειώσετε στο σχέδιο την τελική θέση Α΄ του σημείου Α και να βρείτε τι μέρος της στροφής  είναι το τόξο ΑΑ΄.
8. Να κάνετε τις πράξεις:
i) 
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iv) 
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v) 
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vi) 
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9. Να κάνετε τις πράξεις: 
[image: image211.wmf]2
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 και 
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. Είναι σωστό να ισχυρι​στούμε ότι (α:β):γ = α:(β:γ);
10. Μια ρόδα ποδηλάτου κάνει 1 στροφή σε 
[image: image213.wmf]4

3

sec (δευτερόλεπτα) και το ποδήλατο διανύει 2m (μέτρα).
α) Τι κλάσμα της στροφής κάνει σε 8 sec;
β) Σε πόσο χρόνο το ποδήλατο θα διανύσει απόσταση 48m;

11.
Ένα αυτοκίνητο έχει διανύσει 76Km, που είναι τα 2/7 μιας διαδρομής που θέλει να κάνει.

α) Πόσα Km είναι όλη η διαδρομή;

β) Με τι ταχύτητα πρέπει να κινηθεί από εδώ και πέρα, ώστε το υπόλοιπο τμήμα της διαδρομής να το κάνει σε 2 ώρες;
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12.
Το δρομολόγιο ενός λεωφορείου αστικής συγκοινωνίας είναι από το Α(αφετηρία ) προς το Τ και επι​στροφή στο Α. Το λεωφορείο κάνει 5 ενδιάμεσες στάσεις στα σημεία Β, Γ, Δ, Ε και Ζ (όπως στο σχήμα) που χωρίζουν τη διαδρομή ΑΤ σε 6 ίσα μέρη. 
α)
Αν το λεωφορείο έκανε 8 φορές τα 2/3 της απόστασης ΑΤ, πόσες φορές πέρασε από τη στάση Δ;
β)
Αν οι στάσεις απέχουν μεταξύ τους 500m, πόσα Km διάνυσε το λεωφορείο στην προηγούμενη περίπτωση;
13.
Ο ανελκυστήρας μιας πολυκατοικίας έχει ανέβει τα 40% των ορόφων της, ενώ υπάρχουν ακόμη άλλοι 6 όροφοι. Πόσους ορόφους έχει η πολυκατοικία;

14
Για έναν έμπορο το κόστος ενός ψυγείου είναι 120000 δρχ, ενώ το πουλάει 150000 δρχ. Πόσο είναι το ποσοστό (%) του κέρδους;

15.
Ένας καταστηματάρχης ηλεκτρικών ειδών πούλησε με ζημία 20 % μια ηλεκτρική κουζίνα παλαιάς τεχνολογίας και εισέπραξε 70000 δρχ. Ποιο ήταν για τον  κατά​στηματάρχη το κόστος της κουζίνας και πόσες δραχμές ζημιώθηκε ;

16.
Σε ένα μηχανουργείο εργάζονται 15 τορναδόροι, 4 τρυπανιστές και 1 φρεζαδόρος. Τι ποσοστό στα εκατό του συνολικού αριθμού των εργαζομένων αντιστοιχεί σε καθεμιά από τις παραπάνω ειδικότητες;
17.
Ένας προσωπικός Η/Υ (P.C) χάνει κάθε χρόνο περίπου το 8% της αξίας που είχε τον προηγούμενο χρόνο. Αν σήμερα  η αξία ενός  Η/Υ είναι 400000δρχ, πόσο θα αξίζει μετά δύο χρόνια;

18. Τα ποσοστά συνιδιοκτησίας σε μια πολυκατοικία  6 διαμερισμάτων είναι 95‰ ,   120‰, 180‰, 195‰, 200‰ και 210‰. Αν ο διαχειριστής έδωσε 108000 δρχ για την αγορά του πετρελαίου θέρμανσης, να βρείτε πόσο θα πληρώσει ο ιδιοκτήτης κάθε διαμερίσματος.
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