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1.7

Τετραγωνική ρίζα.

[image: image1.wmf]a


Η έννοια της τετραγωνικής ρίζας.

Αν αναζητήσουμε το θετικό αριθμό του οποίου το τετράγωνο είναι ο 9, ξέρουμε ότι αυτός είναι ο 3, αφού 32 = 9.

Το 9 λοιπόν είναι το τετράγωνο του 3, ενώ το 3 λέμε ότι είναι η τετραγωνική ρίζα του 9 και  γράφουμε 
[image: image2.wmf]9

 = 3 .

Με τον ίδιο τρόπο έχουμε: 
[image: image3.wmf]16

 = 4,  γιατί  42 =16, 
[image: image4.wmf]36

= 6, γιατί 62=36, κτλ.

Ώστε: Η τετραγωνική ρίζα ενός θετικού αριθμού α  συμβολίζεται με 
[image: image5.wmf]α

 και είναι ένας θετικός αριθμός που, όταν υψωθεί στο τετράγωνο, δίνει τον αριθμό α.

Το σύμβολο 
[image: image6.wmf] λέγεται  ριζικό  και ο αριθμός, που γράφεται κάτω από αυτό, λέγεται υπόρριζο.

Ορίζουμε ακόμα ότι: 
[image: image7.wmf]0

 = 0

Από τα παραπάνω παραδείγματα είναι φανερό ότι για τους αριθμούς α, β(0 ισχύει:

αν 
[image: image8.wmf]α

 = β, τότε β2 = α  και αντιστρόφως

Άμεση συνέπεια του ορισμού της τετραγωνικής ρίζας είναι, για παράδειγμα, ότι (
[image: image9.wmf]2

)2 = 2, (
[image: image10.wmf]5

)2 = 5
Γενικά

(
[image: image11.wmf]α

)2 = α (με α(0)

Οι αριθμοί 25, 0,36, 4/9, όπως και πολλοί άλλοι που μπορούν να γραφούν ως τετράγωνα ρητών αριθμών (25 = 52, 0,36=0,62, 4/9=(2/3)2), έχουν τετραγωνικές ρίζες 
[image: image12.wmf]25

 = 5, 
[image: image13.wmf]36

0

,

= 0,6, 
[image: image14.wmf]9

4

/

= 2/3 που είναι ρητοί αριθμοί. Ενώ οι αριθμοί 2, 5, 0,12 που δεν μπορούν να γραφούν ως τετράγωνα ρητών αριθμών, έχουν τετραγωνικές ρίζες 
[image: image15.wmf]12
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 που είναι άρρητοι αριθμοί.

Γενικά, μια τετραγωνική ρίζα θα είναι ρητός αριθμός, αν το υπόρριζο μπορεί να γραφεί ως τετράγωνο ρητού αριθμού.

Αν αυτό δε γίνεται, τότε η τετραγωνική ρίζα είναι άρρητος αριθμός.

Ιδιότητες τετραγωνικών ριζών

(1). Ας παρατηρήσουμε τον παρακάτω πίνακα.

α
β

[image: image16.wmf]a



[image: image17.wmf]b
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Διαπίστωση:


[image: image24.wmf]β
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[image: image25.wmf]β
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(α,β(0)

Είναι φανερό ότι η παραπάνω διαπίστωση ισχύει για όλες τις τετραγωνικές ρίζες που είναι ρητοί αριθμοί. Δεν ξέρουμε όμως αν αυτή ισχύει και για τις τετραγωνικές ρίζες που είναι άρρητοι αριθμοί ( αφού τα αποτελέσματα των πράξεων με άρρητους αριθμούς τα βρίσκουμε, αντικαθιστώντας τους άρρητους με προσεγγίσεις).

Για να δεχτούμε λοιπόν ότι ισχύει αυτή η διαπίστωση στη γενικότητά της, πρέπει να την αποδείξουμε (δηλαδή, να δικαιολογήσουμε με μια σειρά σωστών συλλογισμών ότι αυτή αληθεύει). Πρέπει λοιπόν να αποδείξουμε ότι:

«Για τους αριθμούς α,β ( 0 ισχύει, 
[image: image26.wmf]β
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ΑΠΟΔΕΙΞΗ

Γνωρίζουμε ότι 
[image: image27.wmf]0
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 και 
[image: image28.wmf]0
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. Άρα, και το γινόμενό τους είναι 
[image: image29.wmf]0
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Υψώνουμε το γινόμενο 
[image: image30.wmf]b
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 στο τετράγωνο.

(
[image: image31.wmf]a

(
[image: image32.wmf]b
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[image: image33.wmf]a

)2( (
[image: image34.wmf]b

)2             (ιδιότητα στις δυνάμεις)

Είναι όμως (
[image: image35.wmf]a

)2 = α και (
[image: image36.wmf]b

)2 = β.  Έτσι έχουμε: (
[image: image37.wmf]a

(
[image: image38.wmf]b

)2 = α(β.

Βρήκαμε ότι το τετράγωνο του μη αρνητικού αριθμού 
[image: image39.wmf]a

(
[image: image40.wmf]b

 είναι ο αριθ​μός α(β. Τότε, σύμφωνα με τον ορισμό της τετρ.ρίζας, έχουμε:


[image: image41.wmf]a
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[image: image43.wmf]b
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Παρατηρήσεις

i) Η ιδιότητα 
[image: image44.wmf]a

(
[image: image45.wmf]b

=
[image: image46.wmf]b
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όπου α,β( 0, μας λέει ότι: Το γινόμενο δύο τετραγωνικών ριζών, ισούται με την τετραγωνική ρίζα του γινομένου των υπορρίζων.

Η ιδιότητα αυτή ισχύει και για περισσότερες από δύο τετρ.ρίζες  (με βάση την προσεταιριστική ιδιότητα). Π.χ. 
[image: image47.wmf]6
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ii) Η ισότητα 
[image: image48.wmf]b
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[image: image49.wmf]a
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[image: image50.wmf]b

 μας λέει επίσης ότι η τετραγωνική ρίζα ενός γινομένου με μη αρνητικούς παράγοντες μπορεί να γραφεί ως γινόμενο των τετρ.ριζών των παραγόντων του. Π.χ 
[image: image51.wmf]3

2

3

4

3

4

×

=

×

=

×

.
Αυτή η μετατροπή μας εξυπηρετεί για να γράφουμε πιο απλά ή ακόμη και να υπολογίζουμε τετραγωνικές ρίζες πολλών φυσικών αριθμών.

Π.χ 
[image: image52.wmf]2
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 (τρέψαμε το υπόρριζο σε γινόμενο πρώτων παραγόντων)
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[image: image54.wmf]63
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iii) Να προσέξουμε ότι: Ενώ η τετραγωνική ρίζα 
[image: image55.wmf](
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υπάρχει, γιατί το υπόρριζο είναι ο θετικός αριθμός 12, δεν μπορούμε να γράψουμε
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γιατί τα σύμβολα 
[image: image57.wmf](
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 δεν είναι πρα​γματικοί αριθμοί.

Αυτή η ρίζα γράφεται αλλιώς ως εξής:
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(2) Ας παρατηρήσουμε τον παρακάτω πίνακα.

α
β
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2

9

4

=





Διαπίστωση:

[image: image69.wmf]β
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(με α(0 και β>0)

Για τον ίδιο λόγο, όπως και στο γινόμενο των τετραγωνικών ριζών, για να δεχτούμε ότι ισχύει η παραπάνω διαπίστωση στη γενικότητά της, πρέπει να την αποδεί​ξουμε.

Θα αποδείξουμε λοιπόν ότι:

« Για τους αριθμούς α(0 και β>0 ισχύει, 
[image: image70.wmf]β
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ΑΠΟΔΕΙΞΗ

Γνωρίζουμε ότι 
[image: image71.wmf]a

(0 και 
[image: image72.wmf]b

>0 Άρα, και το πηλίκο τους είναι 
[image: image73.wmf]b
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Υψώνουμε το κλάσμα 
[image: image74.wmf]b
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 στο τετράγωνο
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Είναι όμως (
[image: image76.wmf]a

)2 = α  και (
[image: image77.wmf]b

)2 = β. Έτσι έχουμε 
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Βρήκαμε ότι το τετράγωνο του μη αρνητικού αριθμού 
[image: image79.wmf]b

a

 είναι ο αριθμός 
[image: image80.wmf]b

a

. Τότε, σύμφωνα με τον ορισμό της τετραγωνικής ρίζας, έχουμε: 


[image: image81.wmf]β
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Παρατηρήσεις

i) Η ιδιότητα 
[image: image82.wmf]β
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=

, όπου α(0 και β>0, μας λέει ότι: Το πηλίκο δύο τετραγωνικών ριζών ισούται με την τετραγωνική ρίζα των υπορρίζων.
Π.χ. 
[image: image83.wmf]5
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ii) Η ισότητα 
[image: image84.wmf]β
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 μας λέει ότι η τετραγωνική ρίζα ενός κλάσματος με μη αρνητικούς όρους (και παρονομαστή (0) μπορεί να γραφεί ως κλάσμα με όρους τις αντίστοιχες τετραγωνικές ρίζες των όρων του.

Αυτή η μετατροπή μας εξυπηρετεί κάποιες φορές στον υπολογισμό τετραγωνικών ριζών δεκαδικών αριθμών.

Π.χ 
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iii) Να προσέξουμε ότι: Όπως στην ιδιότητα του γινομένου των τετρ.ριζών, έτσι και εδώ, ενώ υπάρχει η τετραγωνική ρίζα 
[image: image86.wmf]3
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 δεν μπορούμε να γράψουμε 
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20

3

20

-

-

=

-

-

.

(3) Αν α και κ φυσικός τότε ισχύει, 
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ΑΠΟΔΕΙΞΗ

Είναι 
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Π.χ 
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 γι’ αυτό γράφουμε 
[image: image92.wmf](
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Πράξεις με τετραγωνικές ρίζες

Τα αποτελέσματα αριθμητικών παραστάσεων που περιέχουν και τετραγωνικές ρίζες υπολογίζονται, εφόσον οι τετραγωνικές ρίζες αντικατασταθούν με επιθυμητές προσεγγίσεις.

Επισημαίνουμε τα εξής:

i) Δεν  είναι σωστό να γράφουμε:
[image: image93.wmf]β
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Για παράδειγμα, το 
[image: image94.wmf]3
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 δεν ισούται με το 
[image: image95.wmf]8
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Τετραγωνικές ρίζες με το ίδιο υπόρριζο μπορούμε να τις προσθέσουμε ή να τις αφαιρέσουμε. Π.χ είναι 
[image: image96.wmf]3
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[image: image97.wmf]2
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ii) Το άθροισμα, η διαφορά, το γινόμενο και το πηλίκο ενός ρητού () με έναν άρρητο είναι άρρητος αριθμός.

Π.χ οι αριθμοί 
[image: image98.wmf]3
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είναι άρρητοι αριθμοί.

Όμως πράξεις με άρρητους αριθμούς μπορεί να δώσουν αποτέλεσμα ρητό αριθμό. Π.χ 
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Υπολογισμός τετραγωνικής ρίζας με προσέγγιση

Υπάρχουν πολλοί τρόποι, για να υπολογίσουμε μια τετρ.ρίζα. Ήδη έναν από αυτούς αναφέραμε στις παρατηρήσεις των ιδιοτήτων. Επίσης, στο Γυμνάσιο είχαμε μάθει ένα τρόπο υπολογισμού τετρ.ρίζας για φυσικούς αριθμούς μεγαλύτερους από το 100.

Για τον ακριβή προσδιορισμό μιας τετρ.ρίζας ή για τον υπολογισμό της με προσέγγιση πολλών δεκαδικών ψηφίων, όποτε αυτό είναι αναγκαίο κατά τη λύση ενός προβλήματος, θα χρησιμοποιούμε υπολογιστικές μηχανές («κομπιουτεράκια»).

Παρακάτω θα δείξουμε με τη μέθοδο των δοκιμών, πώς βρίσκουμε με προσέγγιση την τετρ.ρίζα  ενός αριθμού  α.

Προσέγγιση μονάδας

Ο μεγαλύτερος φυσικός αριθμός, του οποίου το τετράγωνο δεν υπερβαίνει τον α, λέγεται τετρ.ρίζα του  α  με προσέγγιση μονάδας.

Π.χ Η 
[image: image104.wmf]75

με προσέγγιση μονάδας είναι ο αριθμός  8. Γιατί 82=64<75 και 92=81>75. Γράφουμε: 
[image: image105.wmf]75

(8.
·  Αν ο αριθμός α είναι μεταξύ του 0 και του 1, τότε είναι φανερό ότι η με προσέγγιση μονάδας τετρ.ρίζα είναι το 0.

·  Αν ο αριθμός α είναι μεταξύ του 1 και του 100, τότε βρίσκουμε αμέσως την κατά προσέγγιση μονάδας τετραγωνική ρίζα του, επειδή γνωρίζουμε από μνήμης τα 12,22,...,92. Π.χ 
[image: image106.wmf]61,6

(7 γιατί 72=49<61,6 και 82=64>61,6.

·  Αν ο αριθμός α είναι μεγαλύτερος του 100, τότε για να διευκολυνθούμε στον υπολογισμό βρίσκουμε πρώτα πόσα ψηφία θα έχει η τετραγωνική ρίζα με προσέγγιση μονάδας.

Είναι χρήσιμο να γνωρίζουμε ότι:

·  Η τετραγωνική ρίζα με προσεγγιση μονάδας ενός δεκαδικού ισούται με αυτή του ακέραιου μέρους του. Π.χ. Οι ρίζες 
[image: image107.wmf]17,6

και 
[image: image108.wmf]17

 έχουν την ίδια προσέγγγιση μονάδας, που είναι το 4.

· Όταν ο φυσικός αριθμός α έχει άρτιο πλήθος ψηφίων, π.χ κ, τότε η τετρ.ρίζα του α με προσέγ.μονάδας έχει κ/2 ψηφία. Ενώ, όταν το πλήθος κ των ψηφίων του α είναι περιττό, τότε η τετραγωνική ρίζα του με προσέγγιση μονάδας θα έχει (κ+1)/2  ψηφία.

Π.χ Η τετραγωνική ρίζα του 9879 με προσέγγιση μονάδας έχει 4/2 = 2 ψηφία.

Η τετραγωνική ρίζα με προσέγ.μονάδας του 99867 έχει  (5+1)/2 = 3 ψηφία.

Ας υπολογίσουμε τώρα την
[image: image109.wmf]65369,5

 με προσέγγιση μονάδας.

Ο φυσικός 65369 έχει 5 ψηφία, επομένως η κατά προσέγγιση μονάδας τετρα​γωνική ρίζα του θα έχει 3 ψηφία.

Κάνοντας τώρα δοκιμές με 3-ψήφιους αριθμούς, βρίσκουμε την τετραγωνική ρίζα με προσέγγιση μονάδας, που ζητάμε. Έχουμε: 2552=65025<65369,5 και 2562=65536>65369,5.Άρα, 
[image: image110.wmf]65369,5

(255.
(Σημείωση: Για να μη ψάχνουμε στα τυφλά και κάνουμε άσκοπες δοκιμές, μπορούμε να βρούμε το πρώτο ψηφίο της ζητούμενης προσέγγισης ως εξής. Χωρίζουμε το ακέραιο μέρος του αριθμού 65369,5 σε διψήφια τμήματα, από δεξιά προς τα αριστερά, 6’53’69. Η κατά προσέγγιση μονάδας τετραγωνική ρίζα του πρώτου από τα αριστερά τμήματος (δηλαδή του 6) είναι και το πρώτο ψηφίο (δηλαδή το 2) της ζητούμενης προσέγγισης. Μετά μπορούμε να βρούμε το ψηφίο (5) των δεκάδων κάνοντας δοκιμές με τους 200, 210, 220, ... , 290. Μας συμφέρει να αρχίσουμε τις δοκιμές πρώτα με το 250, για να δούμε αμέσως αν είμαστε κάτω ή πάνω από αυτό. Είναι, 2502 = 62500 < 65369,5 και 2602 = 67600 >65369,5. Μετά με δοκιμές στους 251 , 252,..., 259 βρίσκουμε και το ψηφίο (5) των μονάδων)

Προσέγγιση δεκάτου

Βρίσκουμε πρώτα την προσέγγιση μονάδας και μετά, κάνοντας δοκιμές με δεκαδικούς που έχουν ένα δεκαδικό ψηφίο από τα 0, 1, 2,..., 9 βρίσκουμε τη ζητούμενη προσέγγιση (Για να αποφύγουμε τις πολλές δοκιμές μας εξυπηρετεί να κάνουμε πρώτα τη δοκιμή με ψηφίο δεκάτου το 5).

Π.χ Θέλουμε να υπολογίσουμε την 
[image: image111.wmf]12,15

με προσέγγιση δεκάτου.

Η τετραγωνική ρίζα του 12,15 με προσέγγιση μονάδας είναι το 3.

Έχουμε 3,52=12,25>12,15και 3,42=11,56<12,15.Άρα,
[image: image112.wmf]12,15


Προσεγγίσεις εκατοστού, χιλιοστού, κ.τ.λ

Ακολουθούμε παρόμοια διαδικασία με την προηγούμενη.

Π.χ Θέλουμε να υπολογίσουμε την 
[image: image113.wmf]0,0318

με προσέγγιση χιλιοστού. Η κατά προσέγγιση μονάδας τετρ.ρίζα είναι το 0.

Είναι: 0,52=0,25>0,0318,επομένως θα κάνουμε δοκιμές με ψηφίο δεκάτου το 
4, 3,...,0.

Βρίσκουμε: 0,12=0,01<0,0318και 0,22=0,04>0,0318. 

Έτσι 
[image: image114.wmf]0,0318

0,1(προσέγγιση δεκάτου)

Είναι: 0,152=0,0225<0,0318. Θα κάνουμε δοκιμές με ψηφίο εκατοστού το 6,7,8,9.

Βρίσκουμε: 0,172=0,0289<0,0318και 0,182=0,0324>0,0318.

Έτσι 
[image: image115.wmf]0,0318

0,17 (προσέγγιση εκατοστού)

Είναι 0,1752(0,0306<0,0318.Θα κάνουμε δοκιμές με ψηφίο χιλιοστού το 6, 7, 8, 9.

Βρίσκουμε 0,1782(0,03168<0,0318και 0,1792(0,03204>0,0318.

Άρα 
[image: image116.wmf]0,0318

0,178 (προσέγγιση χιλιοστού)

Σημείωση: Οι προσεγγίσεις των προηγούμενων παραδειγμάτων είναι προσεγγίσεις «με έλλειψη». Αν αυξήσουμε  κατά 1 το τελευταίο ψηφίο αυτών των προσεγγίσεων, θα βρούμε τις αντίστοιχες προσεγγίσεις «με υπεροχή». 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ
1. Να βρείτε τις τετρ.ρίζες των αριθμών: 625,   8100,   0,0144,   0,0009,   
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[image: image118.wmf]49

169

. Να επαληθεύσετε τα αποτελέσματά σας με ένα κομπιουτεράκι.

Προσέγγιση


Μονάδας
Δεκάτου
Εκατοστού

12000




1200




120




12




2. Να υπολογίσετε τις τετραγωνικές ρίζες των αριθμών 1164,2 και 45075 με προσέγγιση εκατοστού.

3. Να υπολογίσετε τις προσεγ​γίσεις των τετρ.ριζών των αριθμών του διπλανού πίνακα.

4. Χωρίς να υπολογίσετε τις τετραγωνικές ρίζες, να κάνετε τις πράξεις.
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5. Δίνονται οι προσεγγίσεις 
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και 
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Να υπολογίσετε το αποτέλε​σμα της παράστασης 
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6.
Να συγκρίνετε τις παραστάσεις 
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 και 
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7. Η επιφάνεια μιας τετράγωνης πλατείας είναι 2071m2. Να βρείτε με προσέγγιση δεκάτου πόσα m είναι κάθε πλευρά της.

8.
Να δικαιολογείστε γιατί οι αριθμοί 
[image: image125.wmf]3

 και 
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είναι ίσοι. Να κάνετε το ίδιο και για τους αριθμούς 
[image: image127.wmf]3
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 και 
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9. Κάθε αριθμό του διπλανού πίνακα να τον γράψετε με τη μορφή που δίνεται στις στήλες του.
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10.
Το γινόμενο των αριθμών της πρώτης γραμμής με αυτούς της πρώτης στήλης στον διπλανό πίνακα να το γράψετε μέσα στο αντίστοιχο πλαίσιο με τη μορφή μιας τετραγωνικής ρίζας.

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ 1ου ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ
1.
Αν ο αριθμός α είναι πρώτος, τότε το πλήθος των φυσικών αριθμών που είναι διαιρέτες του 4(α είναι:


i) 2

ii) 3
iii) 4
iv) 5
v) 6
vi) 7

2.
Σε ποια από τις παρακάτω ισότητες α, β, γ υπάρχει λάθος;


(6 = ((1) ( ( 2 ( 3 ) = ((2) ( ((3)  = +6


     α                        β                    γ

3.
 Ο αριθμός (23)30 (520 ( 570  έχει:


i) 50 μηδενικά
ii) 70 μηδενικά
  iii) 90 μηδενικά 
    iv) 120 μηδενικά

4.
Οι αριθμοί α και β είναι διάφοροι του μηδενός και ισχύει α+β=0. Βάλτε στο πλαίσιο το πρόσημο του γινομένου.


α(β           
(2(αβ       
((3)5 (αβ       .


α2β2          
  α3β3        
      (αβ)5       .

5.
Βάλτε σε κύκλο την ένδειξη της σωστής απάντησης σε κάθε μια από τις παρακάτω ερωτήσεις.


Α) Αν ν περιττός φυσικός αριθμός, τότε η παράσταση αν+((α)ν  ισούται με,




i) 2αν       ii) α2ν      iii) 2αν      iv)  α( ν     v)  0


Β) Αν ν άρτιος φυσικός αριθμός, τότε η τιμή της παράστασης




1(ν+((1)ν+((1)ν+1+((1)ν+2  είναι:




i) (3       ii) (2        iii) 0          iv) 2           v) 3


Γ) Αν α= 0,01 και β= 10(1 ,  τότε η τιμή της παράστασης  105α2β  είναι:




i) 0,1        ii)  0       iii) 1        iv) 10        v) 100


Δ) Η ιδιότητα 
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 ισχύει:


i) όταν α<0      ii) όταν  α(0       iii) όταν ακ (0       iv) σε κάθε περίπτωση

Κλάσμα
Ποσοστό (%)
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40%

25%
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30%
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10%

6.
Να αντιστοιχίσετε με μια γραμμή κάθε κλάσμα της πρώτης στήλης με το αντί​στοιχο ποσοστό (%) της δεύτερης στήλης.

7.      Βάλτε ένα Χ στο Σ (σωστό) ή στο

Σ
Λ

                                     Λ (λάθος)
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