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Εισαγωγή

Στο Γυμνάσιο έχουμε γνωρίσει το σύνολο ( των πραγματικών αριθμών και έχουμε μάθει ότι αποτελείται από το υποσύνολο των ρητών και το υποσύνολο των άρρητων αριθμών.

Υπενθυμίζουμε ότι, ρητοί λέγονται οι αριθμοί που μπορούμε να τους γρά​ψουμε  με τη μορφή κλάσματος 
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, όπου α, β είναι ακέραιοι με β ( 0.

( Οι ακέραιοι αριθμοί 5 και (3 είναι ρητοί, γιατί μπορούμε να τους γράψουμε 
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Από αυτά τα παραδείγματα καταλαβαίνουμε ότι κάθε ακέραιος αριθμός είναι  ρητός  και ένας τρόπος για να τον γράψουμε σαν κλάσμα είναι να του βάλουμε παρονομαστή τη μονάδα.

( Οι δεκαδικοί αριθμοί 3,24 και (0,5 είναι ρητοί, γιατί μπορούμε να τους γρά​ψουμε 3,24 = 
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Έτσι είναι φανερό ότι κάθε δεκαδικός αριθμός με τερματιζόμενο πλήθος δεκαδικών ψηφίων (π.χ. όπως ο 3,24 και (0,5) είναι ρητός.

( Στο γυμνάσιο μάθαμε και τους περιοδικούς δεκαδικούς αριθμούς, οι οποίοι έχουν άπειρα δεκαδικά ψηφία και ένα τμήμα τους επαναλαμβάνεται συνεχώς. (Αυτό το τμήμα ψηφίων λέγεται «περίοδος» ). 

Για παράδειγμα, οι αριθμοί 
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  είναι περιοδικοί δεκαδικοί αριθμοί.

Οι αριθμοί αυτοί προκύπτουν από μη τερματιζόμενες διαιρέσεις ακέραιων αριθ​μών, οπότε είναι γραμμένοι με τη μορφή κλάσματος. Άρα, και αυτοί οι αριθμοί  EQ είναι ρητοί. 

Ένας πρακτικός τρόπος, για να βρούμε το κλάσμα που παριστάνει ένας περιοδικός δεκαδικός αριθμός, φαίνεται στα παρακάτω παραδείγματα.

Ο παρονομαστής έχει τόσα 9 όσα είναι τα ψηφία της περιόδου  και τόσα 0 όσα είναι τα δεκαδικά ψηφία έξω από την περίοδο.

Ο αριθμητής προκύπτει με αφαίρεση δύο ακέ​ραιων. Από τον ακέραιο που σχηματίζεται με όλα τα ψηφία, αφαιρούμε εκείνον που έχει ψηφία όσα είναι έξω από την περίοδο.
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Άρρητοι είναι οι αριθμοί, που δεν μπορούμε να τους γράψουμε με τη μορφή κλάσματος με ακέραιους όρους.

( Ο γνωστός από τη μέτρηση του κύκλου αριθμός που συμβολίζουμε με το γράμμα π είναι άρρητος. Αυτός  είναι ένας  δεκαδικός  αριθμός με άπειρα δεκαδικά ψηφία, αλλά δεν είναι περιοδικός.

Στο Γυμνάσιο, για να κάνουμε πράξεις με τον αριθμό π, του δίναμε την τιμή 3,14, η οποία είναι μια προσεγγιστική τιμή. Δηλαδή, είναι μια τιμή που πλησιάζει τον αριθμό (τον προσεγγίζει). Ένας μικρός υπολογιστής (κομπιουτεράκι) δίνει στον αριθμό π την προσεγγιστική τιμή 3,1415926, ενώ ένας επιτραπέζιος υπο​λογιστής (P.C) του δίνει την τιμή 3,14159265359.

Άρρητος αριθμός είναι και ο 
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, γιατί δεν μπορεί να γραφεί σαν κλάσμα με ακέραιους όρους. Ο 
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 παριστάνει εκείνον το θετικό αριθμό x που, όταν υψωθεί στο τετράγωνο μας δίνει το 2, δηλαδή x2 = 2.

Μια προσεγγιστική τιμή του 
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είναι το 1,41 (1,412 = 1,9881). Όπως μπορείτε  να διαπιστώσετε και εσείς, το κομπιουτεράκι δίνει στον 
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την προσεγγιστική τιμή 1,4142135.
Γενικά, κάθε δεκαδικός μη περιοδικός αριθμός με άπειρα δεκαδικά ψηφία είναι άρρητος αριθμός.

Τέλος, να πούμε ότι στους υπολογισμούς μας πρέπει να διευκρινίζουμε αν, για παράδειγμα, ο αριθμός 1,41 παριστάνει τον 
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 ή είναι μια προσεγγιστική τιμή του 
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Στις επόμενες ενότητες αυτού του κεφαλαίου γίνεται μια ουσιαστική αναφορά σε ζητήματα πράξεων με πραγματικούς αριθμούς που γνωρίσαμε στις προ​ηγούμενες τάξεις του σχολείου.
Αριθμητικός Λογισμός

1.1

Φυσικοί αριθμοί


[image: image22.wmf]1

2

3


Γνωρίζουμε ότι, για να μετρήσουμε ένα πλήθος από φυσικά αντικείμενα, χρησιμο​ποιούμε τους αριθμούς 1, 2, 3, 4,... κ.τ.λ Αυτούς τους αριθ​μούς, μαζί με το 0, τους λέμε φυσικούς αριθμούς (ή ακέραιους της Αριθμητικής)

Σε μια τέτοια μέτρηση ο αριθμός 0 μας λέει ότι δεν υπάρχει κανένα αντικείμενο.

Στην πρόσθεση των φυσικών αριθμών χρησι​μοποιούμε πολλές φορές ίδιους προσθετέους, π.χ 5+5+5+5, και έτσι μεταβαί​νουμε στην πράξη του πολλαπλασιασμού, γράφοντας 45.

Στις παρακάτω ισότητες φαίνονται τα αποτελέσματα του πολλαπλα​σιασμού του αριθμού 5 με άλλους φυσικούς αριθμούς.
50 = 0,  51 = 5,  52 = 10,  53 =15,...,510=50,...,513 = 65,...

Οι αριθμοί 0, 5, 10, 15,..., 50,..., 65,... που προκύπτουν από τον πολλα​πλασιασμό του 5 με ένα φυσικό αριθμό λέγονται πολλαπλάσια του 5.

Ας γράψουμε τα πολλαπλάσια των αριθμών 2 και 3.

Πολ/σια του 2:  0, 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, 22, 24, 26,...
Πολ/σια του 3:  0, 3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, 24, 27,...
Παρατηρούμε ότι οι αριθμοί  0, 6, 12, 18,...είναι κοινά πολ/σια των αριθμών 2 και 3. Το μικρότερο από τα κοινά πολ/σια, εκτός από το μηδέν, λέγεται ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο αυτών των αριθμών. Γράφουμε τότε: Ε.Κ.Π (2,3) = 6.

Ας παρατηρήσουμε τις παρακάτω διαιρέσεις:
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Τους αριθμούς 1, 2, 4, και 8  που διαιρούν ακριβώς το 8 (οι αντίστοιχες διαιρέσεις τους δίνουν υπόλοιπο το 0) τους λέμε διαιρέτες του 8 .

Οι αριθμοί 3, 5, 6 και 7 δεν είναι διαιρέτες του 8.

Οι αριθμοί που έχουν μοναδικούς διαιρέτες το 1 και τον εαυτό τους λέγονται πρώτοι αριθμοί. Οι αριθμοί που δεν είναι πρώτοι λέγονται σύνθετοι.
Ο 7 και ο 19 είναι πρώτοι αριθμοί, ενώ ο 4 και ο 15 είναι σύνθετοι.

(Σημείωση: Ο αριθμός 1 δε θεωρείται πρώτος.)

Οι φυσικοί αριθμοί που έχουν διαιρέτη το 2 λέγονται άρτιοι (ζυγοί), ενώ οι υπόλοιποι φυσικοί λέγονται περιττοί  (μονοί). Για παράδειγμα, oι αριθμοί 100 και 536 είναι άρτιοι, ενώ οι 251 και 635 είναι περιττοί. Ο αριθμός μηδέν είναι άρτιος.
Ας γράψουμε τους διαιρέτες των αριθμών 12 και 16:

Διαιρέτες του 12:     1,  2,  3,  4,   6,  12

Διαιρέτες του 16:     1,  2,  4,  8,  16

Παρατηρούμε ότι οι αριθμοί 2 και 4 είναι κοινοί διαιρέτες των 12 και 16. Ο μεγαλύτερος από τους κοινούς διαιρέτες λέγεται μέγιστος κοινός διαιρέτης των αριθμών. Γράφουμε τότε: Μ.Κ.Δ ( 12,16 ) = 4

Μας είναι γνωστό ότι από την ισότητα 24:6 = 4 προκύπτει η ισότητα 24 = 46 και αντιστρόφως.
Από την πρώτη καταλαβαίνουμε ότι ο 6 είναι διαιρέτης του 24 και από την άλλη ότι ο 24  είναι  πολ/σιο του 6.

Γενικά μπορούμε να πούμε ότι: 

Αν ο φυσικός αριθμός α () είναι διαιρέτης του  β, τότε ο β είναι πολ/σιο του α, και αντιστρόφως.

1.2

Συστήματα αρίθμησης
Δεκαδικό σύστημα αρίθμησης

Γνωρίζουμε ότι για να γράψουμε ένα φυσικό αριθμό στο Δεκαδικό σύστημα αρίθμησης χρησιμοποιούμε τα δέκα ψηφία 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.

H θέση που έχουν τα ψηφία στον αριθμό, με σειρά από το τέλος προς την αρχή, δηλώνουν «απλές» μονάδες, δεκάδες, εκατοντάδες, χιλιάδες, δεκάδες χιλιάδες, εκατοντ. χιλιάδες, εκατομμύρια, δεκάδες εκατομμύρια, κτλ
Επειδή
10  «απλές» μονάδες (μονάδες πρώτης τάξης)

                              σχηματίζουν   1  δεκάδα (μονάδα δεύτερης τάξης),

10  δεκάδες            σχηματίζουν   1  εκατοντάδα (μονάδα τρίτης τάξης),

10  εκατοντάδες     σχηματίζουν    1  χιλιάδα (μονάδα τέταρτης τάξης), κτλ,

καταλαβαίνουμε ότι 10 μονάδες μιας τάξης (μιας κατηγορίας) σχηματίζουν 1 μονάδα της αμέσως ανώτερης τάξης.

Αυτή είναι και η βασική αρχή στην οποία στηρίζεται το δεκαδικό σύστημα.
Γι’ αυτό άλλωστε και ο αριθμός  10  λέγεται βάση του δεκαδικού συστήματος αρίθμησης.

Ας πάρουμε τον αριθμό  6253. Αυτός έχει 6 χιλιάδες, 2 εκατοντάδες, 5 δεκάδες και 3 απλές μονάδες. Το άθροισμα όλων αυτών γράφεται:

6(1000 + 2(100 + 5(10 + 3(1

ή χρησιμοποιώντας τις δυνάμεις του 10 έχουμε:

6253=6(103 + 2(102 + 5(101+ 3(100.
(Υπενθυμίζουμε ότι η δύναμη φυσ. αριθμού ((0) που έχει εκθέτη το 0 είναι το 1)

Δυαδικό σύστημα αρίθμησης
Με ανάλογο τρόπο (δηλαδή, όπως στο δεκαδικό σύστημα) μπορούμε να κατασκευά​σουμε ένα άλλο σύστημα αρίθμησης, που στηρίζεται στην αρχή:  Δύο μονάδες μιας τάξης σχηματίζουν μια μονάδα της αμέσως ανώτερης τάξης.

Το σύστημα αυτό έχει βάση τον αριθμό 2 και λέγεται δυαδικό σύστημα αρίθμησης.

Για τη γραφή ενός αριθμού στο δυαδικό σύστημα χρησιμοποιούνται δύο μόνο ψηφία, το 0 και το 1.

Σε αυτό το σύστημα η θέση που έχουν τα ψηφία 0 και 1 στον αριθμό, με σειρά από το τέλος προς την αρχή, δηλώνουν «απλές» μονάδες, δυάδες, τετράδες, οκτάδες, δεκαεξάδες, κτλ.

Όπως οι αριθμοί του δεκαδικού συστήματος γράφονται ως αθροίσματα δυνάμεων του 10, έτσι και οι αριθμοί του δυαδικού συστήματος γράφονται σαν αθροίσματα δυνάμεων του 2.

Ο αριθμός 1101 του δυαδικού συστήματος έχει 1 οκτάδα, 1 τετράδα, 0 δυάδες και 1 απλή μονάδα. Το άθροισμα όλων αυτών είναι: 1(8 + 1(4 + 0(2 + 1(1 (στο δεκαδικό σύστημα) ή χρησιμοποιώντας τις  δυνάμεις του 2:
1(23 + 1(22 + 0(21 + 1(20
Αν κάνουμε τις πράξεις, θα βρούμε τον αριθμό 13 του δεκαδικού συστή​ματος.Δηλαδή, ο αριθμός 1101 του δυαδικού συστήματος  είναι ο αριθμός 13 του δεκαδικού συστήματος. Αυτό το γράφουμε ως εξής:   1101(2)  =  13(10)
Η προηγούμενη μετατροπή μπορεί να αποδοθεί και με το εξής σχέδιο:
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Ας πάρουμε τώρα τον αριθμό 25 του δεκαδικού συστήματος.

Αυτός γράφεται: 16 + 8 + 1. Δηλαδή, έχει 1 δεκαεξάδα, 1 οκτάδα, 0 τετράδες, 0 δυάδες και 1 απλή μονάδα. Άρα, στο δυαδικό σύστημα είναι ο αριθμός 11001(2).
Τη μετατροπή αυτή του αριθμού 25 σε αριθμό του δυαδικού συστήματος μπο​ρούμε να την κάνουμε διαιρώντας το 25 με το 2, το ακέραιο πηλίκο που θα βρούμε το διαιρούμε πάλι με το 2, κ.ο.κ, μέχρι να βρούμε πηλίκο 0. Τα υπόλοιπα αυτών των διαιρέσεων είναι 0 και 1 και σχηματίζουν με την ανάποδη σειρά που τα βρήκαμε το δυαδικό αριθμό που παριστάνει ο 25.

Στο παρακάτω σχέδιο βλέπουμε αυτή τη μετατροπή.
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Σημείωση:
Το δυαδικό σύστημα είναι το σύστημα αρίθμησης που χρησιμο​ποιεί ένας ηλεκτρο​νικός υπολογιστής (Η/Υ). Τα ηλεκτρονικά κυκλώ​ματα του  Η/Υ είναι δύο σταθερών κατάστάσεων, ή είναι ΟΝ (περνάει ρεύμα) ή είναι OFF (δεν περνάει ρεύμα). Αντιστοι​χίζοντας το 0 στην κατάσταση OFF και το 1 στην ΟΝ μπόρεσαν οι άνθρωποι να εισάγουν πληροφορίες (δεδομένα) στον Η/Υ με τη μορφή ηλεκτρικών σημάτων. Κάθε ηλεκτρικό σήμα είναι και ένας δυα​δικός αριθμός. 
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Για παράδειγμα, το ηλεκτρικό σήμα του διπλανού σχήματος είναι ο δυα​δικός αριθμός 10011. Αυτό το σήμα για τον Η/Υ παριστάνει κάποιο δεδομένο που καταχωρίστηκε στη μνήμη του. 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ
1. Ο αριθμός 3542 είναι γινόμενο τεσσάρων πρώτων αριθμών, που ο μεγαλύτερος από αυτούς είναι ο 23. Να βρείτε τους άλλους τρεις.
2. Ένας διαιρέτης του αριθμού  10101 είναι ο 37. Να βρείτε όλους τους πρώτους αριθμούς που είναι διαιρέτες του  10101.
3. Χρησιμοποιώντας τα ψηφία 1, 2, 3, 5, 6 μια φορά το καθένα, να σχηματίσετε έναν πενταψήφιο φυσικό αριθμό μεγαλύτερο του 30000 τέτοιον, ώστε

Το πρώτο διψήφιο τμήμα του να διαιρείται με το 2,

το πρώτο τριψήφιο τμήμα του να διαιρείται με το 3,

το πρώτο τετραψήφιο τμήμα του να διαιρείται με το 4 και

ολόκληρος ο αριθμός να διαιρείται με το  5.
( Υπόδειξη:  Θυμηθείτε  πότε ένας αριθμός διαιρείται με το 2 , 3 , 5).


4. Τα γράμματα α και β στη διπλανή διάταξη της πρόσθεσης παρι​στάνουν ψηφία διαφορετικά από το μηδέν. Αν οι προσθετέοι του αθροίσματος είναι άρτιοι αριθμοί, να βρείτε κάνοντας δοκιμές με 1,2,3,4,....,9  ποια ψηφία είναι αυτά τα γράμματα, ώστε το άθροι​σμα να είναι σωστό.
5.
Να βρείτε το  ΕΚΠ  και το  ΜΚΔ  των αριθμών   20  και  30.

6.
Οι αριθμοί 29 και 100 του δεκαδικού συστήματος να γραφούν στο δυαδικό σύ​στημα.

7. Οι αριθμοί  110011 και 10101 του δυαδικού συστήματος να γραφούν στο δεκα​δικό σύστημα.

8. Για τις ανάγκες των εμπορικών επιχειρήσεων στις οποίες εργάζονται οι υπάλλη​λοι Α και Β  είναι υποχρεωμένοι να πηγαίνουν σε συγκεκριμένο υποκατάστημα της Εθνικής Τράπεζας κάθε 7 ημέρες ο Α και κάθε 8 ημέρες ο Β. Αν σήμερα οι υπάλληλοι αυτοί συναντήθηκαν στην Τράπεζα, μετά από πόσες ημέρες θα συνα​ντηθούν και πάλι ;
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9. Ένα ορθογώνιο φύλλο λαμαρίνας έχει διαστά​σεις 35cm και 21cm. Θέλουμε να το χωρίσουμε σε ίσα τετράγωνα, όσο το δυνατό πιο μεγάλα. Πόσο πρέπει να είναι η πλευρά τους;
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10.
Θέλουμε να κόψουμε τις δύο ράβδους του διπλανού σχήματος σε  ίσα κομμάτια, ώστε το μήκος (σε εκατοστά) κάθε κομματιού της μιας να είναι ίσο με το μήκος κάθε κομματιού της άλλης.

α) Να βρείτε το μεγαλύτερο δυνατό μήκος (σε εκατοστά) που μπορεί να έχει ένα τέτοιο κομμάτι.


β)  Σε πόσα κομμάτια κόπηκε η μια και σε πόσα η άλλη;
1.3

Τα κλάσματα της Αριθμητικής - Πράξεις
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Η έννοια του κλάσματος

Γνωρίζουμε από το Γυμνάσιο ότι για να μετρή​σουμε ένα ευθύγραμμο τμήμα χρησιμοποιούμε ένα άλλο τμήμα ως μονάδα μέτρησης.
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Ας πάρουμε για παράδειγμα τα τέσσερα τμή​ματα α,β,γ και δ του διπλανού σχήματος, τα οποία είναι χωρισμένα σε ίσα μέρη
Αν χρησιμοποιήσουμε ως μονάδα μέτρησης το  α, τότε τα μέτρα των άλλων τμημάτων είναι:
Το μέτρο του β είναι ο αριθμός 5 και γράφουμε: β = 5α
Το μέτρο του γ είναι ο αριθμός 3 και γράφουμε: γ = 3α.

Το μέτρο του δ είναι ο αριθμός 7 και  γράφουμε: δ = 7α
Αν όμως η μονάδα μέτρησης είναι το τμήμα β, ποια θα είναι τα μέτρα των άλλων τμημάτων; Παρατηρούμε ότι το τμήμα α είναι ίσο με 1 από τα 5 ίσα μέρη που έχει το τμήμα β. Τον αριθμό που εκφράζει το μέτρο του α εδώ τον γράφουμε με το σύμβολο 
[image: image29.wmf]5

1

. Έτσι είναι α = 
[image: image30.wmf]5

1

β.
Ομοίως, το τμήμα γ βλέπουμε ότι είναι ίσο με 3 από τα 5 ίσα μέρη του β. Γι’ αυτό λέμε ότι το μέτρο του είναι τώρα το 
[image: image31.wmf]5

3

 και γράφουμε α = 
[image: image32.wmf]5
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β.
Με τον ίδιο τρόπο, το μέτρο του τμήματος δ είναι το 
[image: image33.wmf]5

7

 και γράφουμε δ =
[image: image34.wmf]5
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β.
Τα προηγούμενα σύμβολα 
[image: image35.wmf]5
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,
[image: image36.wmf]5
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,
[image: image37.wmf]5

7

 με τα οποία παραστήσαμε τα μέτρα των τμημάτων λέγονται κλασματικοί αριθμοί ή κλάσματα της Αριθμητικής.

Ώστε: Τα κλάσματα είναι αριθμοί, με τους οποίους μπορούμε να παραστή​σουμε το αποτέλεσμα της μέτρησης  ενός μεγέθους.

Οι αριθμοί που γράφονται στο σύμβολο του κλάσματος λέγονται όροι του κλά​σματος. Αυτός που γράφεται πάνω από τη γραμμή λέγεται αριθμητής, ενώ ο άλλος παρονομαστής.

Τα κλάσματα 
[image: image38.wmf]5
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,
[image: image39.wmf]5

3

 που έχουν ίδιους παρονομαστές λέγονται ομώνυμα ενώ τα κλάσματα 
[image: image40.wmf]3

2

,
[image: image41.wmf]5

3

 που έχουν διαφορετικούς παρονομαστές λέγονται ετερώνυμα.
Κάθε κλάσμα 
[image: image42.wmf]b

a

, όπου β(0, παριστάνει και το πηλίκο α:β. Μπορούμε λοιπόν να γράφουμε 
[image: image43.wmf]b

a

 = α:β.
Είναι φανερό ότι: 
[image: image44.wmf]1
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 = α,

[image: image45.wmf]a
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 = 1 (με α ( 0) 
και 
[image: image46.wmf]a
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 = 0  (με α ( 0).
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Σύγκριση κλασμάτων
( Από το διπλανό σχήμα διαπιστώνουμε ότι:

Η 1η σειρά είναι το 
[image: image48.wmf]10

1

 της επιφάνειας ΑΒΓΔ
Η 4η σειρά είναι τα 
[image: image49.wmf]20

2

 της επιφάνειας ΑΒΓΔ
Η 7η σειρά είναι τα 
[image: image50.wmf]40

4

 της επιφάνειας ΑΒΓΔ
Η 10η σειρά είναι τα 
[image: image51.wmf]80

8

 της επιφάνειας ΑΒΓΔ.

Οι κατακόρυφες σειρές όμως είναι ίσες μεταξύ τους. Επομένως οι αριθμοί


[image: image52.wmf]10
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,
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[image: image54.wmf]40
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,
[image: image55.wmf]80

8

 παριστάνουν  το αποτέλεσμα της μέτρησης του ίδιου μεγέθους με την ίδια μονάδα μέτρησης. Άρα είναι ίσοι.
                           Δηλαδή: 
[image: image56.wmf]10
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.
Στη σειρά αυτή των ίσων κλασμάτων  παρατηρούμε τα  εξής:

α) Όταν 
[image: image60.wmf]40
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, έχουμε και 2(40 = 4(20. Ομοίως, όταν 
[image: image61.wmf]80
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Δηλαδή: Στα ίσα κλάσματα τα γινόμενα των «χιαστί» όρων τους είναι ίσα.

Γενικά 
αν  
[image: image62.wmf]δ
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β) 
[image: image63.wmf]20

2

2

10

2

1

10

1

=

×

×

=

,           
[image: image64.wmf]80

8

4

20

4

2

20

2

=

×

×

=


Δηλαδή: Αν πολλαπλασιάσουμε και τους δύο όρους ενός κλάσματος με τον ίδιο αριθμό ((0), θα προκύψει ίσο κλάσμα. 
γ) 
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Δηλαδή: Αν διαιρέσουμε τους όρους ενός κλάσματος με έναν κοινό τους διαιρέτη, θα προκύψει ίσο κλάσμα.

Αυτή η διαδικασία , που διαιρούμε τους όρους ενός κλάσματος  με έναν κοινό διαιρέτη και βρίσκουμε ένα άλλο ίσο του με μικρότερους όρους, λέγεται απλο​ποίηση. Το κλάσμα που δεν απλοποιείται λέγεται ανάγωγο κλάσμα.
Π.χ.     Θέλουμε να απλοποιήσουμε το κλάσμα 
[image: image67.wmf]84
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. Έχουμε:
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. Αυτό το κλάσμα είναι τώρα ανάγωγο.
Θα μπορούσαμε να κάνουμε την απλοποίηση με τον  Μ.Κ.Δ.(66,84) = 6, οπότε θα βρίσκαμε το ανάγωγο κλάσμα αμέσως: 
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( Το τμήμα ΑΒ του διπλανού σχήματος είναι χωρισμένο σε 6 ίσα τμήμα​τα. Είναι φανερό ότι ΑΔ>ΑΓ άρα 
[image: image71.wmf]6
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 > 
[image: image72.wmf]6
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.
Γενικά: Στα ομώνυμα κλάσματα μεγαλύτερο είναι αυτό που έχει μεγαλύ​τερο αριθμητή.

Σύμφωνα με τα παραπάνω, έχουμε:
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, γιατί 
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 και 
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Δηλαδή:  Κλάσμα  με αριθμητή  μεγαλύτερο από τον παρονομαστή είναι  μεγαλύτερο από την μονάδας. 

Ομοίως:  Κλάσμα με αριθμητή μικρότερο από τον παρονομαστή, είναι μικρότερο από την μονάδας.

Ας υποθέσουμε τώρα ότι θέλουμε να συγκρίνουμε τα ετερώνυμα κλάσματα 
[image: image78.wmf]9

7

 και 
[image: image79.wmf]5
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. Ένας τρόπος για να τα συγκρίνουμε είναι να τα μετατρέψουμε σε ομώνυμα.

Έτσι, για τα κλάσματα 
[image: image80.wmf]9
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, 
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 έχουμε διαδοχικά:
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Πολλαπλασιάζουμε τους όρους του πρώτου κλά​σματος με το 5 και τους όρους του δεύτερου κλάσματος με το 9. Αυτό μπορούμε να το σημειώ​νουμε και ως εξής:
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Επειδή 
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Πράξεις με κλάσματα
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ΠΡΟΣΘΕΣΗ

Στο ογκομετρικό δοχείο του διπλανού σχήματος ρίχνουμε νερό ως το σημείο Γ. Η ποσότητα αυτή του νερού αποτελεί τα 
[image: image94.wmf]20

9

 της χωρητικότητας του δοχείου.

Μετά συμπληρώνουμε ως το σημείο Δ, δηλαδή τα 
[image: image95.wmf]20

6

 της χωρητικότητας του δοχείου.

Συνολικά το δοχείο περιέχει νερό που είναι τα 
[image: image96.wmf]20
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 της χωρητικότητάς του. Δηλαδή: 
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Γενικά: Για να προσθέσουμε ομώνυμα κλάσματα, προσθέτουμε τους αριθ​μητές, ενώ αφήνουμε τον ίδιο παρονομαστή.
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Π.χ. 
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Π.χ. 
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ΑΦΑΙΡΕΣΗ

Ας υποθέσουμε ότι το ίδιο ογκομετρικό δοχείο έχει 15 λίτρα νερό από τα οποία αφαιρούμε τα 6. Τότε με ανάλογο τρόπο (όπως προηγουμένως) καταλαβαίνουμε ότι:
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Γενικά: Για  να αφαιρέσουμε δύο ομώνυμα κλάσματα, αφαιρούμε τους αριθμητές τους, ενώ αφήνουμε τον ίδιο παρονομαστή.
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Π.χ. 
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Για να προσθέσουμε ή να αφαιρέσουμε ετερώνυμα κλάσματα, τα μετατρέ​πουμε πρώτα σε ομώνυμα.

Π.χ.
i)
[image: image105.wmf]15
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ii) 
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Σημείωση:  Το άθροισμα 5 + 
[image: image107.wmf]3

2

 μπορούμε να το γράψουμε και με τη μορφή 5
[image: image108.wmf]3
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, που λέγεται μεικτός αριθμός. Η μετατροπή  ενός μεικτού  αριθμού σε  κλάσμα γίνεται σύντομα, όπως στο παράδειγμα που ακολουθεί.

5
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. Χρειάζεται προσοχή ώστε να μη μπερδεύουμε τον μεικτό αριθμό 5
[image: image111.wmf]3
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 με το γινόμενο 5(
[image: image112.wmf]3
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ΠΟΛΛΑΠΛΑΣΙΑΣΜΟΣ

Στο διπλανό σχήμα το τμήμα ΑΓ είναι χωρισμένο σε 20 ίσα τμήμα​τα. Τα 15 από αυτά σχηματίζουν το ΑΔ, ενώ τα 6 το ΑΒ. 

Το ΑΒ είναι τα 
[image: image114.wmf]15

6

 του ΑΔ. Απλοποιώντας το κλάσμα έχουμε ότι:

Tο ΑΒ είναι τα 
[image: image115.wmf]5

2

 του ΑΔ. Αλλά το ΑΔ είναι τα 
[image: image116.wmf]4
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 του ΑΓ. Οπότε,

το ΑΒ είναι τα 
[image: image117.wmf]5
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 των 
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 του ΑΓ, που γράφεται 
[image: image119.wmf]5
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(
[image: image120.wmf]4
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 του ΑΓ.

Όμως το ΑΒ είναι και τα 
[image: image121.wmf]20
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 του ΑΓ.

Δηλαδή, τα 
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2

(
[image: image123.wmf]4
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 του ΑΓ είναι ίσα με τα 
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 του ΑΓ. 

Άρα, έχουμε 
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, δηλαδή 
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Γενικά, στον πολλαπλασιασμό των κλασμάτων ισχύει ο εξής κανόνας.

Για να πολλαπλασιάσουμε κλάσματα, πολλαπλασιάζουμε τους αριθμητές μεταξύ τους και το γινόμενό τους το βάζουμε αριθμητή και τους παρονο​μαστές μεταξύ τους και το γινόμενό τους το βάζουμε παρονομαστή.
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(Οι παρονομαστές είναι (0)

Π.χ. i) 
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ii) 
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Οι απλοποιήσεις διευκο​λύνουν  την εκτέλεση του πολλαπλασιασμού των κλασμάτων. 



iii) 
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Γίνονται πρώτα οι πολλαπλασιασμοί και μετά οι προσθέσεις ή οι αφαιρέσεις.

iv) 
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Κλάσματα που έχουν γινόμενο το 1 λέγονται αντίστροφα κλάσματα

Στο παραπάνω παράδειγμα με τα ευθύγραμμα τμήματα είδαμε ότι το κλασμα​τικό μέρος 
[image: image137.wmf]5
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 των 
[image: image138.wmf]4
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 είναι το γινόμενο 
[image: image139.wmf]5
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(
[image: image140.wmf]4
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. Γενικά ισχύει το εξής.

Για να βρούμε το κλασματικό μέρος ενός αριθμού πολλαπλασιάζουμε το κλάσμα με τον αριθμό.

Π.χ. Τα 
[image: image141.wmf]5
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 του αριθμού 
[image: image142.wmf]8
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 είναι 
[image: image143.wmf]40
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ΔΙΑΙΡΕΣΗ

Όπως από την ισότητα 3(2 = 6 έχουμε τις ισότητες 6:2 = 3 και 6:3 = 2, έτσι και από την ισότητα 
[image: image144.wmf]15
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 έχουμε τις ισότητες 
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Ας αναζητήσουμε το πηλίκο 
[image: image147.wmf]5
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 με μια άλλη σκέψη.

Αυτό σημαίνει να βρούμε ένα κλάσμα που τα 
[image: image148.wmf]3
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 αυτού να είναι το 
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Αφού τα 
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 του ζητούμενου πηλίκου είναι το 
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, τότε το 
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 του ζητούμενου πηλίκου θα είναι το 
[image: image153.wmf]15

4

28

×

 (Γιατί το 
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 είναι 4 φορές μικρότερο του 
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Οπότε ολόκληρο το πηλίκο, δηλαδή τα 
[image: image156.wmf]3
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 του πηλίκου, είναι: 
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Με την προηγούμενη διαδικασία βρήκαμε επίσης ότι: 
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Δηλαδή: 
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. Γενικά ισχύει ο εξής κανόνας.

Για να διαιρέσουμε δύο κλάσματα, αντιστρέφουμε το δεύτερο κλάσμα (διαιρέτης) και αντί για διαίρεση κάνουμε πολλαπλασιασμό.
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Π.χ
i) 
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ii) 
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Ας ξαναδούμε τη διαίρεση του 
[image: image163.wmf]15
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 με το 
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 που εξετάσαμε παραπάνω. Γνωρί​ζαμε πως τα 
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 του άγνωστου πηλίκου είναι ο αριθμός 
[image: image166.wmf]15
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 και είδαμε ότι το πηλίκο αυτό προκύπτει από τη διαίρεση 
[image: image167.wmf]3
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Άρα, όταν ξέρουμε ότι το κλασματικό μέρος ενός άγνωστου αριθμού είναι ένας αριθμός α, τότε για να βρούμε τον άγνωστο  αριθμό  θα διαιρέσουμε τον α με το κλάσμα. 

Π.χ
Αν τα 
[image: image168.wmf]5
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 ενός άγνωστου αριθμού είναι το 24, τότε ο άγνωστος αριθμός είναι: 24:
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Σύνθετα κλάσματα.

Το πηλίκο δύο κλασμάτων, για παράδειγμα το 
[image: image171.wmf]3
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 μπορούμε να το γράψου​με και ως εξής: 
[image: image172.wmf]3
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Τέτοια κλάσματα, που ένας τουλάχιστον όρος τους είναι κλάσμα, λέγονται σύνθετα κλάσματα.
Επειδή 
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, γι’ αυτό είναι και      
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.Ο τρόπος  αυτός δείχνει πώς ένα σύνθετο κλάσμα τρέπεται σε απλό.
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Η έννοια του ποσοστού

Σε πολλά ζητήματα της καθημερινής μας επικοι​νωνίας χρησιμοποιούμε εκφράσεις που περιέχουν σύμβολα της μορφής 5%, 12%, 18‰ κτλ. Λέμε, για παράδειγμα: «Οι εκπτώσεις στα είδη ρουχισμού είναι 12%» ή «Το 5% του βάρους σε αυτό το μίγμα είναι χαλκός» κτλ.
Τα σύμβολα 5%, 12% και τα παρόμοιά τους είναι ένας άλλος τρόπος γραφής των κλασμάτων 
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 και λέγονται ποσοστά (στα εκατό).

Ώστε, ποσοστό  (στα εκατό) είναι ένα κλάσμα με παρονομαστή το 100.

Το ποσοστό α% το διαβάζουμε «α στα εκατό».

Εκτός από αυτά τα ποσοστά  χρησιμοποιούνται και τα ποσοστά στα χίλια. Γράφονται με το σύμβολο α0/00 και είναι τα κλάσματα με παρονομαστή το 1000, δηλαδή 
[image: image179.wmf]1000
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Κάθε ποσοστό αναφέρεται σε ένα «μέγεθος» και εκφράζει το αντίστοιχο κλα​σματικό του μέρος. 
Π.χ
Το 30% των 120 gr είναι 30%(120 = 
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ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ


[image: image181.wmf]
Πάρτε ένα τετράγωνο φύλλο χαρτιού και με το χάρακα βρείτε τα μέσα των πλευρών του. Συνδέστε με ευθείες τα μέσα κάθε δυο συν​εχόμενων πλευρών.

α) Διπλώστε το χαρτί στα 4 ευθύγραμμα τμήματα που χαράξατε. Τι παρατηρείτε για την επιφάνεια που καλύ​πτουν μαζί τα 4 τριγωνάκια της δίπλωσης;

β) Κόψτε το τετράγωνο χαρτί σας στα τέσσερα ευθύγραμμα τμήματα που χαρά​ξατε.
i) Τι ποσοστό (%) της αρχικής επιφάνειας του χαρτιού είναι η επιφάνεια που έμεινε μετά από το κόψιμο που κάνατε ;

ii) Τι ποσοστό (%) του αρχικού φύλλου χαρτιού είναι όλα μαζί τα τέσσερα τρι​γωνικά αποκόμματα ;

iii) Τι κλασματικό μέρος ολόκληρου του τετράγωνου φύλλου χαρτιού είναι κάθε τρι​γωνάκι;

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

1.
Το βάρος μιας ομοιογενούς σιδερένιας ράβδου είναι 6 Kg (κιλά)*. Θέλουμε να βρούμε το βάρος σε gr (γραμμάρια)* ενός κομματιού της που είναι τα 
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 του μήκους της.
ΛΥΣΗ

Γνωρίζουμε ότι 1 Kg = 1000gr. Άρα, 6 Kg = 6000gr. Επειδή η ράβδος είναι ομοι​ογενής, γι΄αυτό ίσα σε μήκος κομμάτια της έχουν ίσα βάρη. Άρα τα 
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 του μήκους της θα έχουν βάρος όσο είναι το 
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 του βάρους της.

Ετσι: 
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(* Το κιλό και το γραμμάριο είναι στην πραγματικότητα μονάδες μέτρησης της μάζας των σωμά​των και όχι του βάρους τους. Το βάρος μετριέται σε Κp (Κιλοπόντ), p (Πόντ) κτλ. Στην καθημε​ρινή ζωή μας όμως έχουμε συνηθίσει να εκφραζόμαστε με κιλά και γραμμάρια για τα βάρη των σωμάτων. Με αυτή τη διευκρίνιση θα χρησιμοποιούμε από δω και πέρα το κιλό και το γραμμάριο στα βάρη των σωμάτων.)
2.
Στην περίοδο των εκπτώσεων μία τηλεόραση, που κοστίζει 140000δρχ, πουλιέται με έκπτωση 18%. Πόσες δρχ είναι η έκπτωση και πόσα χρήματα θα πληρώσουμε για να την αγοράσουμε;

ΛΥΣΗ

Η έκπτωση θα είναι 18%(140000=
[image: image186.wmf]100
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(140000=18(1400=25200δρχ.

Τα χρήματα που θα πληρώσουμε είναι 140000(25200=114800δρχ.

3. Τα 
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 των εργαζομένων στο συνεργείο μιας αντιπροσωπείας αυτοκινήτων είναι τεχνίτες και οι υπόλοιποι είναι υπάλληλοι  γραφείου. Από τους τεχνίτες τα 
[image: image188.wmf]7
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 αυτών  είναι μηχανικοί, ενώ οι υπόλοιποι 6 τεχνίτες είναι ηλεκτρολόγοι. Θέλουμε να βρούμε α) πόσοι είναι οι εργαζόμενοι στο συνεργείο και β) ποιο είναι το ποσοστό (%) του συνολικού αριθμού των εργαζομένων που αντιστοιχεί σε καθεμιά από τις παραπάνω ειδικότητες.

ΛΥΣΗ
Τα 
[image: image189.wmf]7

4

 των τεχνιτών είναι μηχανικοί, άρα τα 
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 των τεχνιτών είναι οι 6 ηλεκτρολόγοι. Γνωρίζουμε λοιπόν ότι τα 
[image: image191.wmf]7
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 του άγνωστου αριθμού των τεχνιτών είναι το 6. Τότε ο άγνωστος αριθμός είναι: 6: 
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 = 6(
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 = 14. Δηλαδή οι τεχνίτες είναι 14.

Σύμφωνα με την εκφώνηση έχουμε τώρα ότι : Τα 
[image: image194.wmf]10
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 του άγνωστου αριθμού όλων των εργαζομένων είναι το 14.
Τότε ο άγνωστος αριθμός των εργαζόμενων είναι: 14:
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 =20 άτομα.

Οι ηλεκτρολόγοι είναι 6. Το ποσοστό γι’ αυτούς είναι: 
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Οι μηχανικοί είναι 14(6=8. Το ποσοστό τους είναι: 
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Το υπόλοιπο ποσοστό 30% αντιστοιχεί στους υπαλλήλους των γραφείων.
ΑΣΚΗΣΕΙΣ
1. Σε μια πολυκατοικία με 9 ορόφους ο ανελκυστήρας (ασανσέρ) βρίσκεται στον 40 όροφο. Ποιο κλάσμα της διαδρομής του προς τα πάνω έχει κάνει και ποιο του υπολείπεται να κάνει ακόμη ;
2. Να βρείτε όλα τα κλάσματα που είναι ίσα με το 48/64 και έχουν όρους μικρό​τερους.
3. Να βρείτε ένα κλάσμα ίσο με το 11/5 , που να έχει παρονομαστή μεγαλύτερο από το 25 και μικρότερο από το 35.
4. Να βρείτε ένα κλάσμα που να είναι:
α) μεγαλύτερο από το 2/5 και μικρότερο από το 3/4,

β) μεγαλύτερο από το 1/4 και μικρότερο από το 1/3.
5. Να βάλετε σε σειρά από το μικρότερο προς το μεγαλύτερο τα κλάσματα 1/3, 2/7, 7/4,2/5.
6. Να κάνετε τις πράξεις:
i)
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ii) 
[image: image200.wmf]23

3

27

7

-


iii)
[image: image201.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

+

-

2

1

3

2

2

15

4

3

1



[image: image202.wmf]A


7. Ο τροχός του διπλανού σχήματος γυρίζει πρώτα αντίθετα με την κίνηση των δεικτών του ρολογιού, κατά το 
[image: image203.wmf]2
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 και μετά σύμφωνα με την κίνηση των δεικτών του ρολογιού κατά το 
[image: image204.wmf]3
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 μιας πλήρους στροφής. Να σημειώσετε στο σχέδιο την τελική θέση Α΄ του σημείου Α και να βρείτε τι μέρος της στροφής  είναι το τόξο ΑΑ΄.
8. Να κάνετε τις πράξεις:
i) 
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ii) 
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iii) 
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iv) 
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v) 
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vi) 
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9. Να κάνετε τις πράξεις: 
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 και 
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. Είναι σωστό να ισχυρι​στούμε ότι (α:β):γ = α:(β:γ);
10. Μια ρόδα ποδηλάτου κάνει 1 στροφή σε 
[image: image213.wmf]4
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sec (δευτερόλεπτα) και το ποδήλατο διανύει 2m (μέτρα).
α) Τι κλάσμα της στροφής κάνει σε 8 sec;
β) Σε πόσο χρόνο το ποδήλατο θα διανύσει απόσταση 48m;

11.
Ένα αυτοκίνητο έχει διανύσει 76Km, που είναι τα 2/7 μιας διαδρομής που θέλει να κάνει.

α) Πόσα Km είναι όλη η διαδρομή;

β) Με τι ταχύτητα πρέπει να κινηθεί από εδώ και πέρα, ώστε το υπόλοιπο τμήμα της διαδρομής να το κάνει σε 2 ώρες;
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12.
Το δρομολόγιο ενός λεωφορείου αστικής συγκοινωνίας είναι από το Α(αφετηρία ) προς το Τ και επι​στροφή στο Α. Το λεωφορείο κάνει 5 ενδιάμεσες στάσεις στα σημεία Β, Γ, Δ, Ε και Ζ (όπως στο σχήμα) που χωρίζουν τη διαδρομή ΑΤ σε 6 ίσα μέρη. 
α)
Αν το λεωφορείο έκανε 8 φορές τα 2/3 της απόστασης ΑΤ, πόσες φορές πέρασε από τη στάση Δ;
β)
Αν οι στάσεις απέχουν μεταξύ τους 500m, πόσα Km διάνυσε το λεωφορείο στην προηγούμενη περίπτωση;
13.
Ο ανελκυστήρας μιας πολυκατοικίας έχει ανέβει τα 40% των ορόφων της, ενώ υπάρχουν ακόμη άλλοι 6 όροφοι. Πόσους ορόφους έχει η πολυκατοικία;

14
Για έναν έμπορο το κόστος ενός ψυγείου είναι 120000 δρχ, ενώ το πουλάει 150000 δρχ. Πόσο είναι το ποσοστό (%) του κέρδους;

15.
Ένας καταστηματάρχης ηλεκτρικών ειδών πούλησε με ζημία 20 % μια ηλεκτρική κουζίνα παλαιάς τεχνολογίας και εισέπραξε 70000 δρχ. Ποιο ήταν για τον  κατά​στηματάρχη το κόστος της κουζίνας και πόσες δραχμές ζημιώθηκε ;

16.
Σε ένα μηχανουργείο εργάζονται 15 τορναδόροι, 4 τρυπανιστές και 1 φρεζαδόρος. Τι ποσοστό στα εκατό του συνολικού αριθμού των εργαζομένων αντιστοιχεί σε καθεμιά από τις παραπάνω ειδικότητες;
17.
Ένας προσωπικός Η/Υ (P.C) χάνει κάθε χρόνο περίπου το 8% της αξίας που είχε τον προηγούμενο χρόνο. Αν σήμερα  η αξία ενός  Η/Υ είναι 400000δρχ, πόσο θα αξίζει μετά δύο χρόνια;

18. Τα ποσοστά συνιδιοκτησίας σε μια πολυκατοικία  6 διαμερισμάτων είναι 95‰ ,   120‰, 180‰, 195‰, 200‰ και 210‰. Αν ο διαχειριστής έδωσε 108000 δρχ για την αγορά του πετρελαίου θέρμανσης, να βρείτε πόσο θα πληρώσει ο ιδιοκτήτης κάθε διαμερίσματος.

1.4

Οι δεκαδικοί της Αριθμητικής - Πράξεις

Η έννοια του δεκαδικού αριθμού
Κλάσματα όπως τα 
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,κτλ , που έχουν παρονομαστή 10, 100, 1000,... λέγονται δεκαδικά κλάσματα και οι αντίστοιχες κλασματικές μονάδες 
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, κτλ λέγονται δεκαδικές κλασματικές μονάδες.

Είναι:

1 = 10(
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Δηλαδή η σειρά στις δεκαδικές κλασματικές μονάδες από την μεγαλύτερη στη μικρότερη είναι:
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Καθεμιά από αυτές είναι 10 φορές μεγαλύτερη από την αμέσως επόμενη και η ακέραια μονάδα 1 είναι 10 φορές μεγαλύτερη από την κλασματική μονάδα 
[image: image225.wmf]10
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Τα δεκαδικά κλάσματα μπορούμε να τα γράψουμε και με άλλη μορφή. Γράφουμε τον αριθμητή και ανάμεσα στα ψηφία του το σύμβολο της υποδιαστολής (,) σε τέτοια θέση ώστε να έχει δεξιά της τόσα ψηφία όσα είναι τα μηδενικά του παρονομαστή.

Έτσι: 
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Τα δεκαδικά κλάσματα με αυτή τη μορφή λέγονται δεκαδικοί αριθμοί.

Τα παραπάνω κλάσματα μπορούμε επίσης να τα γράψουμε και ως εξής:
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[image: image231.wmf]1000

3

100

1

10

0

1000

3

1000

10

1000

100

0

1000

35000

1000

3

10

100

0

35000

1000

35013

35

+

+

+

=

+

+

×

+

=

+

+

×

+

=


Βλέπουμε ότι η υποδιαστολή μπαίνει σε εκείνη τη θέση όπου χωρίζονται οι ακέραιες μονάδες του κλάσματος από τις δεκαδικές κλασματικές μονάδες του.

Γι’ αυτό και τα ψηφία που είναι αριστερά της υποδιαστολής λέμε ότι αποτελούν το ακέραιο μέρος του δεκαδικού αριθμού, ενώ αυτά που είναι δεξιά της αποτελούν το δεκαδικό μέρος.
Το πρώτο δεκαδικό ψηφίο (αμέσως μετά την υποδιαστολή) λέγεται δέκατο, το αμέσως επόμενο λέγεται εκατοστό, το επόμενο χιλιοστό και τα άλλα με σειρά δεκάκις χιλιοστό, εκατοντάκις χιλιοστό, εκατομμυριοστό, κτλ. Π.χ. Ο δεκα​δικός αριθμός 0,025 έχει 0 ακέραιες μονάδες, 0 δέκατα, 2 εκατοστά και 5 χιλι​οστά ή αλλιώς 0 ακέραιες μονάδες και 25 χιλιοστά και είναι το κλάσμα 
[image: image232.wmf]1000
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Ιδιότητες δεκαδικών αριθμών

Παρατηρώντας τα παραδείγματα που ακολουθούν, εύκολα συμπεραίνουμε τις αντίστοιχες (πρακτικές) ιδιότητες των δεκαδικών αριθμών, που γράφονται δίπλα.
α) Είναι:

   5=5+0=5+
[image: image233.wmf]10
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  18=18+0=18+
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Οι ακέραιοι γράφονται με τη μορφή των δεκαδικών αριθμών, αν τους βάλουμε δεκαδικό μέρος το 0.

β) Είναι:
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Άρα 3,2=3,20=3,200=3,2000=...
Στο τέλος του δεκ. μέρους ενός δεκαδικού αριθμού μπορούμε να βάλουμε οσαδήποτε μηδενικά ή να παραλείψουμε από το τέλος του όσα μηδενικά έχει.

γ) Είναι:
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δ) Είναι:
Ο πολλαπλασιασμός ενός δεκαδικού αριθμού με το 10, 100, 1000,... μετακινεί την υποδιαστολή μία, δύο, τρεις,... θέσεις προς τα δεξιά αντι​στοίχως.
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Η διαίρεση ενός δεκα​δικού αριθμού με το 10, 100, 1000,... μετακινεί την υπο​διαστολή μία, δύο, τρεις,.... θέσεις προς τα αριστερά αντιστοίχως.
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Πράξεις με δεκαδικούς αριθμούς
Πρόσθεση, Αφαίρεση

Γνωρίζουμε ότι, για να προσθέσουμε ή να αφαιρέσουμε φυσικούς αριθμούς, προ​σθέτουμε ή αφαιρούμε (αντιστοίχως) τα ψηφία που παριστάνουν μονάδες της ίδιας τάξης μεταξύ τους.

Με τον ίδιο τρόπο γίνεται η πρόσθεση και η αφαίρεση στους δεκαδικούς αριθμούς. Π.χ.

i) 14,8+2,54

ii)
14,8(2,54



1 4 , 8 0

1 4 , 8 0



+ 2 , 5 4

( 2 , 5 4



1 7 , 3 4

1 2 , 2 6


14,8+2,54=17,34

14,8(2,54=12,26

Πολλαπλασιασμός

Ξέρουμε ότι: 2,013=
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Άρα, 2,013(12,1=
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Στο δεκαδικό κλάσμα 
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 παρατηρούμε ότι ο αριθμητής προκύπτει από το γινόμενο των δεκαδικών αριθμών, χωρίς να λάβουμε υπόψη τις υποδιαστολές, ενώ ο παρονομαστής έχει τόσα μηδενικά όσα είναι τα δεκαδικά ψηφία των δύο παραγόντων μαζί.

Έτσι, για να βρούμε το γινόμενο δεκαδικών αριθμών τους πολλαπλασιάζουμε σαν να είναι ακέραιοι και στο αποτέλεσμα βάζουμε την υποδιαστολή σε eκείνη τη θέση, ώστε να έχει δεξιά της τόσα δεκαδικά ψηφία όσα είναι μαζί τα δεκαδικά ψηφία των παραγόντων. Π.χ.

i) 13,12(1,3

ii)
0,013(0,21


13,12

0,013



( 1,3

( 0,21



3936

0013



1312((

0026((


17,056

0,00273


13,12(1,3=17,056

0,013(0,21=0,00273

Διαίρεση

Υπενθυμίζουμε ότι:

( Η διαίρεση ενός δεκαδικού με ένα φυσικό αριθμό ((0) γίνεται όπως στους ακέραιους της αριθμητικής με τη διαφορά ότι, όταν τελειώσει η διαίρεση του ακέραιου μέρους του δεκαδικού βάζουμε υποδιαστολή στο πηλίκο για να συνεχίσουμε. Π.χ.

63,4
4

23

  3 4

     20

       0
15,85

63,4:4 = 15,85

Σε μια διαίρεση, όπως η παραπάνω, που το υπόλοιπο είναι 0, το πηλίκο της εκφράζει με ακρίβεια το αποτέλεσμα. Αν το υπόλοιπο δεν είναι 0, τότε το πηλίκο εκφράζει κατά προσέγγιση το αποτέλεσμα. Π.χ.

9,4
6

3 4

   40

     4
1,56

9,4:6 ( 1 Πηλίκο με προσέγγιση ακέραιας μονάδας (και με έλλειψη).

9,4:6 ( 1,5 Πηλίκο με προσέγγιση δεκάτου (και με έλλειψη).
9,4:6 ( 1,56 Πηλίκο με προσέγγιση εκατοστού. (και με έλλειψη).κτλ.
Οι παραπάνω προσεγγίσεις γίνονται προσεγγίσεις με “υπεροχή” αν αυξήσουμε κατά 1 το αντίστοιχο ψηφίο τους.

9,4:6 ( 2
Πηλίκο με προσέγγιση ακέραιας μονάδας (και με υπεροχή).
9,4:6 ( 1,6
Πηλίκο με προσέγγιση δεκάτου (και με υπεροχή).
9,4:6 ( 1,57
Πηλίκο με προσέγγιση εκατοστού (και με υπεροχή). κτλ.
0,299
13
μετατρέπεται σε
2,99
13




3 9

   0
0,23

( Η διαίρεση δεκαδικού με δεκαδικό γίνεται αφού πρώτα πολλαπλασιάσουμε και τους δύο με κατάλληλη δύναμη του10 για να γίνει ο διαιρέτης φυσικός αριθμός. Π.χ. η διαίρεση

Ποσοστά με δεκαδικούς αριθμούς

Όπως το πηλίκο της διαίρεσης 5:100 μπορούμε να το γράψουμε

5:100 = 
[image: image248.wmf]100

5

 = 5% έτσι και το πηλίκο της διαίρεσης 5,2:100 μπορούμε να το γράψουμε με τον ίδιο τρόπο σαν ποσοστό (%), 5,2:100 = 
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Το κλάσμα 
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 είναι στην πραγματικότητα ένα σύνθετο κλάσμα, 
[image: image251.wmf]100

2

,

5

=
[image: image252.wmf]100

10

52

.
Π.χ. Σε μια ασφαλιστική εταιρεία, τα συμβόλαια ασφάλισης του 38,5% των αυτoκινήτων περιλαμβάνουν και την κάλυψη «οδικής βοήθειας». Πώς ερμη​νεύεται αυτό το ποσοστό;

Το ποσοστό 38,5% σημαίνει ότι, αν η ασφαλιστική εταιρεία έχει ασφαλίσει 100 αυτοκίνητα, τότε αυτά που έχουν οδική τεχνική υποστήριξη είναι 38,5. Καταλαβαίνουμε ότι αυτό δεν έχει νόημα, γιατί μισό αυτοκίνητο δεν ασφαλίζεται. Σε τέτοιες περιπτώσεις μετατρέπουμε το κλάσμα που παριστάνει το ποσοστό σε άλλο ισοδύναμο, πολλαπλασιάζοντας τους όρους του με κατάλ​ληλο αριθμό για να γίνουν ακέραιοι.

Έτσι, το 38,5 στα 100 είναι το ίδιο με το 77 στα 200, που για το παράδειγμά μας σημαίνει ότι, αν η ασφαλ. εταιρεία έχει ασφαλίσει 200 αυτοκίνητα, τότε αυτά που έχουν οδική τεχνική υποστήριξη είναι 77.

Θα μπορούσαμε ακόμη το 38,5% να το γράψουμε 385‰.

Στρογγυλοποίηση αριθμών

Τα προβλήματα της καθημερινής ζωής των ανθρώπων δεν χρειάζονται την απόλυτη ακρίβεια στους αριθμητικούς υπολογισμούς. Γι’ αυτό, ανάλογα με το πρόβλημα, χρησιμοποιούμε κατάλληλες προσεγγίσεις. Και η στρογγυλοποίηση είναι μια μορφή αριθμητικής προσέγγισης.

Π.χ.

Αν ενδιαφερόμαστε για το ύψος μιας πολυκατοικίας, δεν έχει καμιά σημασία να πούμε ότι είναι 50m και 30cm (ή αλλιώς 50,30m). Θα πούμε απλά 50m. Δηλαδή στρογγυλοποιήσαμε τον αριθμό 50,3 στον ακέραιο 50. Αν όμως θέλουμε σε αυτήν την πολυκατοικία να βάλουμε μια υδρορροή, τότε θα πάρουμε υπόψη μας και τα 30 cm. Αν το ύψος της πολυκατοικίας ήταν 50,70m, τότε θα λέγαμε με “στρογγυλό” αριθμό ότι είναι 51m.

Γενικά κατά τη στρογγυλοποίηση ενός αριθμού σε ένα ψηφίο του, παίρνουμε υπόψη μας το ψηφίο που ακολουθεί. Αν είναι ίσο ή μεγαλύτερο του 5, τότε στρογγυλοποιούμε “προς τα πάνω”, ενώ αν είναι μικρότερο του 5, στρογγυλο​ποιούμε “προς τα κάτω”.

Π.χ.

Η στρογγυλοποίηση του 635,73 στις ακέραιες μονάδες είναι 636, η στρογγυλοποίηση στις δεκάδες είναι 640 και στις εκατοντάδες είναι 600.

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ


[image: image253.wmf]
1. Ένα τετράγωνο χαρτόνι με πλευρά 30cm ζυγίζει 8,5gr. Κόβουμε στις 4 γωνίες του από ένα τετράγωνο πλευράς 11cm.

α) Τι ποσοστό (%) της αρχικής επιφάνειας του χαρτονιού είναι αυτό που έμεινε;

β) Περίπου πόσο ζυγίζει αυτό που έμεινε; (Να γίνει στρογγυλοποίηση στις ακέραιες μονά​δες).

ΛΥΣΗ

α) Η επιφάνεια του αρχικού τετραγώνου είναι 30(30=900cm2. Κάθε τετράγωνο που κόβουμε έχει επιφάνεια 11(11=121cm2, οπότε και τα τέσσερα μαζί είναι 4(121=484cm2. Άρα η επιφάνεια του κομματιού που μένει είναι 900(484=416cm2.

Το ζητούμενο ποσοστό είναι  
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β) Το κομμάτι που έμεινε ζυγίζει 8,5(
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ
1. Να χαρακτηρίσετε καθεμιά από τις παρακάτω ισότητες, βάζοντας ένα Χ στο αντί​στοιχο πλαίσιο του Σ (σωστό) ή του Λ (λάθος).


Σ
Λ


Σ
Λ
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2. Να κάνετε τις πράξεις:


i) 0,028+82
ii) 1,04(1,005
iii) 100, 01(2,1
iv) (3,05(0,2)((2+0,85) 

3. Να βρείτε τα ανάγωγα κλάσματα που είναι ίσα αντιστοίχως με τους παρακάτω δεκαδικούς αριθμούς. Να επαληθεύσετε μετά με ένα «κομπιουτεράκι» τα αποτε​λέσματα που βρήκατε.


 45,5          0,072             1,1125             2,88         34,48 

4.
Να κάνετε τις πράξεις:

i) 0 ,03(30,8      ii) 1,001(11      iii) 12(2,31(0,1    iv) 123,5(25,32(1,75
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5.
Το διπλανό σχήμα παριστάνει ένα οικό​πεδο που τα μήκη των πλευρών του εκφράζονται σε m.

i) Να βρείτε τα μήκη των πλευρών α και β.

ii) Πόσο θα πληρώσουμε για το πλέγμα περίφραξης, αν αυτό κοστίζει 320δρχ το τρέχον μέτρο ;
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6. Στη διπλανή πυραμίδα οι αριθμοί κάθε οριζόντιας σειράς προκύπτουν σύμφωνα με τον προσθετικό κανόνα του παρακάτω σχήματος. Να συμπληρώσετε τις κενές θέσεις.


[image: image262.wmf]Α
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7.
Να κάνετε τις διαιρέσεις:

i) 822,36: 4
ii) 82,236:0,4
iii) 0,575:1,25
iv)  43,74:0,108 

8
Ο πληθυσμός μιας πόλης αυξήθηκε από 20500 σε 26000 άτομα. Να βρείτε με προσέγγιση δεκάτου το ποσοστό (%) της αύξησης. 

9. Να συμπληρώσετε τον πίνακα. 

Κλάσμα
1/8



5/8


Δεκαδικός

0,25

0,5

1,0

Ποσοστό


37,5%





[image: image263.wmf]A

Γ

B

400 m

700m


10
Ένας πεζός ξεκινάει από το σημείο Α και βαδίζει προς το σημείο Β. Όταν φτάσει στο σημείο Γ, τι ποσοστό (%) της από​στασης ΑΒ έχει διανύσει ;

11.
Οι μονάδες του μήκους που χρησιμοποιούν οι Αγγλο​σάξονες είναι:


1 Αγγλ. μίλι  1609m,  1 Υάρδα (1yd)  m, 1 Πόδι (1ft) m,


1 Ίντσα (1 in) m,    1 yd ft, 1ft = 12 in,


Βρείτε α) Πόσα mm είναι τα: 2in, ½ in, ¾ in 


            β) Πόσες yd είναι τα: 1Km, 100m, 80cm

12 Να συμπληρώσετε τις παρακάτω ισότητες.

0,025km
=
...cm
35000000cm2
=
...m2
0,5lit
=
...cm3

800m
=
...km
1,58m2
=
...mm2
20000000mm3
=
...m3

32,5mm
=
...dm
0,06στρ
=
...cm2
0,035cm3
=
...lit

65,2cm
=
...mm
6500m2
=
...στρ
6520cm3
=
...m3


(Αν δε θυμάστε τις σχέσεις αυτών των μονάδων μέτρησης, δείτε τις κλίμακες με τις κυριότερες μονάδες μήκους, εμβαδού και όγκου σε επόμενη σελίδα)

13.
Για να ανοίξουμε τρύπες σε μια πλάκα σιδήρου χρησιμοποιούμε ηλεκτρικό τρυπάνι που κάνει 17 στροφές το δευτερόλεπτο και προχωράει κατά 0,5mm σε κάθε στροφή. Πόσος χρόνος σε sec θα χρειαστεί για το άνοιγμα μιας τρύπας σε πλάκα σιδήρου πάχους 3,4cm ;

14. Το ντουραλουμίνιο είναι ένα κράμα, που το 4% του βάρους του είναι χαλκός, το 0,5% είναι μαγνήσιο, το 0,5% είναι μαγγάνιο και το υπόλοιπο είναι αλουμίνιο. Διαθέτουμε 323gr αλουμινίου. Πόσο βάρος χαλκού, μαγνησίου και μαγγανίου πρέπει να πάρουμε, για να παρασκευάσουμε το κράμα ;

15. Ένα φορτηγό με ωφέλιμο φορτίο 4,6 τόνους πρόκειται να μεταφέρει αμιαντο​σωλήνες των 6 m. Πόσους σωλήνες μπορεί να φορτώσει, αν ξέρουμε ότι 1m από αυτούς ζυγίζει 12,7kg;

16. Ένας οδηγός έκανε με το αυτοκίνητό του 350 Km και διαπίστωσε πως, από τα 50 λίτρα που είχε το δοχείο βενζίνης (ρεζερβουάρ) όταν ξεκίνησε, του έμειναν 22 λίτρα. Aν 1 λίτρο βενζίνης έχει 190,6 δρχ, πόσες δραχμές περίπου του κοόστισε ανά χιλιόμετρο η βενζίνηπου κατανάλωσε;

17. Ένα κομμάτι σίδερο όταν κατεργαστεί, χάνει το 7,6% του βάρους του. Πόσο βάρος πρέπει να έχει το σίδερο, ώστε μετά την κατεργασία του να μείνει κομμάτι με βάρος 3,5kg;
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18.
Στο διπλανό σχέδιο οι πλευρές ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ και ΔΕ είναι ίσες. 


α) Ένας πεζός κάνει τη διαδρομή ΑΒΓΔΕΑ σε 1/3 της ώρας. Αν η ταχύτητά του είναι 4,41Km/h (χιλιόμ. την ώρα), να βρεθεί το x που παριστάνει το μήκος της πλευράς ΑΕ. 

β) Πόσο πρέπει να αυξήσει την ταχύτητά του για να κάνει τη διαδρομή σε 1/4 της ώρας; (Οι αποστάσεις στο σχήμα είναι σε Km).
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19. Το διπλανό σχήμα παριστάνει μια σκάλα με ύψος 2,85 m κα οριζόντιο πλάτος 3,9 m. Η σκάλα έχει 15 σκαλοπάτια και όλα έχουν το ίδιο πλάτος  α  και το ίδιο ύψος  β.


i) Βρείτε πόσα cm είναι το ύψος και πόσα το πλάτος κάθε σκαλοπατιού.

ii) Πολλαπλασιάστε το ύψος που βρήκατε με το 2 και προσθέστε το πλάτος ενός σκαλοπατιού. Να συγκρί​νετε το αποτέλεσμα, που θα βρείτε με το μήκος ενός κανονικού βήματος του ανθρώπου, που είναι 64 cm.
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20. Αφήνουμε από κάποιο ύψος να πέσει προς το έδαφος μια μικρή ελαστική μπάλα. Η μπάλα αναπηδά κάθε φορά σε ύψος ίσο με τα ¾ του προηγού​μενου. Αν ξέρουμε ότι στη 2η αναπήδηση η μπάλα έφτασε σε ύψος 1,15m, να βρείτε με προσέγγιση εκατοστού το ύψος της 1ης αναπήδησης και το αρχικό ύψος, από το οποίο την αφήσαμε να πέσει.

Οι κυριότερες μονάδες μήκους
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Για κάθε ένα σκαλοπάτι που κατεβαίνουμε ( ή ανεβαίνουμε ) πολλαπλασιάζουμε ( ή διαιρούμε ) με το 10.
Οι κυριότερες μονάδες εμβαδού
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Για κάθε ένα σκαλοπάτι που κατεβαίνουμε ( ή ανεβαίνουμε ) πολλαπλασιάζουμε ( ή διαιρούμε ) με το 100.

Χρησιμοποιείται επίσης το στρέμμα.   1 στρέμμα = 1000 m2
Οι κυριότερες μονάδες όγκου
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Για κάθε ένα σκαλοπάτι που κατεβαίνουμε ( ή ανεβαίνουμε ) πολλαπλασιάζουμε ( ή διαιρούμε ) με το 1000.

1.5

Οι πραγματικοί αριθμοί  - Πράξεις.
[image: image270.wmf]+
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Η έννοια του θετικού-αρνητικού αριθμού

Από την εμπειρία μας καταλαβαίνουμε ότι στις παρακάτω προτάσεις α και β υπάρχει μια σημαν​τική διαφορά.
α.   « Η θερμοκρασία  είναι 30 βαθμοί πάνω από το  0 »

β.   « Η θερμοκρασία  είναι 30 βαθμοί κάτω από το  0 »

Αυτό που κάνει τις προτάσεις να διαφέρουν μεταξύ τους είναι οι εκφράσεις «πάνω από το 0» και «κάτω από το 0» Ο αριθμός 30 με αυτές τις εκφράσεις αποκτά διαφορετική σημασία.

Τους αριθμούς που είναι «πάνω από το 0» (δηλαδή, τους μεγαλύτερους από το 0) τους λέμε θετικούς, ενώ αυτούς που είναι  «κάτω από το 0» (τους μικρότερους από το 0) τους λέμε αρνητικούς.

Έτσι ο ακέραιος αριθμός 30 στην α πρόταση θεωρείται θετικός, ενώ στη β αρνητικός.

Με τον ίδιο τρόπο και οι άλλοι αριθμοί (δεκαδικοί, κλάσματα, ποσοστά) μπορούν να χαρακτηριστούν θετικοί ή αρνητικοί.

Ας πάρουμε για παράδειγμα τις εκφράσεις :

« 45,6  m  πάνω από την επιφάνεια της θάλασσας »

« 45,6  m  κάτω από την επιφάνεια της θάλασσας »

Στην πρώτη ο δεκαδικός αριθμός 45,6 θεωρείται θετικός, ενώ στη δεύτερη αρνητικός.

Με τον ίδιο τρόπο στην έκφραση «Η εταιρεία παρουσίασε κέρδη 50%» θεωρείται θετικό το ποσοστό 50%, ενώ στην έκφραση «Η εταιρεία παρουσίασε  ζημιά 50%» το ποσοστό 50% θεωρείται αρνητικό.

Ο αριθμός 0 δεν είναι ούτε θετικός, ούτε αρνητικός.

Την ίδια διάκριση, σε θετικό ή αρνητικό αριθμό, κάνουμε και στους άρρητους.

Έτσι οποιοσδήποτε πραγματικός αριθμός ((0) ή θα είναι θετικός ή θα είναι αρνητικός.

Στους αρνητικούς αριθμούς βάζουμε το πρόσημο “(” μπροστά τους, ενώ στους θετικούς το πρόσημο “+”. Τους θετικούς αριθμούς μπορούμε να τους γράφουμε και χωρίς το πρόσημό τους. Για παράδειγμα, γράφουμε τον αριθμό 30 και εννοούμε τον +30, ενώ τον αρνητικό αριθμό 30 πρέπει να τον γράφουμε (30.

Όταν θέλουμε να αναφερθούμε γενικά σε έναν πραγματικό αριθμό και όχι σε κάποιον συγκεκριμένα, αυτό το δηλώνουμε με ένα μικρό γράμμα. Για παράδειγμα λέμε «ο αριθμός α » και εννοούμε έναν οποιοδήποτε πραγματικό αριθμό, ρητό ή άρρητο, θετικό ή αρνητικό.

Στα Μαθηματικά χρησιμοποιούμε και τις παρακάτω εκφράσεις:

«Ο αριθμός α είναι μη αρνητικός» ή «ο αριθμός α είναι μη θετικός». Αυτό για την πρώτη έκφραση σημαίνει ότι ο α μπορεί να είναι θετικός ή 0, και γράφουμε α(0, ενώ για τη δεύτερη ότι ο α μπορεί να είναι αρνητικός ή 0, και γράφουμε α(0.

Να προσέξουμε ότι, όταν γράφουμε ένα συγκεκριμένο πραγματικό αριθμό, αυτός φαίνεται αν είναι θετικός ή αρνητικός από το πρόσημο που έχει μπροστά του. Όταν όμως αναφερόμαστε σε έναν τυχαίο πραγματικό αριθμό και τον γράφουμε με ένα γράμμα π.χ το α, δεν ξέρουμε αν αυτός είναι θετικός ή αρνητικός. Μπορεί να είναι θετικός π.χ  α = 30, μπορεί να είναι αρνητικός π.χ  α = (30 ή μπορεί να είναι το μηδέν  α = 0.

Οι συγκεκριμένοι αριθμοί που έχουν το ίδιο πρόσημο, όπως οι +8 και 
[image: image271.wmf]2

3

, λέγονται ομόσημοι, ενώ αυτοί που έχουν διαφορετικό πρόσημο, όπως οι (8 και 15, λέγονται ετερόσημοι. 

Οι αριθμοί +30 και (30 διαφέρουν μόνο στο πρόσημό τους. Γι’ αυτό και καθένας από αυτούς λέγεται αντίθετος του άλλου. Το ίδιο λέμε και για τους αριθμούς (
[image: image272.wmf]3
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και +
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Γενικά, Αντίθετοι λέγονται δύο πραγματικοί αριθμοί, που διαφέρουν μόνο στο πρόσημό τους.

Τον αντίθετο ενός αριθμού α τον συμβολίζουμε (α. Έτσι ο αντίθετος του (α (που είναι ο α) γράφεται (((α).

Δηλαδή είναι :
(((α) = α.

Άξονας των πραγματικών αριθμών - Απόλυτη τιμή πραγματικού αριθμού

Γνωρίζουμε από το γυμνάσιο ότι οι πραγματικοί αριθμοί μπορούν να παρα​σταθούν με σημεία μιας ευθείας έτσι, ώστε σε κάθε πραγματικό αριθμό να αντιστοιχεί ένα σημείο της ευθείας, και αντιστρόφως, σε κάθε σημείο της ευθείας να αντιστοιχεί ένας πραγματικός αριθμός.

Η ευθεία αυτή λέγεται άξονας των πραγματικών αριθμών.

[image: image274.wmf]-3/2
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Το σημείο Ο, που παριστάνει τον αριθμό 0, λέγεται αρχή του άξονα.

Το τμήμα ΟΑ, που τα άκρα του παριστάνουν τους αριθμούς 0 και 1, λέγεται μοναδιαίο και με αυτό βρίσκουμε τα σημεία που παριστάνουν τους άλλους πραγματικούς αριθμούς.

Τις θέσεις των άρρητων αριθμών πάνω στην ευθεία τις βρίσκουμε αντικαθιστώντας τους άρρητους με μια προσέγγισή τους. Όση καλύτερη προσέγγιση πάρουμε στον άρρητο τόσο ακριβέστερα προσδιορίζουμε το σημείο της ευθείας που τον παριστάνει.

Στο σημείο Β αντιστοιχεί ο αριθμός +2. Η απόσταση του Β από το Ο είναι 2 μονάδες. Λέμε τότε ότι η απόλυτη τιμή του αριθμού +2 είναι το 2. Αυτό το γράφουμε ως εξής: |+2|= 2. Ομοίως ο αριθμός -3 αντιστοιχίζεται στο σημείο Γ, το οποίο απέχει από το Ο 3 μονάδες. Έτσι λέμε ότι η απόλυτη τιμή του αριθμού (3 είναι το 3 και γράφουμε |(3|=3.

Γενικά: Η απόσταση του σημείου που παριστάνει ένα αριθμό α από την αρχή Ο του άξονα λέγεται απόλυτη τιμή του α και γράφεται |α|.

Είναι φανερό ότι |0|=0.

Πράξεις με ρητούς αριθμούς

 Οι πράξεις στους ρητούς αριθμούς γίνονται σύμφωνα με τους παρακάτω κανόνες, που ξέρουμε από το Γυμνάσιο.


[image: image275.wmf]
(1) Για να προσθέσουμε ομόσημους ρητούς, προσθέτουμε τις απόλυτες τιμές τους και στο άθροισμά τους βάζουμε το ίδιο πρόσημο που έχουν οι προσθετέοι. 

Π.χ

i)  (+5) + (+3) = 8                    ή απλά          5 + 3 = 8

ii) ((5) + ((3) = (8                 ή απλά        (5 ( 3 = (8
Μπορούμε να παραλεί​ψουμε το σύμβολο + της προσθεσης.

iii) ((
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(
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Όταν οι ρητοί αντιπρο​σωπεύονται από ετερώ​νυμα κλάσματα, τα τρέπουμε σε ομώνυμα.


[image: image282.wmf]
(2) Για να προσθέσουμε δύο ετερόσημους ρητούς, αφαιρούμε τις απόλυτες τιμές τους (τη μικρότερη από τη μεγαλύτερη) και στη διαφορά τους βάζουμε το πρόσημο  του ρητού, που έχει τη μεγαλύτερη απόλυτη τιμή. 

Ειδικά το άθροισμα δύο αντίθετων ρητών είναι μηδέν.

Π.χ

ι)       ((5) + (+3) = (2                          ή απλά      (5+3 = (2 

ιι)      ((5) + (+7) = 2                             ή απλά       (5+7 = 2 

ιιι)    (+0,01) + ((32,1) = (32,09           ή απλά      0,01(32,1 = (32,09 

(3) Για να αφαιρέσουμε ένα ρητό αριθμό β από έναν άλλο ρητό α , αρκεί να προσθέσουμε στον α τον αντίθετο του β.

Δηλαδή:                                                α ( β = α + ((β )

Π.χ. (+10) ( ((12) = (+10) + (+12) = 22     ή απλά     (+10) ( ((12) = 10 + 12 = 22

Ας θεωρήσουμε το αλγεβρικό άθροισμα ((2)+((3) ( (+5) ( ((4)+(+6), (είναι μια σειρά από προσθέσεις και αφαιρέσεις). Προκειμένου να κάνουμε τις πράξεις σε αυτό, έχουμε:

((2) + ((3) ( (+5) ( ((4) + (+8) =

= ((2) + ((3) + ((5) + (+4) + (+8) =

= ((10) + (+12) =

= 2
Τρέπουμε τις αφαιρέσεις σε προσθέσεις των αντίθετων.

Βρίσκουμε το άθροισμα των          ομοσήμων.

Βρίσκουμε το τελικό από​τέλεσμα.

Πιο απλά το παραπάνω άθροισμα γράφεται: ((2) + ((3) ( (+5) ( ((4) + (+8) = ((2) + ((3) + ((5) + (+4) + (+8) = (2 ( 3 ( 5 + 4 + 8 = (10 + 12 = 2.

Ας θεωρήσουμε τώρα ένα αλγεβρικό άθροισμα, του οποίου κάποιοι όροι είναι και αυτοί αλγεβρικά αθροίσματα: ((+2(5) +((1+3) (((3(2)+(+4(7(5)((+1).

Επειδή δύο αθροίσματα με αντίθετους όρους είναι αντίθετοι αριθμοί, γι’ αυτό στο αλγεβρικό άθροισμα μπορούμε να εξαλείψουμε τις παρενθέσεις ακολου​θώντας τους εξής κανόνες:

·  Όταν  μπροστά από την παρένθεση υπάρχει το + γράφουμε τους όρους που είναι μέσα στην παρένθεση με το πρόσημο που έχουν.

·  Όταν μπροστά από την παρένθεση υπάρχει το (, γράφουμε τους όρους που είναι μέσα στην παρένθεση με το αντίθετο πρόσημο.

Έτσι, ((+2(5) +((1+3) (((3(2) +(+4(7(5) ((+1)=(2+5(1+3+3+2+4(7(5(1= (16+17 = 1.


[image: image283.wmf]
(4) Για να πολλαπλασιάσουμε δύο ρητούς, πολλαπλασιάζουμε τις απόλυτες τιμές τους και στο γινόμενό τους βάζουμε το πρόσημο +, αν είναι ομόσημοι ή το πρόσημο (, αν είναι ετερόσημοι.

Π.χ

i) ((6)(((2) = 12
ii) ((6)((+2) = (12
iii) (+6 )((+2 ) = 12

iv) (+
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[image: image285.wmf]3

10

.
Ρητοί που έχουν γινόμενο 1 λέγονται αντίστροφοι. Π.χ οι (
[image: image286.wmf]4

7

 και (
[image: image287.wmf]7

4

 είναι αντίστροφοι. Οι αντίστροφοι έχουν το ίδιο πρόσημο.

Είναι φανερό πως, όταν το γινόμενο δύο (ή περισσότερων) αριθμών είναι 0, τότε ένας τουλάχιστον από αυτούς είναι 0.

Δηλαδή:       αν α(β = 0   τότε    α = 0  ή   β = 0.

Το «α= 0 ή β = 0» σημαίνει ότι τουλάχιστον ένας από τους α, β είναι μηδέν.

Γενικότερα, ο σύνδεσμος «ή» θα συνδέει δύο ισχυρισμούς (π.χ  ισότητες, ανισότητες κ.τ.λ) μόνο στην περίπτωση που ένας τουλάχιστον από αυτούς  τους ισχυρισμούς αληθεύει.

Επίσης είναι φανερό πως, αν το γινόμενο δύο (ή περισσότερων) αριθμών δεν είναι 0, τότε κανένας από τους παράγοντές του δεν είναι 0 (γιατί αν ήταν έστω και ένας 0, θα ήταν  και το γινόμενο 0). 

Δηλαδή:      αν α(β ( 0   τότε    α ( 0  και  β ( 0.

Το «α(0 και β(0» σημαίνει ότι ούτε ο α ούτε ο β είναι μηδέν.

Γενικότερα, ο σύνδεσμος «και» θα συνδέει δύο ισχυρισμούς μόνο στην περί​πτωση που και οι δύο αληθεύουν.


[image: image288.wmf]
(5) Για να διαιρέσουμε το ρητό α με το ρητό β ((0), διαιρούμε την απόλυτη τιμή του α με την απόλυτη τιμή του β  και στο πηλίκο βάζουμε το πρόσημο +, αν οι α,β είναι ομόσημοι ή το πρόσημο (, αν είναι ετερόσημοι.

Π.χ.

i) ((6):( (2) = 3

ii) ((6):(+2) = (3

iii)  (+6):( (5) = (1,2 = (
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iv) ((
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):(+3) = - (
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Το κλάσμα 
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 (β(0) μπορούμε να το γράφουμε με τη μορφή του πηλίκου α:β,

δηλαδή, 
[image: image295.wmf]β
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Έτσι, 
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Επίσης, 
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Δηλαδή όταν αλλάζουμε τα πρόσημα των όρων ενός κλάσματος, προκύπτει ίσο κλάσμα.

Μπορούμε λοιπόν να θεωρούμε όλα τα κλάσματα με θετικό παρονομαστή. Αν δεν είναι,   αλλάζουμε τα πρόσημα και των δύο όρων του.

Συνήθως το πρόσημο του αριθμητή το γράφουμε μπροστά από τη γραμμή του κλάσματος.

Έτσι τα κλάσματα 
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 τα γράφουμε ως εξής. 
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Επίσης, (
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Πράξεις με άρρητους αριθμούς

Στις πράξεις με άρρητους αριθμούς ισχύουν οι ίδιοι κανόνες των ρητών αριθμών. Για να βρούμε τα αποτελέσματα των πράξεων, που έχουν και άρρητους αριθμούς, αντικαθιστούμε τους άρρητους με κατάλληλες προσεγγίσεις. Π.χ έχουμε, π+
[image: image320.wmf]2

(3,14 + 1,41 = 4,55,    π
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Ιδιότητες της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασμού πραγματικών αριθμών

Οι γνωστές από το Γυμνάσιο ιδιότητες των πράξεων παρουσιάζονται σχημα​τικά στους παρακάτω πίνακες.


Πρόσθεση
Πολλαπλασιασμός
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Αντιμεταθετική
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Προσεταιριστική
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Προσεταιριστική
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β
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Επιμεριστική

Π.χ. Για να υπολογίσουμε ένα γινόμενο με πολλούς παράγοντες, εφαρμόζουμε διαδοχικά την προσεταιριστική ιδιότητα του πολλαπλασιασμού.

((3)((+2) ( (+4) ( ((2) ( ( (1) ( ( (5)= [((3) ( (+2)] ( (+4) ( ( (2) ( ( (1) ( ( (5) =
= [((6) ( (+4)] ( ( (2) ( ( (1) ( ( (5)=[((24) ( ( (2)] ( ( (1) ( ( (5) =

= [(+48) ( ( (1)] ( ( (5) =((48) ( ( (5)=+240 (θετικός αριθμός).

Ομοίως: ((3) ( (+2) ( (+4)( ((2)( ((1) =[((3)( (+2)]( (+4) ( ((2) ( ((1) =[((6) ( (+4)] ( ((2) ( ((1)= =[( (24) ( ((2)] ( ((1)=(+48) ( ((1) = -48 (αρνητικός αριθμός).
Βλέπουμε ότι, το πρόσημο του γινομένου πολλών παραγόντων είναι +, όταν το πλήθος των αρνητικών παραγόντων είναι άρτιος αριθμός, ή είναι -, όταν το πλήθος των αρνητικών  παραγόντων  είναι  περιττός αριθμός.

Ιδιότητες ισοτήτων

Αν προσθέσουμε και στα δύο μέλη της ισότητας
50= 
[image: image322.wmf]2
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τον ίδιο αριθμό γ (θετικό ή αρνητικό), θα βρούμε πάλι μια ισότητα 50+γ=
[image: image323.wmf]2
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+γ γιατί το άθροισμα δύο αριθμών  είναι ένας μοναδικός αριθμός.
Μπορούμε να προ​σθέσουμε στα μέλη μιας ισότητας τον ίδιο αριθμό.



Με τον ίδιο τρόπο, αν προσθέσουμε στα μέλη της ισότητας 50+γ=
[image: image324.wmf]2
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+γ τον αριθμό (γ, θα βρούμε την 

ισότητα 50+γ(γ = 
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+γ(γ ή 50=
[image: image326.wmf]2
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 (γιατί γ(γ = 0).
Μπορούμε να δια​γράψουμε από τα μέλη μιας ισότητας τον ίδιο προσθετέο                                       (Ιδιότητα διαγραφής προσθετέου).

Στις ισότητες 50 = 
[image: image327.wmf]2
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, 50+γ = 
[image: image328.wmf]2
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 + γ βλέπουμε ότι, αν ισχύει μία από αυτές, τότε ισχύει και η άλλη.
Γι’ αυτό λέμε ότι είναι ισοδύναμες και γράφουμε:

50=
[image: image329.wmf]2

100

 ( 50+γ = 
[image: image330.wmf]2
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+γ
Γενικά

  α=β ( α +γ=β+γ

(Διαβάζουμε: α=β ισο​δύναμο α + γ = β + γ)

Γενικότερα, το σύμβολο ( θα συνδέει δύο ισχυρισμούς μόνο στην περίπτωση που, όταν αληθεύει  ο πρώτος ισχυρισμός  αληθεύει  και  ο δεύτερος, και αντιστρόφως, όταν αληθεύει ο δεύτερος αληθεύει και ο πρώτος.

Προσθέτουμε στα μέλη της ισότητας 50 = 30+20 το 
(20 και βρίσκουμε 50 (20 = 30.

Επίσης, στα μέλη της 50(20 = 30 προσθέτουμε το 20 και βρίσκουμε 50 = 30 + 20.

Άρα, 50 = 30 + 20 ( 50(20 = 30
Σε μια ισότητα όταν μεταφέρουμε έναν προσθετέο από  το  ένα μέλος της στο άλλο, του  αλλάζου​με το πρόσημο.

(Ιδιότητα μεταφοράς)


Γενικά


α = β + γ ( α(γ = β

α = β +γ α(β = γ

Επειδή και το γινόμενο δύο αριθμών είναι ένας μονα​δικός αριθμός, γι’ αυτό (όπως προηγου​μένως) από την ισότητα 50 = 
[image: image331.wmf]2
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 προκύπτει η ισότητα

50(γ = 
[image: image332.wmf]2
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(γ
Μπορούμε να πολλα​πλασιάσουμε τα μελη μιας ισότητας με τον ίδιο αριθμό.

Από την ισότητα 50(γ = 
[image: image333.wmf]2
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(γ, όπου γ(0, αν πολλα​πλασιάσουμε με 
[image: image334.wmf]γ

1

, προκύπτει η ισότητα

50(γ(
[image: image335.wmf]γ
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 = 
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(γ(
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1

, δηλαδή, η 50 = 
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 (γιατί γ(
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Μπορούμε  να  δια​γράψουμε από τα μελη μιας ισότητας τον ίδιο μη μη-δενικό παράγοντα. (Ιδιότητα διαγραφής παράγοντα)


Γενικά


α = β ( α(γ = β(γ

(γ(0)

Ας πάρουμε τώρα τις ισότητες 50 = 
[image: image340.wmf]2

100

 και 30 = 
[image: image341.wmf]2
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.

Σύμφωνα με τις προηγούμενες ιδιότητες, αν προσθέ​σουμε και στα δύο μέλη της πρώτης τον ίδιο αριθμό 30 (ή 
[image: image342.wmf]2
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), θα έχουμε  50 + 30 = 
[image: image343.wmf]2
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 + 
[image: image344.wmf]2

60

, δηλαδή θα βρούμε μια νέα ισότητα.
Μορούμε να προσθέ​σουμε κατά μέλη ισότητες.

Γενικά

Αν α = β και γ = δ τότε   α + γ = β + δ



(Το αντίστροφο αυτής της πρότασης γενικά δεν ισχύει. Π.χ είναι 50 + 30 = 60 + 20, αλλά 50 ( 60 και 30 ( 20. Αν όμως είναι α+30=β+30, τότε θα είναι και α= β)


Επίσης , σύμφωνα με τις προηγούμενες ιδιότητες, αν πολ/σουμε και τα δύο μέλη της πρώτης ισότητας με τον ίδιο αριθμό 30 (ή 
[image: image345.wmf]2
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), θα έχουμε 50(30 =
[image: image346.wmf]2
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[image: image347.wmf]2
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, που είναι μια νέα ισότητα.

(Και αυτής της πρότασης το αντίστροφο δεν  ισχύει γενικά. Π.χ  είναι 50(30 = 15(100, αλλά 50(15 και 30(100. Αν όμως είναι α(30 = β(30, τότε θα είναι και α = β).
Μορούμε να πολλα​πλασιάσουμε κατά μέλη ισότητες.

Γενικά

Αν α = β και γ = δ τότε α(γ = β(δ

Είναι επίσης 
[image: image348.wmf]2
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Μορούμε να διαιρέ​σουμε κατά μέλη  ισότητες

Γενικά


Αν α = β και γ = δ τότε  α: γ = β: δ

(με γ,δ(0).

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

1. Το ταμείο ενός εμπόρου είχε τα εξής αποτελέσματα σε μια εβδομάδα.

Δευτέρα:
Πληρωμή 18500δρχ
:
Πέμπτη:
Πληρωμή 12100δρχ

Τρίτη:
Είσπραξη 25670δρχ
:
Παρασκευή:
Πληρωμή   6250δρχ

Τετάρτη:
Είσπραξη   9540δρχ
:
Σάββατο:
Είσπραξη 19640δρχ
Να βάλετε τα κατάλληλα πρόσημα μπροστά στους αριθμούς που δηλώνουν είσπραξη ή πληρωμή και να βρείτε το τελικό αποτέλεσμα του ταμείου για όλη την εβδομάδα.
ΛΥΣΗ

Βάζουμε μπροστά από τους αριθμούς που δηλώνουν είσπραξη το πρόσημο + και μπροστά από τους αριθμούς που δηλώνουν πληρωμή το πρόσημο (. Για να βρούμε το αποτέ​λεσμα του ταμείου, βρίσκουμε το αλγεβρικό άθροισμα των παραπάνω  αριθμών.

(18500+25670+9540(12100(6250+19640 = (36850+54850 = 18000 δρχ (Είσπραξη)
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2.
Τα σχήματα δίπλα έχουν ίσες περιμέτρους. Να βρείτε το μήκος της πλευράς β. (Οι αποστάσεις στα σχήματα είναι σε km)

ΛΥΣΗ

Η περίμετρος του ενός σχήματος είναι α+11 και του άλλου α+β+9.

Έχουμε: α+11 = α+β+9 

( 11 = β+9 ( διαγράφουμε τον ίδιο προσθετέο α )

(  11(9 = β ( μεταφέρουμε το 9 στο άλλο μέλος )

Άρα, β = 2Km 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ
1.
Να κάνετε τις πράξεις.


i) [(2(((1+10)] ( [110+(1(122)]
ii) [35(4((17(20)+13]:[( (3+7) ( ( (5)+5]

2.
Nα εξαλείψετε τις παρενθέσεις και τις αγκύλες στις παρακάτω αριθμητικές παραστάσεις και μετά να βρείτε τα αποτελέσματά τους.


i) ( [( (2(5)+( (2(5)]+( (5+2)
ii) ((1+3)+[ (1+((1(2) ( (2(3)]

3.
Να κάνετε τις πράξεις.


i) (2(3( (1(4)+( (2) ( ((6+5)

ii) (2(3) ( ((1+4)(2( ((3(1)

iii) 
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4. Χωρίς να βρείτε το αποτέλεσμα, βάλτε στο πλαίσιο το πρόσημό του. 

((3)(( (2)( ( (
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5.
Χωρίς να κάνετε τις πράξεις, να εφαρμόσετε κατάλληλες ιδιότητες ισοτήτων, για να διαπιστώσετε αν ισχύει η ισότητα.

(6+5( ((12,5) +7(30=(30(6(
[image: image364.wmf]2
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6.
Να συμπληρώσετε τη διπλανή πυραμίδα, σύμφωνα με τον προ​σθετικό κανόνα του παρακάτω σχήματος.
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7.
Να συμπληρώσετε τα κενά στο διπλανό ορθογώνιο πλαίσιο, σύμφωνα με τον κανόνα του πολλαπλασιασμού του παρα​κάτω σχήματος.

8.
α) Προσθέστε κατά μέλη τις ισότητες α + 3 = β  και  β ( 3 = γ. Τι συμπεραίνετε για τους αριθμούς α και γ;


β) Διαιρέστε κατά μέλη τις ισότητες  α + β = 4  και β = 2. Τι συμπεραίνετε για τους αριθμούς α και β ;


[image: image369.wmf]a
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1.6

Δυνάμεις πραγμ. αριθμών με εκθέτη ακέραιο.
 Η έννοια της δύναμης με εκθέτη ακέραιο.

Το γινόμενο 3(3(3(3, του οποίου οι παράγοντές είναι ίσοι, το γράφουμε πιο απλά 34. Δηλαδή 3(3(3(3 = 34.

Ομοίως:((2)(((2)(((2) = ((2)3,
0,2(0,2 = 0,22 κτλ

Τα σύμβολα 34, ((2)3, 0,22 κτλ τα λέμε δυνάμεις και διαβάζονται αντιστοίχως «τετάρτη δύναμη του 3 ή 3 στην τετάρτη», «(2 στην τρίτη ή (2 στον κύβο», «0,2 στη δευτέρα ή 0,2 στο τετράγωνο».

Με τον ίδιο τρόπο θεωρούμε και τις δυνάμεις στους άρρητους αριθμούς.

Π.χ. Η δύναμη π4 είναι το γινόμενο π(π(π(π. Η τρίτη δύναμη του 
[image: image370.wmf]2

 είναι 
[image: image371.wmf](
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Γενικά, το γινόμενο  α(α(α(((α με ν παράγοντες (ν >1 φυσικός) το γράφουμε αν και το λέμε δύναμη με βάση το α και εκθέτη το ν (ή ν-οστή δύναμη του α ).

αν  = α(α(α(((α
(α πραγμ.αριθμός)


ν  παράγοντες

Ορίζουμε ακόμα ότι: α1 = α,
α0 = 1 με α ( 0,

α-ν = 
[image: image372.wmf]ν
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Έτσι, ((3)1 = (3,
((3)0 = 1,
((3)(1 = 
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Aς υπολογίσουμε τις παρακάτω δυνάμεις


Παρατηρούμε ότι:

24 = 2(2(2(2 = 16                            (θετικός αριθμός)

2-4 = 
[image: image374.wmf]16
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Η δύναμη θετικού αριθμού είναι θετικός αριθμός

((2)4 = ((2)(((2)(((2)(((2) = 16    (θετικός αριθμός)

((2)(4 = 
[image: image375.wmf](
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Η δύναμη αρνητικού αριθμού με εκθέτη άρτιο ακέραιο είναι θετικός αριθμός.

((2)3 = ((2)(( (2) ( ( (2) = (8      (αρνητικός αριθμός)

((2)(3 = 
[image: image376.wmf](
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Η δύναμη αρνητικού αριθμού με εκθέτη περιττό ακέραιο είναι αρνητικός αριθμός.

Να προσέξουμε ότι: Είναι ((3)2 = 9, ενώ (32 = (9, γιατί στο ((3)2 το πρόσημο ( είναι μέσα στη βάση της δύναμης, ενώ στο (32 το πρόσημο ( είναι έξω από τη βάση της δύναμης..

Ιδιότητες των δυνάμεων με εκθέτη  ακέραιο

(1) 32(34 = 3(3(3(3(3(3 = 36 = 32+4

      32(3-4 =3(3(
[image: image377.wmf]2
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Γενικά 
Πολλαπλασιασμός δυνάμεων που έχουν ίδια βάση.
Αφήνουμε βάση την ίδια και προσθέτουμε τους εκθέτες.

(2) 34:32 = 
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      34:3(2 = 
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Γενικά                                 (α(0)
Διαίρεση δυνάμεων που έχουν ίδια βάση.
Αφήνουμε βάση την ίδια και αφαιρούμε τον εκθέτη του παρο​νομαστή από τον εκθέτη του αριθμητή.

(3) (3(4)2 = (3(4) ( (3(4) = 3(3(4(4 = 32(42
      (3(4)(2 = 
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Γενικά
Ύψωση γινομένου σε δύναμη.

Υψώνουμε κάθε πα​ράγοντα του γινο​μένου στη δύναμη.

(4) 
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Γενικά      
[image: image382.wmf]κ
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Ύψωση κλάσματος σε δύναμη.

Υψώνουμε τους όρους του κλάσματος στη δύναμη.

Τη δύναμη 
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μπορούμε να τη γράψουμε και αλλιώς.
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. Δηλαδή 
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(5) (23)2 = 23(23 = 26 = 23(2

      (23)(2 = 
[image: image386.wmf](

)

6

2

3

2

1

2

1

=

 = 2(6 = 23(((2)
Γενικά
Ύψωση δύναμης σε δύναμη.

Αφήνουμε βάση την ίδια και πολλαπλασιά​ζουμε τους εκθέτες.

Παρατήρηση:  Από την ισότητα 3 = 
[image: image387.wmf]2
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 έχουμε 
3κ = 
[image: image388.wmf]k

÷

ø

ö

ç

è

æ

2

6

, γιατί μπορούμε να πολ/σουμε κατά μέλη κ στο πλήθος ισότητες, ίδιες με αυτή.

Το αντίστροφο δεν ισχύει.

Π.χ  είναι ((2)2 =22, αλλά (2 ( 2
Μπορούμε να υψώ​σουμε τα μέλη μιας ισότητας στον ίδιο εκθέτη.

Γενικά



Ειδικές γραφές αριθμών

( Στην παράγραφο 1.2 είχαμε δει πώς γράφεται ένας φυσικός ως άθροισμα δυνάμεων του 10. Ας δούμε τώρα κάτι αντίστοιχο και στους δεκαδικούς αριθμούς.

Ας πάρουμε το δεκαδικό αριθμό 315,234. Αυτός γράφεται ως εξής:

315,234 = 315 + 
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= 3(102 + 1(101 + 5(100 + 2(10-1 + 3(10-2 + 4(10-3.

Γενικά,  κάθε δεκαδικός αριθμός γράφεται ως άθροισμα δυνάμεων του 10.

( Στην Τεχνολογία και τη Φυσική συναντάμε αριθμούς που είναι πολύ μικροί ή πολύ μεγάλοι. Αυτοί όχι μόνον είναι δύσκολο να γραφτούν και να διαβαστούν, αλλά πολύ περισσότερο να κάνουμε πράξεις με αυτούς.

Γι’ αυτό μας εξυπηρετεί να τους γράφουμε με μια τυποποιημένη μορφή, ως γινόμενο της μορφής α(10 κ , όπου α είναι αριθμός μεγαλύτερος ή ίσος του 1 και μικρότερος του 10 και κ είναι ένας ακέραιος. Αν ο αριθμός είναι αρνητικός, βάζουμε και το ( μπροστά από το γινόμενο α(10κ .

Π.χ

i) Η μάζα του ηλεκτρονίου είναι 0,0000000000000000000000000009109gr (τα 27 πρώτα δεκαδικά ψηφία είναι 0). Αυτόν τον αριθμό μας συμφέρει να τον γράψουμε ως εξής: 9,109(10(28 (μεταφέραμε την υποδιαστολή 28 θέσεις δεξιά).

ii) Η ταχύτητα του φωτός είναι 30000000000cm/sec. Μας εξυπηρετεί να γράψουμε 3(1010cm/sec (μεταφέραμε την υποδιαστολή από το τέλος του ακεραίου 10 θέσεις αριστερά).

iii)  Η τυποποιημένη μορφή των αριθμών  0,004, 2500000000, (0,000000425 είναι αντιστοίχως:  4(10(3,
2,5(109,

(4,25(10(7.

Έτσι, 0,004(2500000000( ((0,000000425) = 4(10-3(2,5(109( ((4,25(10(7) =

= 4(2,5( ((4,25) (10(1 = 10( ((4,25 ) (10(1= (4,25(10(10(1 = (4,25(1= (4,25.

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

1. Μετατροπή σύνθετου αριθμού σε γινόμενο πρώτων παραγόντων.

Να γραφεί ο αριθμός  55440 ως γινόμενο δυνάμεων, που η βάση καθεμιάς να είναι πρώτος αριθμός.
52440
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ΛΥΣΗ

Βρίσκουμε ένα διαιρέτη του αριθμού, που να είναι πρώτος αριθμός και κάνουμε τη διαίρεση. Το πηλίκο που βρίσκουμε το διαιρούμε με έναν πρώτο διαιρέτη και συνεχίζουμε έτσι, μέχρι να βρούμε πηλίκο 1.

Οι διαιρέσεις αυτές γίνονται με τη γνωστή μας από το Γυμνάσιο διάταξη που βλέπετε δίπλα.

Είναι 55440 = 24(32(5(7(11.

2. Στο αίμα κάθε υγιούς ανθρώπου περιέχονται  5 δισεκατομμύρια περίπου ερυθρά αιμοσφαίρια ανά cm3. Το σώμα του ανθρώπου έχει περίπου 5 λίτρα αίματος. Να υπολογίσετε πόσα περίπου είναι τα λευκά αιμοσφαίρια σε έναν υγιή άνθρωπο, αν γνωρίζουμε ότι αυτά είναι 750 φορές λιγότερα από τα ερυθρά.

ΛΥΣΗ

Τα 5 λίτρα του αίματος είναι 5000cm3. Συνεπώς τα ερυθρά αιμοσφαίρια στο αίμα είναι: 5000(5000000000 = 5(103(5(109 = 25(1012  .

Άρα, τα λευκά αιμοσφαίρια είναι 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ
1.
Να υπολογίσετε τα εξαγόμενα:


i)
[image: image392.wmf]4
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2.
 Οι παρακάτω παραστάσεις να γραφούν με τη μορφή της δύναμης ενός αριθμού.

i) (4( ((4)4 (  87
ii) 23 (((4)5 (((8)7 
iii) 
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3.
 Να συγκρίνετε τους αριθμούς, (
[image: image399.wmf]17
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4.
Να κάνετε γινόμενο πρώτων παραγόντων τους αριθμούς 180 και 1050 και μετά να βρείτε το Ε.Κ.Π και το Μ.Κ.Δ αυτών.

5.
Με δεδομένο ότι η μάζα ενός ηλεκτρονίου είναι  9,11(10-28 gr περίπου, να βρείτε πόσα ηλεκτρόνια έχει μια μάζα 1,09(1048gr.

6.
Να γράψετε τους αριθμούς 0,00002, (12,25 και 5000000 με τυποποιημένη μορφή και μετά να βρείτε το γινόμενό τους.

7.
 Να συμπληρώσετε  τον πίνακα.

α
β
α2
(β2
(α(β)2
(α(β)3
α(β2
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1.7

Τετραγωνική ρίζα.

[image: image403.wmf]a


Η έννοια της τετραγωνικής ρίζας.

Αν αναζητήσουμε το θετικό αριθμό του οποίου το τετράγωνό είναι ο 9, ξέρουμε ότι αυτός είναι ο 3, αφού 32 = 9.

Το 9 λοιπόν είναι το τετράγωνο του 3, ενώ το 3 λέμε ότι είναι η τετραγωνική ρίζα του 9 και  γράφουμε 
[image: image404.wmf]9

 = 3 .

Με τον ίδιο τρόπο έχουμε: 
[image: image405.wmf]16

 = 4,  γιατί  42 =16, 
[image: image406.wmf]36

= 6, γιατί 62=36, κτλ.

Ώστε: Η τετραγωνική ρίζα ενός θετικού αριθμού α  συμβολίζεται με 
[image: image407.wmf]α

 και είναι ένας θετικός αριθμός που, όταν υψωθεί στο τετράγωνο, δίνει τον αριθμό α.

Το σύμβολο 
[image: image408.wmf] λέγεται  ριζικό  και ο αριθμός, που γράφεται κάτω από αυτό, λέγεται υπόρριζο.

Ορίζουμε ακόμα ότι: 
[image: image409.wmf]0

 = 0

Από τα παραπάνω παραδείγματα είναι φανερό ότι για τους αριθμούς α, β(0 ισχύει:

αν 
[image: image410.wmf]α

 = β, τότε β2 = α  και αντιστρόφως

Άμεση συνέπεια του ορισμού της τετρ. ρίζας είναι, για παράδειγμα, ότι (
[image: image411.wmf]2

)2 = 2, (
[image: image412.wmf]5

)2 = 5
Γενικά

(
[image: image413.wmf]α

)2 = α (με α(0)

Οι αριθμοί 25, 0,36, 4/9, όπως και πολλοί άλλοι που μπορούν να γραφούν ως τετράγωνα ρητών αριθμών (25 = 52, 0,36=0,62, 4/9=(2/3)2), έχουν τετραγωνικές ρίζες 
[image: image414.wmf]25

 = 5, 
[image: image415.wmf]36

0

,

= 0,6, 
[image: image416.wmf]9

4

/

= 2/3 που είναι ρητοί αριθμοί. Ενώ οι αριθμοί 2, 5, 0,12 που δεν μπορούν να γραφούν ως τετράγωνα ρητών αριθμών, έχουν τετραγωνικές ρίζες 
[image: image417.wmf]12
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 που είναι άρρητοι αριθμοί.

Γενικά, μια τετραγωνική ρίζα θα είναι ρητός αριθμός, αν το υπόρριζο μπορεί να γραφεί ως τετράγωνο ρητού αριθμού.

Αν αυτό δε γίνεται, τότε η τετραγωνική ρίζα είναι άρρητος αριθμός.

Ιδιότητες τετραγωνικών ριζών

(1). Ας παρατηρήσουμε τον παρακάτω πίνακα.

α
β

[image: image418.wmf]a



[image: image419.wmf]b



[image: image420.wmf]b
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a

×



4
9

[image: image422.wmf]4

=2

[image: image423.wmf]9

=3

[image: image424.wmf]6
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[image: image425.wmf]9
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Διαπίστωση


[image: image426.wmf]β

α

×

=
[image: image427.wmf]β

α

×


(α,β(0)

Είναι φανερό ότι η παραπάνω διαπίστωση ισχύει για όλες τις τετραγωνικές ρίζες που είναι ρητοί αριθμοί. Δεν ξέρουμε όμως αν αυτή ισχύει και για τις τετραγωνικές ρίζες που είναι άρρητοι αριθμοί ( αφού τα αποτελέσματα των πράξεων με άρρητους αριθμούς τα βρίσκουμε, αντικαθιστώντας τους άρρητους με προσεγγίσεις).

Για να δεχτούμε λοιπόν ότι ισχύει αυτή η διαπίστωση στη γενικότητά της, πρέπει να την αποδείξουμε (δηλαδή, να δικαιολογήσουμε με μια σειρά σωστών συλλογισμών ότι αυτή αληθεύει). Πρέπει λοιπόν να αποδείξουμε ότι:

«Για τους αριθμούς α,β ( 0 ισχύει, 
[image: image428.wmf]β
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ΑΠΟΔΕΙΞΗ

Γνωρίζουμε ότι 
[image: image429.wmf]0

³

a

  και 
[image: image430.wmf]0

³

b

. Άρα, και το γινόμενό τους είναι 
[image: image431.wmf]0
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Υψώνουμε το γινόμενο 
[image: image432.wmf]b

a

×

 στο τετράγωνο.

(
[image: image433.wmf]a

(
[image: image434.wmf]b

)2= (
[image: image435.wmf]a

)2( (
[image: image436.wmf]b

)2             (ιδιότητα στις δυνάμεις)

Είναι όμως (
[image: image437.wmf]a

)2 = α και (
[image: image438.wmf]b

)2 = β.  Έτσι έχουμε: (
[image: image439.wmf]a

(
[image: image440.wmf]b

)2 = α(β.

Βρήκαμε ότι το τετράγωνο του μη αρνητικού αριθμού 
[image: image441.wmf]a

(
[image: image442.wmf]b

 είναι ο αριθ​μός α(β. Τότε, σύμφωνα με τον ορισμό της τετρ.ρίζας, έχουμε:


[image: image443.wmf]a

(
[image: image444.wmf]b

=
[image: image445.wmf]b

×

a


Παρατηρήσεις

i) Η ιδιότητα 
[image: image446.wmf]a

(
[image: image447.wmf]b

=
[image: image448.wmf]b

×

a

όπου α,β( 0, μας λέει ότι: Το γινόμενο δύο τετραγωνικών ριζών, ισούται με την τετραγωνική ρίζα του γινομένου των υπορρίζων.

Η ιδιότητα αυτή ισχύει και για περισσότερες από δύο τετρ.ρίζες  (με βάση την προσεταιριστική ιδιότητα). Π.χ. 
[image: image449.wmf]6
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ii) Η ισότητα 
[image: image450.wmf]b
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[image: image451.wmf]a

(
[image: image452.wmf]b

 μας λέει επίσης ότι η τετραγωνική ρίζα ενός γινομένου με μη αρνητικούς παράγοντες μπορεί να γραφεί ως γινόμενο των τετρ.ριζών των παραγόντων του. Π.χ 
[image: image453.wmf]3
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Αυτή η μετατροπή μας εξυπηρετεί για να γράφουμε πιο απλά ή ακόμη και να υπολογίζουμε τετραγωνικές ρίζες πολλών φυσικών αριθμών.

Π.χ 
[image: image454.wmf]2
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 (τρέψαμε το υπόρριζο σε γινόμενο πρώτων παραγόντων)
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[image: image456.wmf]63
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iii) Να προσέξουμε ότι: Ενώ η τετραγωνική ρίζα 
[image: image457.wmf](
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υπάρχει, γιατί το υπόρριζο είναι ο θετικός αριθμός 12, δεν μπορούμε να γράψουμε


[image: image458.wmf](
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γιατί τα σύμβολα 
[image: image459.wmf](
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 δεν είναι πρα​γματικοί αριθμοί.

Αυτή η ρίζα γράφεται αλλιώς ως εξής:
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(2). Ας παρατηρήσουμε τον παρακάτω πίνακα.

α
β

[image: image461.wmf]a



[image: image462.wmf]b
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Διαπίστωση:

[image: image471.wmf]β
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β
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(με α(0 και β>0)

Για τον ίδιο λόγο, όπως και στο γινόμενο των τετραγωνικών ριζών, για να δεχτούμε ότι ισχύει η παραπάνω διαπίστωση στη γενικότητά της, πρέπει να την αποδεί​ξουμε.

Θα αποδείξουμε λοιπόν ότι:

« Για τους αριθμούς α(0 και β>0 ισχύει, 
[image: image472.wmf]β
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ΑΠΟΔΕΙΞΗ

Γνωρίζουμε ότι 
[image: image473.wmf]a

(0 και 
[image: image474.wmf]b

>0 Άρα, και το πηλίκο τους είναι 
[image: image475.wmf]b
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Υψώνουμε το κλάσμα 
[image: image476.wmf]b

a

 στο τετράγωνο
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Είναι όμως (
[image: image478.wmf]a

)2 = α  και (
[image: image479.wmf]b

)2 = β. Έτσι έχουμε 
[image: image480.wmf]β
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Βρήκαμε ότι το τετράγωνο του μη αρνητικού αριθμού 
[image: image481.wmf]b

a

 είναι ο αριθμός 
[image: image482.wmf]b

a

. Τότε, σύμφωνα με τον ορισμό της τετραγωνικής ρίζας, έχουμε: 


[image: image483.wmf]β
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Παρατηρήσεις

i) Η ιδιότητα 
[image: image484.wmf]β

α
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=

, όπου α(0 και β>0, μας λέει ότι: Το πηλίκο δύο τετραγωνικών ριζών ισούται με την τετραγωνική ρίζα των υπορρίζων.
Π.χ. 
[image: image485.wmf]5
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ii) Η ισότητα 
[image: image486.wmf]β
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 μας λέει ότι η τετραγωνική ρίζα ενός κλάσματος με μη αρνητικούς όρους (και παρονομαστή (0) μπορεί να γραφεί ως κλάσμα με όρους τις αντίστοιχες τετραγωνικές ρίζες των όρων του.

Αυτή η μετατροπή μας εξυπηρετεί κάποιες φορές στον υπολογισμό τετραγωνικών ριζών δεκαδικών αριθμών.

Π.χ 
[image: image487.wmf]11
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iii) Να προσέξουμε ότι: Όπως στην ιδιότητα του γινομένου των τετρ.ριζών, έτσι και εδώ, ενώ υπάρχει η τετραγωνική ρίζα 
[image: image488.wmf]3
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 δεν μπορούμε να γράψουμε 
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(3) Αν α και κ φυσικός τότε ισχύει, 
[image: image490.wmf](
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ΑΠΟΔΕΙΞΗ

Είναι 
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Π.χ 
[image: image492.wmf](
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 γι’ αυτό γράφουμε 
[image: image494.wmf](
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Πράξεις με τετραγωνικές ρίζες

Τα αποτελέσματα αριθμητικών παραστάσεων που περιέχουν και τετραγωνικές ρίζες υπολογίζονται, εφόσον οι τετραγωνικές ρίζες αντικατασταθούν με επιθυμητές προσεγγίσεις.

Επισημαίνουμε τα εξής:

i) Δεν  είναι σωστό να γράφουμε:
[image: image495.wmf]β
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Για παράδειγμα, το 
[image: image496.wmf]3
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 δεν ισούται με το 
[image: image497.wmf]8

.
Τετραγωνικές ρίζες με το ίδιο υπόρριζο μπορούμε να τις προσθέσουμε ή να τις αφαιρέσουμε. Π.χ είναι 
[image: image498.wmf]3
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[image: image499.wmf]2
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ii) Το άθροισμα, η διαφορά, το γινόμενο και το πηλίκο ενός ρητού () με έναν άρρητο είναι άρρητος αριθμός.

Π.χ οι αριθμοί 
[image: image500.wmf]3
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είναι άρρητοι αριθμοί.

Όμως πράξεις με άρρητους αριθμούς μπορεί να δώσουν αποτέλεσμα ρητό αριθμό. Π.χ 
[image: image504.wmf]6
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Υπολογισμός τετραγωνικής ρίζας με προσέγγιση

Υπάρχουν πολλοί τρόποι, για να υπολογίσουμε μια τετρ.ρίζα. Ήδη έναν από αυτούς αναφέραμε στις παρατηρήσεις των ιδιοτήτων. Επίσης, στο Γυμνάσιο είχαμε μάθει ένα τρόπο υπολογισμού τετρ.ρίζας για φυσικούς αριθμούς μεγαλύτερους από το 100.

Για τον ακριβή προσδιορισμό μιας τετρ.ρίζας ή για τον υπολογισμό της με προσέγγιση πολλών δεκαδικών ψηφίων, όποτε αυτό είναι αναγκαίο κατά τη λύση ενός προβλήματος, θα χρησιμοποιούμε υπολογιστικές μηχανές («κομπιουτεράκια»).

Παρακάτω θα δείξουμε με τη μέθοδο των δοκιμών, πώς βρίσκουμε με προσέγγιση την τετρ.ρίζα  ενός αριθμού  α.

Προσέγγιση μονάδας

Ο μεγαλύτερος φυσικός αριθμός, του οποίου το τετράγωνο δεν υπερβαίνει τον α, λέγεται τετρ.ρίζα του  α  με προσέγγιση μονάδας.

Π.χ Η 
[image: image506.wmf]75

με προσέγγιση μονάδας είναι ο αριθμός  8. Γιατί 82=64<75 και 92=81>75. Γράφουμε: 
[image: image507.wmf]75

(8.
·  Αν ο αριθμός α είναι μεταξύ του 0 και του 1, τότε είναι φανερό ότι η με προσέγγιση μονάδας τετρ.ρίζα είναι το 0.

·  Αν ο αριθμός α είναι μεταξύ του 1 και του 100, τότε βρίσκουμε αμέσως την κατά προσέγγιση μονάδας τετραγωνική ρίζα του, επειδή γνωρίζουμε από μνήμης τα 12,22,...,92. Π.χ 
[image: image508.wmf]61,6

(7 γιατί 72=49<61,6 και 82=64>61,6.

·  Αν ο αριθμός α είναι μεγαλύτερος του 100, τότε για να διευκολυνθούμε στον υπολογισμό βρίσκουμε πρώτα πόσα ψηφία θα έχει η τετραγωνική ρίζα με προσέγγιση μονάδας.

Είναι χρήσιμο να γνωρίζουμε ότι:

·  Η τετραγωνική ρίζα με προσεγγιση μονάδας ενός δεκαδικού ισούται με αυτή του ακέραιου μέρους του. Π.χ. Οι ρίζες 
[image: image509.wmf]17,6

και 
[image: image510.wmf]17

 έχουν την ίδια προσέγγγιση μονάδας, που είναι το 4.

· Όταν ο φυσικός αριθμός α έχει άρτιο πλήθος ψηφίων, π.χ κ, τότε η τετρ.ρίζα του α με προσέγ.μονάδας έχει κ/2 ψηφία. Ενώ, όταν το πλήθος κ των ψηφίων του α είναι περιττό, τότε η τετραγωνική ρίζα του με προσέγγιση μονάδας θα έχει (κ+1)/2  ψηφία.

Π.χ Η τετραγωνική ρίζα του 9879 με προσέγγιση μονάδας έχει 4/2 = 2 ψηφία.

Η τετραγωνική ρίζα με προσέγ.μονάδας του 99867 έχει  (5+1)/2 = 3 ψηφία.

Ας υπολογίσουμε τώρα την
[image: image511.wmf]65369,5

 με προσέγγιση μονάδας.

Ο φυσικός 65369 έχει 5 ψηφία, επομένως η κατά προσέγγιση μονάδας τετρα​γωνική ρίζα του θα έχει 3 ψηφία.

Κάνοντας τώρα δοκιμές με 3-ψήφιους αριθμούς, βρίσκουμε την τετραγωνική ρίζα με προσέγγιση μονάδας, που ζητάμε. Έχουμε: 2552=65025<65369,5 και 2562=65536>65369,5.Άρα, 
[image: image512.wmf]65369,5

(255.
(Σημείωση: Για να μη ψάχνουμε στα τυφλά και κάνουμε άσκοπες δοκιμές, μπορούμε να βρούμε το πρώτο ψηφίο της ζητούμενης προσέγγισης ως εξής. Χωρίζουμε το ακέραιο μέρος του αριθμού 65369,5 σε διψήφια τμήματα, από δεξιά προς τα αριστερά, 6’53’69. Η κατά προσέγγιση μονάδας τετραγωνική ρίζα του πρώτου από τα αριστερά τμήματος (δηλαδή του 6) είναι και το πρώτο ψηφίο (δηλαδή το 2) της ζητούμενης προσέγγισης. Μετά μπορούμε να βρούμε το ψηφίο (5) των δεκάδων κάνοντας δοκιμές με τους 200, 210, 220, ... , 290. Μας συμφέρει να αρχίσουμε τις δοκιμές πρώτα με το 250, για να δούμε αμέσως αν είμαστε κάτω ή πάνω από αυτό. Είναι, 2502 = 62500 < 65369,5 και 2602 = 67600 >65369,5. Μετά με δοκιμές στους 251 , 252,..., 259 βρίσκουμε και το ψηφίο (5) των μονάδων)

Προσέγγιση δεκάτου

Βρίσκουμε πρώτα την προσέγγιση μονάδας και μετά, κάνοντας δοκιμές με δεκαδικούς που έχουν ένα δεκαδικό ψηφίο από τα 0, 1, 2,..., 9 βρίσκουμε τη ζητούμενη προσέγγιση (Για να αποφύγουμε τις πολλές δοκιμές μας εξυπηρετεί να κάνουμε πρώτα τη δοκιμή με ψηφίο δεκάτου το 5).

Π.χ Θέλουμε να υπολογίσουμε την 
[image: image513.wmf]12,15

με προσέγγιση δεκάτου.

Η τετραγωνική ρίζα του 12,15 με προσέγγιση μονάδας είναι το 3.

Έχουμε 3,52=12,25>12,15και 3,42=11,56<12,15.Άρα,
[image: image514.wmf]12,15


Προσεγγίσεις εκατοστού, χιλιοστού, κ.τ.λ

Ακολουθούμε παρόμοια διαδικασία με την προηγούμενη.

Π.χ Θέλουμε να υπολογίσουμε την 
[image: image515.wmf]0,0318

με προσέγγιση χιλιοστού. Η κατά προσέγγιση μονάδας τετρ.ρίζα είναι το 0.

Είναι: 0,52=0,25>0,0318,επομένως θα κάνουμε δοκιμές με ψηφίο δεκάτου το 
4, 3,...,0.

Βρίσκουμε: 0,12=0,01<0,0318και 0,22=0,04>0,0318. 

Έτσι 
[image: image516.wmf]0,0318

0,1(προσέγγιση δεκάτου)

Είναι: 0,152=0,0225<0,0318. Θα κάνουμε δοκιμές με ψηφίο εκατοστού το 6,7,8,9.

Βρίσκουμε: 0,172=0,0289<0,0318και 0,182=0,0324>0,0318.

Έτσι 
[image: image517.wmf]0,0318

0,17 (προσέγγιση εκατοστού)

Είναι 0,1752(0,0306<0,0318.Θα κάνουμε δοκιμές με ψηφίο χιλιοστού το 6, 7, 8, 9.

Βρίσκουμε 0,1782(0,03168<0,0318και 0,1792(0,03204>0,0318.

Άρα 
[image: image518.wmf]0,0318

0,178 (προσέγγιση χιλιοστού)

Σημείωση: Οι προσεγγίσεις των προηγούμενων παραδειγμάτων είναι προσεγγίσεις «με έλλειψη». Αν αυξήσουμε  κατά 1 το τελευταίο ψηφίο αυτών των προσεγγίσεων, θα βρούμε τις αντίστοιχες προσεγγίσεις «με υπεροχή». 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ
1. Να βρείτε τις τετρ.ρίζες των αριθμών: 625,   8100,   0,0144,   0,0009,   
[image: image519.wmf]16

25

,   
[image: image520.wmf]49
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. Να επαληθεύσετε τα αποτελέσματά σας με ένα κομπιουτεράκι.

Προσέγγιση


Μονάδας
Δεκάτου
Εκατοστού

12000




1200




120




12




2. Να υπολογίσετε τις τετραγωνικές ρίζες των αριθμών 1164,2 και 45075 με προσέγγιση εκατοστού.

3. Να υπολογίσετε τις προσεγ​γίσεις των τετρ.ριζών των αριθμών του διπλανού πίνακα.

4. Χωρίς να υπολογίσετε τις τετραγωνικές ρίζες, να κάνετε τις πράξεις.
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5. Δίνονται οι προσεγγίσεις 
[image: image522.wmf]41
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και 
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,

»

Να υπολογίσετε το αποτέλε​σμα της παράστασης 
[image: image524.wmf]6
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6.
Να συγκρίνετε τις παραστάσεις 
[image: image525.wmf]2
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 και 
[image: image526.wmf]2
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7. Η επιφάνεια μιας τετράγωνης πλατείας είναι 2071m2. Να βρείτε με προσέγγιση δεκάτου πόσα m είναι κάθε πλευρά της.

8.
Να δικαιολογείστε γιατί οι αριθμοί 
[image: image527.wmf]3

 και 
[image: image528.wmf]3

3

είναι ίσοι. Να κάνετε το ίδιο και για τους αριθμούς 
[image: image529.wmf]3

2

 και 
[image: image530.wmf]3
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.
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9. Κάθε αριθμό του διπλανού πίνακα να τον γράψετε με τη μορφή που δίνεται στις στήλες του.


2

[image: image534.wmf]2



3




[image: image535.wmf]3





10.
Το γινόμενο των αριθμών της πρώτης γραμμής με αυτούς της πρώτης στήλης στον διπλανό πίνακα να το γράψετε μέσα στο αντίστοιχο πλαίσιο με τη μορφή μιας τετραγωνικής ρίζας.

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ 1ου ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ
1.
Αν ο αριθμός α είναι πρώτος, τότε το πλήθος των φυσικών αριθμών που είναι διαιρέτες του 4(α είναι:


i) 2

ii) 3
iii) 4
iv) 5
v) 6
vi) 7

2.
Σε ποια από τις παρακάτω ισότητες α, β, γ υπάρχει λάθος;


(6 = ((1) ( ( 2 ( 3 ) = ((2) ( ((3)  = +6


     α                        β                    γ

3.
 Ο αριθμός (23)30 (520 ( 570  έχει:


i) 50 μηδενικά
ii) 70 μηδενικά
  iii) 90 μηδενικά 
    iv) 120 μηδενικά

4.
Οι αριθμοί α και β είναι διάφοροι του μηδενός και ισχύει α+β=0. Βάλτε στο πλαίσιο το πρόσημο του γινομένου.


α(β           
(2(αβ       
((3)5 (αβ       .


α2β2          
  α3β3        
      (αβ)5       .

5.
Βάλτε σε κύκλο την ένδειξη της σωστής απάντησης σε κάθε μια από τις παρακάτω ερωτήσεις.


Α) Αν ν περιττός φυσικός αριθμός, τότε η παράσταση αν+((α)ν  ισούται με,




i) 2αν       ii) α2ν      iii) 2αν      iv)  α( ν     v)  0


Β) Αν ν άρτιος φυσικός αριθμός, τότε η τιμή της παράστασης




1(ν+((1)ν+((1)ν+1+((1)ν+2  είναι:




i) (3       ii) (2        iii) 0          iv) 2           v) 3


Γ) Αν α= 0,01 και β= 10(1 ,  τότε η τιμή της παράστασης  105α2β  είναι:




i) 0,1        ii)  0       iii) 1        iv) 10        v) 100


Δ) Η ιδιότητα 
[image: image536.wmf](
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 ισχύει:


i) όταν α<0      ii) όταν  α(0       iii) όταν ακ (0       iv) σε κάθε περίπτωση

6. Να αντιστοιχίσετε με μια γραμμή κάθε κλάσμα της πρώτης στήλης με το αντί​στοιχο ποσοστό (%) της δεύτερης στήλης.

Κλάσμα
Ποσοστό (%)

1/20

2/5

3/10

12/25

42/50

2/8
20%

84%

42%

40%

25%

5%

30%

48%

10%

8.      Βάλτε ένα Χ στο Σ (σωστό) ή στο

Σ
Λ

                                     Λ (λάθος)
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2  ΑΛΓΕΒΡΙΚΕΣ ΠΑΡΑΣΤΑΣΕΙΣ

[image: image542.wmf]x + xy
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2.1

Η έννοια της αλγεβρικής παράστασης.

Στο Γυμνάσιο είχαμε μάθει τύπους με τους οποίους υπολογίζαμε διάφορα στοιχεία των επίπεδων σχημάτων ή των γεωμετρικών στερεών.

Ας θυμηθούμε μερικούς από αυτούς:

·  Το μήκος του κύκλου ακτίνας R είναι : Γ= 2πR.

·  Ο όγκος σφαίρας ακτίνας R είναι : V= 
[image: image543.wmf]3

4

πR3.
·  Το εμβαδό της ολικής επιφάνειας ορθού κυλίνδρου είναι: Ε = 2πRh + 2πR2 , όπου R η ακτίνα της  βάσης και h το ύψος του.

Από τη Φυσική γνωρίζουμε επίσης ότι:

·  Όταν ένα σώμα μάζας m έχει επιτάχυνση γ, τότε στο σώμα επενεργεί μια δύναμη F, η οποία είναι: F = m(γ

·  Αν πετάξουμε με ταχύτητα υ0 κατακόρυφα προς τα πάνω ένα σώμα, τότε σε χρόνο t θα έχει διανύσει ύψος h, το οποίο είναι h = υ0t(½(gt2 (όπου g η επιτάχυνση της βαρύτητας).

 Τέτοιοι τύποι, όπως οι παραπάνω, λέγονται αλγεβρικές παραστάσεις.

Γενικά: Αλγεβρική παράσταση είναι κάθε έκφραση με αριθμούς και γράμ​ματα (τα   οποία παριστάνουν αριθμούς), που συνδέονται μεταξύ τους με τα σύμβολα των πράξεων.

Το γράμμα R στον τύπο Γ= 2πR μπορεί να πάρει διάφορες τιμές, π.χ. R=0,2cm, R=1cm, κ.τ.λ. Γι’ αυτό λέγεται μεταβλητή (μεταβάλλονται οι τιμές του), ενώ το γράμμα π είναι ένας συγκεκριμένος και σταθερός αριθμός (ο γνωστός μας π(3,14), γι’ αυτό λέγεται σταθερά.

Σταθερά είναι και το g στον τύπο h = υ0t(½(gt2 (γιατί η επιτάχυνση της βαρύ​τητας σε ένα συγκεκριμένο τόπο έχει σταθερή τιμή).

Η αλγεβρική παράσταση 
[image: image544.wmf]3

4

πR3 έχει μια μεταβλητή (το R), ενώ η 2πRh+2πR2 έχει δύο μεταβλητές (το R και το h).  Υπάρχουν αλγεβρικές παραστάσεις που έχουν περισσότερες μεταβλητές.

Αν σε μια αλγεβρική παράσταση αντικαταστήσουμε τις μεταβλητές που περιέχει με συγκεκριμένους αριθμούς και εκτελέσουμε τις πράξεις που είναι σημειωμένες σε αυτή, θα προκύψει ένας αριθμός που λέγεται αριθμητική τιμή της παράστασης.

Π.χ Η αλγεβρική παράσταση 2πRh+2πR2 για R=1(cm) και h=0,5(cm) έχει αριθμητική τιμή: 2π(1(0,5+2π(12 = π+2π ( 3,14 + 6,28 = 9,42(cm2)

Στις αλγεβρικές παραστάσεις δεν μπορούμε πάντοτε να αντικαταστήσουμε τις μεταβλητές τους με οποιεσδήποτε πραγματικές τιμές. Για παράδειγμα, στον όγκο της σφαίρας V=
[image: image545.wmf]3

4

πR3 δεν μπορούμε να αντικαταστήσουμε τη μεταβλητή R με το (1 γιατί, όπως είναι φανερό, κάτι τέτοιο δεν έχει νόημα.

Επίσης, στην αλγεβρική παράσταση 
[image: image546.wmf]3
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 + α2 δεν μπορούμε να αντικατα​στησουμε τη μεταβλητή α με το 3, γιατί τότε μηδενίζεται ο παρονομαστής του κλάσματος 
[image: image547.wmf]3

2

-

a

 και το κλάσμα δεν  είναι πραγματικός αριθμός.

Ούτε στην αλγεβρική παράσταση x3 + 
[image: image548.wmf]x

-

1

 μπορούμε να βάλουμε x=2, γιατί το υπόρριζο θα γίνει αρνητικός αριθμός και έχουμε μάθει ότι η τετρ.ρίζα αρνητικού αριθμού δεν είναι πραγματικός αριθμός.

Γενικά, οι μεταβλητές παίρνουν τιμές που σχετίζονται με αυτό που παριστάνουν ή τιμές τέτοιες που να εκτελούνται οι πράξεις στις αλγεβρικές παραστάσεις που βρίσκονται.

Αλγεβρικές παραστάσεις, όπως, για παράδειγμα, οι 
[image: image549.wmf]γ

β
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, x2y(
[image: image550.wmf]2
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x

, οι οποίες περιέχουν μεταβλητή σε παρονομαστή λέγονται κλασματικές.

(Σημείωση: Το σύμβολο του πολλαπλασιασμού (() μπορούμε να το παραλείπουμε στις αλγεβρικές παραστάσεις, όταν είναι ανάμεσα στις μεταβλητές ή ανάμεσα σε αριθμό και μεταβλητή)

ΑΣΚΗΣΕΙΣ
1.
Να βρείτε την αριθμητική τιμή των παραστάσεων.


i)  2α33α2+6α,

ii) 
[image: image551.wmf]2
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, για α = 3


iii) αβ2 ( α2β ( (αβ)3,
iv) (α ( β )2 (
[image: image552.wmf]β

α
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+

, για  α= (1, β = 3.

2.
Να βρείτε την αριθμητική τιμή της παράστασης : 
[image: image553.wmf](
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, για α = 3(102, β =(5, γ =132.


[image: image554.wmf]α

β

D


3.
Να βρείτε την αριθμητική τιμή των παραστάσεων  i) υ+γt,
ιι) 
[image: image555.wmf]o
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t
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,
iii) Βh+½ mυ2 για υ = 40, γ =225(10(2, t =5(102, υ0 = 15, t0 = 250, m = 21,
B =10, h = 5.


[image: image556.wmf]α
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4.
Το πλάτος α και το βάθος β του αυλακιού που ανοίγει σε  ένα σιδερένιο κομμάτι μια φρέζα με διάμετρο D  επαληθεύουν τη σχέση 
[image: image557.wmf]β

D
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+

=

. Να υπολογίσετε το D, για α = 24mm και β = 3mm.
5. Nα εκφράσετε με μια αλγεβρική παράσταση την περίμετρο Τ του διπλανού τριγώνου και μετά να βρείτε την αριθμητική τιμή της για  α= 0,7(10(1, β= 0,5(10(1, γ= 0,4(10(1. (Οι τιμές που δίνονται εκφράζουν m).
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6.
Δύο οδοντωτοί τροχοί με διαμέτρους d1 και d2 συμπλέκονται ο ένας με τον άλλο διαμέσου ενός μικρότερου οδοντωτού τροχού, που έχει διάμετρο δ.

α) Να εκφράσετε με μια αλγεβρική παράσταση την απόσταση L των αξόνων των δύο μεγάλων τροχών.

β) Να βρείτε την αριθμητική τιμή της L, όταν d1=0,46, d2=0,3, δ=0,15.(Οι διαστάσεις που δίνονται είναι σε m).

2.2

Μονώνυμα, Πολυώνυμα  Πράξεις.

Μονώνυμα

Στην αλγεβρική παράσταση 2πR (που μας δίνει το μήκος ενός κύκλου με ακτί​να R), όπως και στην 
[image: image559.wmf]3

4

πR3 (που μας δίνει τον όγκο μιας σφαίρας ακτίνας R), η μόνη πράξη που σημειώνεται είναι ο πολλαπλασιασμός. Τέτοιες αλγεβρικές παραστάσεις λέγονται μονώνυμα. 

Μονώνυμα είναι και οι παραστάσεις 
[image: image560.wmf]3

x2y, (
[image: image561.wmf]3

4

x3y2ω, 2xνyκ (ν,κ φυσικοί).

Μονώνυμο είναι και κάθε σταθερός αριθμός π.χ. ο 5, γιατί μπορούμε να τον γράψουμε 5x0 ή 5x0y0.

Σε κάθε μονώνυμο ο αριθμητικός παράγοντας, που γράφεται στην αρχή λέγεται συντελεστής του μονωνύμου και το γινόμενο όλων των μεταβλητών του λέγεται κύριο μέρος του μονωνύμου.

Π.χ Στα μονώνυμα 
[image: image562.wmf]3

4

πR3, 
[image: image563.wmf]3

x2y, (
[image: image564.wmf]3

2

x3y2ω οι συντελεστές είναι 
[image: image565.wmf]3

4

π, 
[image: image566.wmf]3

, (
[image: image567.wmf]3

2

 αντιστοίχως και το κύριο μέρος τους είναι R3, x2y, x3y2ω αντιστοίχως.

Ο εκθέτης σε κάθε μεταβλητή του μονωνύμου λέγεται και βαθμός του μονωνύμου ως προς αυτή τη μεταβλητή. Π.χ. Ο βαθμός του μονωνύμου 5d3ρ2 ως προς d είναι το 3, ενώ ως προς ρ είναι το 2.

Στο μονώνυμο 5αx4y3, όπου το α παριστάνει ένα σταθερό αριθμό, ο συντελε​στής του είναι το 5α.

Κάθε μονώνυμο με συντελεστή το 0, όπως το 0x3y5, είναι το μηδενικό μονώνυμο και ισούται με το 0.

Μονώνυμα που έχουν το ίδιο κύριο μέρος, όπως τα (3x3y2, 2x3y2, λέγονται όμοια.

Πράξεις με μονώνυμα

Επειδή οι μεταβλητές στα μονώνυμα παριστάνουν αριθμούς, οι πράξεις μεταξύ των μονωνύμων γίνονται σύμφωνα με τις ιδιότητες που ισχύουν στα γινόμενα των αριθμών. Τονίζουμε ότι το άθροισμα και η διαφορά ομοίων μονωνύμων είναι ένα όμοιο με αυτά μονώνυμο.

Π.χ.

i) (2x2y + 5x2y = ((2+5)x2y
(επιμεριστική ιδιότητα)

ii) ((2x2y)((3xy2ω) = ((2(3) ( (x2x) ( (yy2)ω =
(αντιμεταθετική και προσεταιριστική

 = (6x3y3ω 
  ιδιότητα στον πολλαπλασιασμό)

iii) ((2x3y2ω)3 = ((2)3((x3)3((y2)3((ω)3 = (8x9y6ω3
( ύψωση γινομένου σε δύναμη)

iv) ((6x4y3ω):((2x2y3) = 
[image: image568.wmf]3
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(γινόμενο κλασμάτων)


= 3x4(2y3(3ω 


(ιδιότητες δυνάμεων)


= 3x2y0ω = 3x2ω

Η διαίρεση δύο μονωνύμων δε μας δίνει πάντοτε μονώνυμο.

Π.χ ((6x4y3ω):(2xy5)= 
[image: image569.wmf]5

3

4

2

ω

6

xy

y

x

-

 = (3x3y(2ω = (
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Πολυώνυμα

Αλγεβρικές παραστάσεις, όπως οι 2πRh+2πR2, υ0t (½ gt2, που είναι αλγεβρικά αθροίσματα μη ομοίων μονωνύμων λέγονται πολυώνυμα.

Πολυώνυμα είναι και οι παραστάσεις,

5x36x2+3x+2 (πολυώνυμο μιας μεταβλητής). Συμβολισμός:P(x)= 5x36x2+3x+2.

4x3y2+xy4y1(πολυώνυμο δύο μεταβλητών). Συμβολισμός:P(x,y)=4x3y2+xy4y1.

Τα μονώνυμα 5x3, 6x2, 3x και 2 που σχηματίζουν το πολυώνυμο P(x) λέγονται όροι του πολυωνύμου και οι συντελεστές τους λέγονται συντελεστές του πολυωνύμου. Ειδικά για τον όρο 2 λέμε ότι είναι ο σταθερός όρος του πολυωνύμου.

Τα πολυώνυμα της μορφής Q(x)=c, όπου c είναι ένας πραγματικός αριθμός, λέγονται  σταθερά πολυώνυμα. Ειδικά το σταθερό πολυώνυμο 0 λέγεται μηδενικό πολυώνυμο.

Αν ένα πολυώνυμο έχει δύο ή περισσότερους όρους με όμοια μονώνυμα, τότε τους αντικαθιστούμε με το μονώνυμο, που είναι το αλγεβρικό άθροισμά τους (κάνουμε, όπως λέγεται, αναγωγή ομοίων όρων).

Π.χ.

x2y35x3y3+3x2y3+x3y3+x=(x2y3+3x2y3)+(5x3y3+x3y3)+x (αντιμεταθετική ιδιότητα)


= 4x2y34x3y3+x
(αναγωγή ομοίων όρων)

Στο πολυώνυμο 4x3y2+xy4y1 ο μεγαλύτερος εκθέτης της μεταβλητής x, δηλαδή το 3, (στον όρο 4x3, με συντελεστή (0) λέγεται βαθμός του πολυωνύμου ως προς x. Σε αυτό το πολυώνυμο ο βαθμός του ως προς y είναι το 4.

Είναι φανερό ότι κάθε σταθερό και μη μηδενικό πολυώνυμο έχει βαθμό 0. Για το μηδενικό πολυώνυμο δεν ορίζεται βαθμός.

Την αριθμητική τιμή ενός πολυωνύμου P(x) για x=1, x=2,... τη συμβολίζουμε με P(1), P(2),.... αντιστοίχως, ενώ ενός πολυωνύμου Q(x,y), για x=2 και y= 1, τη συμβολίζουμε Q(2,1).

Π.χ. Η αριθμητική τιμή του πολυωνύμου Α(t)= 2t4+t3+5t4 για t= 
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Πράξεις με πολυώνυμα

Η πρόσθεση, η αφαίρεση και ο πολλαπλασιασμός στα πολυώνυμα γίνονται όπως οι αντίστοιχες πράξεις στα αθροίσματα με αριθμούς, που είδαμε στο προηγούμενο κεφάλαιο.

Π.χ.

i) (5x36x2+3x+2)(x42x3+x2+4x1) =

= 5x36x2+3x+2x4+2x3x24x1
(εξάλειψη παρενθέσεων)

= (5+2)x3+(61)x2+(34)xx4+3

= 7x37x2xx4+3 
(αναγωγή ομοίων όρων)

= x4+7x37x2x+3 
(γράφουμε τους όρους με σειρά από τη μεγαλύτερη δύναμη προς τη μικρότερη)

ii) (5x36x2+3x+2)(2x2) =

= (5x3)(2x2)+(6x2)(2x2)+(3x)(2x2)+2(2x2)
(Επιμεριστική ιδιότητα, πολ/ζουμε
= 10x5+12x46x34x2 
το μονώνυμο με κάθε όρο του πολυωνύμου)

iii) (2x4x2+1)(x21) =
(Επιμεριστική ιδιότητα, πολ/ζουμε
= (2x4x2+1)(x2)+(2x4x2+1)(1)
κάθε όρο του ενός πολυωνύμου με
= 2x6x4+x22x4+x21
όλους τους όρους του άλλου πολυωνύμου)

= 2x63x4+2x21
(αναγωγή ομοίων όρων)

Το γινόμενο είναι πολυώνυμο 6ου βαθμού. Δηλαδή, ο βαθμός του γινομένου δυο μη μηδενικών πολυωνύμων είναι ίσος με το άθροισμα των βαθμών των πολυωνύμων αυτών. 

iv) (2xy3)(4x56xy2+1) =

= 2x(4x56xy2+1)y3(4x56xy2+1) =
(Επιμεριστική ιδιότητα)

= 8x612x2y2+2x4x5y3+6xy5y3
(δε γίνονται αναγωγές ομοίων όρων)

Να προσέξουμε ότι: Η εξάλειψη των παρενθέσεων και ο κανόνας των προσήμων που έχουμε μάθει στις πράξεις των αριθμών ισχύουν γενικά και στις πράξεις των αλγεβρικών παραστάσεων.

Η διαίρεση ενός πολυωνύμου με ένα μονώνυμο γίνεται όπως η διαίρεση ενός αθροίσματος με ένα αριθμό. Το πηλίκο μιας τέτοιας διαίρεσης δεν είναι πάντοτε πολυώνυμο. Π.χ.

i) (6x5y44x3y3+5x3y2):(2x2y) = 
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 = 3x3y3xy2+
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ii) (6x5y44x3y3):(2x5y) = 
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(Δεν είναι πολυώνυμο)

(Σημείωση: Τη διαίρεση πολυωνύμων θα τη δούμε σε επόμενη παράγραφο)

ΕΦΑΡΜΟΓΗ
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1.
Το οικόπεδο του διπλανού σχήματος αποτελείται από 3 πλευρές ενός τετρα​γώνου και ένα ημικύκλιο.

α) Να βρείτε ένα μονώνυμο με μετα​βλητή το x, που να παριστάνει την περίμετρο του οικοπέδου.

β) Αν x = 30 m, πόσα μέτρα σύρμα χρειάζονται για την περίφραξή του;

ΛΥΣΗ

α) Από το σχήμα είναι φανερό ότι η πλευρά ΑΔ του τετραγώνου είναι διπλάσια της ακτίνας του κύκλου. Έτσι το x είναι 3 φορές η ακτίνα. Άρα, η ακτίνα είναι το 1/3 του x και η πλευρά του τετραγώνου είναι τα 2/3 του x.

Γνωρίζουμε ότι το μήκος ενός κύκλου ακτίνας R είναι 2πR, συνεπώς του ημικυκλίου είναι  πR. Έτσι, στο σχήμα μας το ημικύκλιο έχει μήκος π(
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Άρα, η περίμετρος Τ του οικοπέδου είναι  3((
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β) Όταν x=30, τότε έχουμε Τ= (2+
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ
1.
 Να γίνουν οι πράξεις. i) 0,2αx42,3αx2+4αx2αx4 



ii) x2y3x3y22x2y3+2x3y2 

iii) (4x3yω2)3(3x3y)ω


iv) (90α5β4γ):(20α5βγ)

v)  (1x)(x+2)(x3)


vi) 3x(x21)+3x2(x3)x+x(1x).

2.
Να γίνουν οι πράξεις.  i) (x22xy+4y2)(x+2y)
ii)  (x3+2x2+2x+1)(x2x+1)
iii) (6α3β212α2β33αβ4):(3αβ)

iv) (4x7y3+8x6y412x4y6):(2x4y3)
v)  (λ22κ)3κ+(λκ+κ2)(λ)+(λ+κ)(2λκ)(λ+3)2κ2.

3. Να γίνουν οι πράξεις.


[7x2(y1)3x(xy+3xy2)]  [2y(x2+1)3x(y2xy)] + [ 7x2+2y+x(xy+y)].

4. Δίνονται τα πολυώνυμα Α(x) = x43x2+1,  B(x) = x+2,  Γ(x) = x2x. 


Να βρείτε τα:  i) Α(x)B(x)Γ(x)

ii)  Β(x)[Γ(x)A(x)].

5.
Σε ένα τεχνικό μνημόνιο διαβάζουμε ότι:

α) Το βάρος Β (σε gr) ενός μπρούντζινου δίσκου που έχει διάμετρο δ cm και πάχος 1cm δίνεται από τον τύπο Β = 6,8δ2.

β) Το βάρος Β (σε gr) μιας σφαίρας από μολύβι με διάμετρο δ cm δίνεται από τον τύπο Β = 5,91δ3.

Να υπολογίσετε το βάρος ενός μπρούντζινου δίσκου που έχει διάμετρο 19cm  με πάχος 1cm  και το βάρος μιας μολυβένιας σφαίρας με διάμετρο 6cm.

6.
Δίνεται το πολυώνυμο P(x) = 2x4+3x3x2+4x6. Να υπολογίσετε το γινόμενο  P(2)P(3)
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7.
Να βρείτε την αριθμητική τιμή του πολυωνύμου Κ(α,β)= α3β2 2αβ3 +4α 3β  για α= 
[image: image596.wmf]2
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 και β = 
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.
8.
Στο διπλανό σχέδιο οι τελίτσες είναι κορυφές ίσων τετραγώνων. Να βρείτε ένα μονώνυμο με μεταβλητή το x που να παριστάνει την περίμετρο του σχήματος με την έντονη γραμμή.


[image: image598.wmf]y

x


9.
Μέσα σε ένα χάρτινο κουτί σε σχήμα κύβου με ακμή x έχουμε βάλει 4 ξύλινα  μικρά κυβάκια, ίσα μεταξύ τους, με ακμή  y.

Να βρείτε ένα πολυώνυμο που να παριστάνει τον άδειο χώρο του κουτιού.

2.3

Ταυτότητες.
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Η έννοια της ταυτότητας είναι γνωστή από το Γυμνάσιο. Συγκεκριμένα έχουμε μάθει ότι:

Ταυτότητα είναι κάθε ισότητα που περιέχει μεταβλητές και επαληθεύεται για όλες τις τιμές των μεταβλητών αυτών.

Οι ταυτότητες παρουσιάζονται τόσο συχνά στις πράξεις, ώστε γίνεται απαραίτητο να τις γνωρίζουμε από μνήμης και να τις εφαρμόζουμε σωστά.

Παρακάτω θα αναφέρουμε τις βασικότερες από αυτές μαζί με τις αποδείξεις τους.

(1) ( α + β )2 = α2 + 2αβ + β2
ΑΠΟΔΕΙΞΗ
Τετράγωνο

Αθροίσματος

Παίρνουμε το 10 μέλος και κάνουμε πράξεις.

(α+β)2 = (α+β)(α+β)
(ορισμός δύναμης)

           = α(α+β)+β(α+β)
(επιμεριστική ιδιότητα) 

           = α2+αβ+αβ+β2

           = α2+2αβ+β2
(αναγωγή ομοίων όρων)
Π.χ (2x+7y)2 = (2x)2+2(2x)(7y)+(7y)2
(εφαρμογή της ταυτότητας)
                    = 4x2+28xy+49y2
(ιδιότητες πολ/σμού και δυνάμεων)

(2) ( α  β )2 = α2  2αβ + β2
Τετράγωνο διαφοράς

ΑΠΟΔΕΙΞΗ
Στην ταυτότητα (α+β)2 = α2+2αβ+β2, που αποδείξαμε, βάζουμε όπου β το β και διαδοχικά έχουμε.

[α+(β)]2 = α2+2α(β)+(β)2
     (αβ)2 = α2 2αβ+β2
(κανόνας προσήμων)

(Σημείωση: Η απόδειξη μπορούσε να γίνει και με τον ίδιο τρόπο που έγινε στην (1).)

Π.χ (2αx3x2y)2 = (2αx)22(2αx)(3x2y)+(3x2y)2
(εφαρμογή της ταυτότητας)

                         = 4α2x212αx3y+9x4y2
(ιδιότητες πολ/σμού και δυνάμεων)

(3) ( α + β )( α  β ) = α2  β2 


Διαφορά δύο τετραγώνων

ή Γινόμενο αθροίσματος επί διαφορά
ΑΠΟΔΕΙΞΗ
Παίρνουμε το 10 μέλος και κάνουμε πράξεις.

(α+β)(αβ) = α(αβ)+β(αβ)
(επιμεριστική ιδιότητα)
                  = α2αβ+αββ2
(αναγωγή ομοίων όρων)
                  = α2  β2

Π.χ  (3xy+y3)(3xyy3) = (3xy)2(y3)2
(εφαρμογή της ταυτότητας)
                                  = 9x2y2y6
(ιδιότητες  δυνάμεων)

(4) ( α + β )3 = α3 + 3α2β + 3αβ2 + β3
ΑΠΟΔΕΙΞΗ
Κύβος Αθροίσματος

Παίρνουμε το 10 μέλος και κάνουμε πράξεις

(α+β)3 = (α+β)2(α+β)
(ιδιότητα δυνάμεων)
           = (α2+2αβ+β2)(α+β)
(εφαρμογή της ταυτότητας (1))
           = α3+α2β+2α2β+2αβ2+αβ2+β3
(γινόμενο πολυωνύμων)

           = α3+3α2β+3αβ2+β3
(αναγωγή ομοίων όρων)
Π.χ (2x+y3)3 = (2x)3+3(2x)2(y3)+3(2x)(y3)2+(y3)3
(εφαρμογή της ταυτότητας)
                    = 8x3+3(4x2)y3+3(2x)(y6)+y9
(ιδιότητες δυνάμεων)

                    = 8x3+12x2y3+6xy6+y9
(ιδιότητες πολ/σμού)

(5) ( α  β )3 = α3  3α2β + 3αβ2  β3
ΑΠΟΔΕΙΞΗ
Κύβος διαφοράς

Στην ταυτότητα (α+β)3 = α3+3α2β+3αβ2+β3, που αποδείξαμε, βάζουμε όπου β το β και διαδοχικά έχουμε.

[α+(β)]2 = α3+3α2(β)+3α(β)2+(β)3
    (αβ)3  = α3+3α2(β)+3α(β2)+(β3)
(ιδιότητες δυνάμεων)
    (αβ)3  = α33α2β+3αβ2β3
(κανόνες προσήμων)
(Σημείωση: Η απόδειξη μπορούσε να γίνει και με τον ίδιο τρόπο που έγινε στην (4).)

Π.χ (x2y5)3 = (x2y)33(x2y)y+3(x2y)y253
                    = x6y33(x4y2)y+3(x2y)y2125
(ιδιότητες δυνάμεων)
                    = x6y33x4y3+3x2y3125
(ιδιότητες δυνάμεων και πολ/σμού)

(6) α3 + β3 = (α+β)(α2αβ+β2)

ΑΠΟΔΕΙΞΗ
Άθροισμα δύο κύβων



Παίρνουμε το 20 μέλος και κάνουμε πράξεις

(α+β)(α2αβ+β2) = α3α2β+αβ2+βα2αβ2+β3
(γινόμενο δύο πολυωνύμων)

                                              = α3 + β3
(αναγωγή ομοίων όρων)
Π.χ x3+8 = x3+23 = (x+2)(x2x2+22) = (x+2)(x22x+4)

(7) α3  β3 = (αβ)(α2+αβ+β2)

ΑΠΟΔΕΙΞΗ
Διαφορά δύο κύβων

Παίρνουμε το 20 μέλος και κάνουμε πράξεις

(αβ)(α2+αβ+β2) = α3+α2β+αβ2βα2αβ2β3
(γινόμενο δύο πολυωνύμων)
                                              = α3  β3
(αναγωγή ομοίων όρων)
Π.χ 1x3 = 13x3 = (1x)(12+1x+x2) = (1x)(1+x+x2)

Σημείωση: Όπως είδαμε στις παραπάνω αποδείξεις των ταυτοτήτων, ξεκινήσαμε από ένα μέλος τους, κάναμε τις πράξεις και καταλήξαμε στο άλλο. Αυτός δεν είναι ο μονα​δικός τρόπος που χρησιμοποιούμε στις αποδείξεις των διάφορων σχέσεων. Πολλές φο​ρές μας διευκολύνει να μετασχηματίζουμε τη σχέση που θέλουμε να αποδείξουμε σε άλλη ισοδύναμή της (π.χ. κάνοντας πράξεις και στα δύο μέλη), μέχρι να κατάλή​ξουμε σε μια σχέση που θα μας είναι γνωστό ότι αληθεύει. Έτσι θα αληθεύει και η αρχική.

Ας δούμε ένα παράδειγμα με αυτόν τον τρόπο απόδειξης.

Να αποδειχτεί ότι: (α+β)2 = (αβ)2+4αβ.

Απόδειξη

(α+β)2 = (αβ)2+4αβ                  (Κάνουμε πράξεις και στα δύο μέλη) 

α2+2αβ+β2 = α22αβ+β2+4αβ     (Κάνουμε τις αναγωγές ομοίων όρων)  

α2+2αβ+β2 = α2+2αβ+β2             (Είναι φανερό ότι η ισότητα αυτή ισχύει. Άρα ισχύει 

και η αρχική)

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

1.
Να αποδειχτεί ότι:   Αν  α+β+γ = 0 τότε ισχύει α3 + β3 + γ3 = 3αβγ.

ΛΥΣΗ

Από την υπόθεση α+β+γ = 0 έχουμε α+β = γ
(ιδιότητα στις ισότητες)

(α+β)3 = (γ)3

 (υψώσαμε τα μέλη της ισότητας στην τρίτη δύναμη)

α3+3α2β+3αβ2+β3 = γ3 
(εφαρμόσαμε την ταυτότητα για τον κύβο του αθροίσματος

στο 10 μέλος και ιδιότητα των δυνάμεων στο 20 μέλος)

α3+β3+γ3 = 3α2β3αβ2 
(μεταφορά όρων) 

α3+β3+γ3 = 3αβ(α+β)
 (επιμεριστική ιδιότητα)

α3+β3+γ3 = 3αβ(γ)
 (αντικαταστήσαμε το α+β με το γ)

α3+β3+γ3 = 3αβγ
 (κάναμε τον πολ/σμό στο 20 μέλος)

Σημείωση: Στην παραπάνω απόδειξη, ξεκινήσαμε από την υπόθεση α+β+γ = 0 και με διαδοχικούς συλλογισμούς καταλήξαμε στην ισότητα  α3+β3+γ3 = 3αβγ , δηλαδή στο συμπέρασμα.  Ένας τέτοιος τρόπος απόδειξης λέγεται «ευθεία απόδειξη».

2. Έστω ο φυσικός αριθμός  α. Να αποδειχτεί ότι: Αν ο α2 είναι άρτιος, τότε ο α είναι άρτιος.

ΛΥΣΗ

Γνωρίζουμε ότι κάθε φυσικός αριθμός ή θα είναι άρτιος ή θα είναι περιττός. 

Επίσης τον άρτιο φυσικό αριθμό τον συμβολίζουμε γενικά με 2κ , όπου κ φυσικός, ενώ τον περιττό φυσικό τον συμβολίζουμε με 2κ+1.

Υποθέτουμε ότι ο α δεν είναι άρτιος. Τότε θα είναι περιττός, δηλαδή ο α θα γράφεται 
α =2κ+1. Υψώνουμε τα μέλη αυτής της ισότητας στο τετράγωνο.

α2 = (2κ+1)2

α2 = 4κ2+4κ+1                       ( αναπτύξαμε την ταυτότητα του 2ου μέλους)

α2 = 2(2κ2+2κ)+1                  ( επιμεριστική ιδιότητα)

α2 = 2λ+1                               ( θέσαμε 2κ2+2κ = λ ,  φυσικός)

Δηλαδή ο α2 είναι περιττός αριθμός. Αυτό όμως έρχεται σε αντίθεση με την υπόθεση που λέει ότι ο α2 είναι άρτιος. Επομένως, αυτό που ισχυριστήκαμε στην αρχή, ότι δη​λαδή ο α δεν είναι άρτιος, δεν είναι σωστό. Το σωστό λοιπόν είναι ότι ο α είναι άρτιος.

Σημείωση:  Στην παραπάνω απόδειξη υποθέσαμε ότι δεν ισχύει το συμπέρασμα που θέλουμε να αποδείξουμε και μέσα από μια σειρά συλλογισμών καταλήξαμε σε ένα συμπέρασμα που δε στέκει (είναι άτοπο), γιατί έρχεται σε αντίθεση με αυτό που γνωρίζουμε ότι ισχύει. Άρα, αληθεύει αυτό που θέλαμε να αποδείξουμε. Αυτή η μέθοδος απόδειξης λέγεται «απαγωγή σε άτοπο».

ΑΣΚΗΣΕΙΣ
1.
Να κάνετε τις πράξεις:i)x)(x3)  (3x1)2

ii) (x21)3(x3+2x)2
iii) x(2x)2(x1)(x2+x+1)(x+2)2

2.
Να συμπληρώσετε τις ισότητες
i) (........)2 = ....6x4+x2


ii) (....  xy)(x2+....) = x4  ....

iii) (.... +y)3 = ....+12x2y+6xy2+....

ιv) (xy+....)(.... xy  +....) =  ....+1.

3.
Αν  x=y, τότε η παράσταση x2  y2  ισούται με:



i) 2x
ii) 2y
iii) xy
 ιv) 0
v) x +y
 (κύκλωσε τη σωστή απάντηση).

4.
α) Παρατηρήστε τις ισότητες:
22   12 = 3,


32   22 = 5,


42   32 = 7,


52   42 = 9. Τι συμπέρασμα βγάζετε από αυτές;


β) Μπορείτε να βρείτε τη διαφορά 200002199992 , χωρίς να υπολογίσετε τις δυνάμεις ;


γ) Να διατυπώσετε ένα ισχυρισμό (μια εικασία) για τη διαφορά των τετραγώνων δύο διαδοχικών ακεραίων.


δ) Να αποδείξετε τον ισχυρισμό που διατυπώσατε.

5.
Να αποδείξετε τις παρακάτω ισότητες:


i) d4 16 =(d2+4)(d+2)(d2)
ii) d6 1=(d2d+1)(d2+d+1)(d1)(d+1)

iii) 8δ3+1=(2δ+1)(4δ22δ+1)

6.
Να αποδείξετε τις ταυτότητες


i) α2+β2 = (α+β)2  2αβ

ii)  (α+β+γ)2 = α2 +β2 +γ2 +2αβ+2αγ+2βγ
iii)  (α2+β2)2 = (α2β2)2+(2αβ)2
iv)  (α2+β2)(x2+y2)  (αx+βy)2 = (αy  βx)2
v)  (υ3+2ω2)2  (ω2+2υ3)2 = 3((ω2(υ3)((ω2+υ3).

7.
Να αποδείξετε ότι:  Αν  α+β = 0, τότε  α3 + β3 = 0.

8.
Αν α, β θετικοί  και α+β = 
[image: image600.wmf]αβ

3

, να αποδείξετε ότι α2 + β2 = αβ.

9. Αν  α =
[image: image601.wmf]5

+
[image: image602.wmf]3

και β =
[image: image603.wmf]5


[image: image604.wmf]3

να υπολογίσετε την αριθμητική τιμή της παράστασης 5α2 8αβ + 3β2.

10.
Να αποδείξετε ότι: Αν  α+β=  1 , τότε  α3+β3+1 = 3αβ.


[image: image605.wmf]α

β


11.
Αν  
[image: image606.wmf]α

β
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 =3 να υπολογίσετε τις αριθμ.τιμές των παραστάσεων   ι)  (
[image: image607.wmf]β

α

)2+(
[image: image608.wmf]α

β

)2
ii) (
[image: image609.wmf]β

α

)3+(
[image: image610.wmf]α

β

)3.

12. Το οικόπεδο του διπλανού σχήματος αποτελείται από δύο τετράγωνα με πλευρές α και β αντιστοίχως. Αν γνωρίζετε ότι α+β=49m και αβ=550m2, να βρείτε πόσα m2  είναι η έκταση ολόκληρου του οικοπέδου.

13.
Έστω x>0 και (x+ 
[image: image611.wmf]x

1

)2 = 5.
.α) Να βρείτε τις αριθμητικές τιμές των παραστά​σεων  x+
[image: image612.wmf]x

1

 και x2+
[image: image613.wmf]2

x

1

.

β) Να αποδείξετε ότι  x3 + 
[image: image614.wmf]5
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14.
Να χρησιμοποιήσετε τη μέθοδο της απαγωγής σε άτοπο για να αποδείξετε ότι:


i)  Αν  α2 + β2 = 0 τότε  ισχύει α=0 και β=0
ii) Αν 
[image: image615.wmf]α

+ 
[image: image616.wmf]β

= 0 τότε ισχύει α=0 και β=0.

2.4

Παραγοντοποίηση Πολυωνύμων.

Αν πολλαπλασιάσουμε τα πολυώνυμα  x2+y  και xy1, θα βρούμε το πολυ​ώνυμο x3yx2+xy2y. Έτσι έχουμε: x3yx2+xy2y = (x2+y)xy1), δηλαδή το πολυώνυμο x3yx2+xy2y  μπορούμε να το γράψουμε ως γινόμενο άλλων πολυωνύμων.

Η μετατροπή ενός πολυωνύμου σε γινόμενο άλλων πολυωνύμων λέγεται παραγοντοποίηση του πολυωνύμου.

Το πρόβλημα της παραγοντοποίησης ενός πολυωνύμου είναι το αντίστροφο του προβλήματος του πολλαπλασιασμού των πολυωνύμων.

Τονίζουμε ότι: α) Υπάρχουν πολυώνυμα που δεν παραγοντοποιούνται. β) Η διαδικασία της παραγοντοποίησης θεωρείται ολοκληρωμένη, όταν κανένας από τους παράγοντες του γινομένου που βρήκαμε δε συνεχίζει να παραγοντο​ποιείται.

Η παραγοντοποίηση ενός πολυωνύμου ή μιας αλγεβρικής παράστασης, εφόσον γίνεται, μας διευκολύνει στο να γράφουμε πιο απλά τις αλγεβρικές παρα​στάσεις, να λύνουμε εξισώσεις και ανισώσεις, να απλοποιούμε αλγεβρικά κλάσματα, να εκτελούμε πιο σύντομα πράξεις και να αποδεικνύουμε διάφορες προτάσεις. Γι’ αυτό και είναι μια πολύ χρήσιμη διαδικασία στην Άλγεβρα.

Στο Γυμνάσιο είχαμε μάθει τις σπουδαιότερες περιπτώσεις παραγοντοποίησης, τις οποίες επαναλαμβάνουμε με παραδείγματα.

Παραδείγματα

1..i) x3y3+x2y2+xy2
ii) x3+x2y+xy2+y3

Λύση:

i) Όλοι οι όροι της παράστασης έχουν κοινό παράγοντα το xy2 (είναι οι κοινοί παράγοντες με το μικρότερο εκθέτη). Έτσι, x3y3+x2y2+xy2=xy2(x2y+x+1).

ii) Η παράσταση έχει κοινούς παράγοντες κατά ομάδες. Έτσι,

x3+x2y+xy2+y3 = x2(x+y)+y2(x+y)=(x+y)(x2+y2).

2. i) x4  y4
ii)  (xy)2  y2.

Λύση:

Εφαρμογή της ταυτότητας «διαφορά δύο τετραγώνων»

i) x4y4=(x2y2)(x2+y2)=(x+y)(xy)(x2+y2),

ii) (xy)2y2 = [(xy)+y][(xy) y] = x(xyy) = x(x2y).

3. i) x4+2x2y+y2 

ii)  8x3+1.

Λύση:

i) Εφαρμογή της ταυτότητας «τετράγωνο αθροίσματος».

x4+2x2y+y2 = (x2)2+2x2y+y2 = (x2+y)2.

ii) Εφαρμογή της ταυτότητας «άθροισμα  κύβων».

8x3+1=(2x)3+1=(2x+1)[(2x)22x+1]=(2x+1)(4x22x+1).

4. i) x44x2y+4y2  ω2
ii)  x2+3x10
iii) 3d2  2d 1.

Λύση:

i) x44x2y+4y2ω2 = (x44x2y+4y2)ω2 = (x22y)2ω2 = (x22y+ω)(x22yω).

ii)  x2+3x10 =  x2+5x2x10
(διάσπαση όρου).

                    = x(x+5)  2(x+5) = (x+5)(x2)

iii)  3d2 2d 1= 3d2 3d+d 1= 3d(d 1)+(d 1) = (d 1)(3d+1).
ΑΣΚΗΣΕΙΣ
1.
Να παραγοντοποιήσετε τις παραστάσεις


ι) 3x36x2y+3xy2

ii)  x2y2+2x+1

iii) (x29)2  (x+3)2
iv)  (3x+2)2  (x+5)2 

v) x(2x+1)22x1

vi)  3(x3x)+2(x21).

2.
Να παραγοντοποιήσετε τις παραστάσεις


i) (x3)(2x1)3x(2x6)3+x

ii) xy+1xy
iii) 5xy2y15x+6
iv) 81(x1)24(x5)2 

v)  x3y3x4+xy3.

3.
Να παραγοντοποιήσετε τα πολυώνυμα


P(x)=x2+2x3, Q(x)=x2+x6, F(x)=2x2x1, Φ(x)=x5x4+2x32x2+x1.

4.
Να παραγοντοποιήσετε την παράσταση (x1)3+(x2)3+(32x)3


(Υπόδειξη: Θυμηθείτε την ταυτότητα α3+β3+γ3= ...., όταν α+β+γ=0).
2.5
Πράξεις με κλασματικές αλγεβρικές Παραστάσεις.
Στις πράξεις με κλασματικές παραστάσεις ισχύουν οι γνωστοί κανόνες των πράξεων με αριθμητικά κλάσματα.

Υπενθυμίζουμε ότι:

α) Η μεταβλητή ή οι μεταβλητές σε μια κλασματική αλγεβρική παράσταση δεν μπορεί να πάρουν τιμές που μηδενίζουν τον παρονομαστή της.

β) Για να απλοποιήσουμε μια κλασματική αλγεβρική παράσταση, πρέπει πρώτα να παραγοντοποιήσουμε τον αριθμητή και τον παρονομαστή της.

γ) Για να προσθέσουμε ή αφαιρέσουμε κλασματικές αλγεβρικές παραστάσεις, πρέπει πρώτα να τις μετασχηματίσουμε έτσι, ώστε να έχουν τον ίδιο παρονο​μαστή.

Στα παραδείγματα που ακολουθούν φαίνεται ο τρόπος που γνωρίσαμε στο Γυμνάσιο και με τον οποίο κάνουμε πράξεις στις κλασματικές αλγεβρικές παραστάσεις.

Παραδείγματα

1. Να απλοποιηθεί το κλάσμα 
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Λύση:

8x32xy2=2x(4x2y2)=2x(2x+y)(2xy)

4x24xy+y2 = (2x)222xy+y2 = (2xy)2
Τρέπουμε σε γινόμενα τους όρους του κλάσματος.

Έτσι
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Απλοποιούμε το κλάσμα με το 2xy, που είναι ο Μ.Κ.Δ. των όρων του.

2. Να κάνετε τις πράξεις:  
[image: image621.wmf]3
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Λύση:
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Αντιστρέφουμε το 2o κλάσμα και κάνουμε πολ/σμό

Είναι


2x250=2(x225)=2(x+5)(x5)

  x327=x333=(x3)(x2+3x+9) 
Παραγοντοποίηση

Άρα
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3. Να κάνετε τις πράξεις:  
[image: image628.wmf]x
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Λύση:

x2+2x+1=(x+1)2, 2x+2=2(x+1), x2+x=x(x+1)
Παραγοντοποιούμε τους παρονομαστές

2x(x+1)2 (Σχηματίζουμε το γινόμενο που αποτελείται από τους κοινούς και μη κοινούς παράγοντες με τον μεγαλύτερο εκθέτη. Αυτό είναι το ΕΚΠ των παρονομαστών)
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Βρίσκουμε τα πηλίκα του γινομένου αυτού με καθένα παρονομαστή.
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Πολ/ζουμε τους όρους κάθε κλάσματος με το αντίστοιχο πηλίκο.
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Προσθέτουμε τα ομώ​νυμα κλάσματα

ΑΣΚΗΣΕΙΣ
1.
Να κάνετε τις πράξεις: 
[image: image635.wmf]÷
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2.
Αν  A=x2+y2t2+2xy  και  Β=x2y2+2ytt2,  να απλοποιήσετε το κλάσμα 
[image: image636.wmf]B
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3.
Αν A= 
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4.
Να κάνετε τις πράξεις: i) 
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iv) (x2+2x(1)(
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5.
Να υπολογίσετε την αριθμ.τιμή της παράστασης: 
[image: image644.wmf]2
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2.6

Διαίρεση  πολυωνύμων.
Γνωρίζουμε ότι με τη διαίρεση α:β των θετικών ακεραίων αριθμών α και β βρίσκουμε δύο άλλους ακέραιους αριθμούς, π (πηλίκο) και υ (υπόλοιπο), τέτοιους ώστε να ισχύει α=βπ+υ, όπου το υ είναι υ  και μικρότερο του διαιρέτη β.

Με ανάλογο τρόπο, στη διαίρεση Δ(x):δ (x) των πολυωνύμων Δ(x) και δ(x) (με δ(x))βρίσκουμε δύο άλλα πολυώνυμα, Π(x) (αλγοριθμικό πηλίκο) και υ(x) (υπόλοιπο), τέτοια ώστε να ισχύει  Δ(x) = δ(x)Π(x) + υ(x), όπου το πολυώνυμο υ(x) έχει βαθμό μικρότερο του διαιρέτη δ(x) ή είναι το μηδενικό πολυώνυμο.

Το πηλίκο Π(x) έχει βαθμό ίσο με τη διαφορά των βαθμών των Δ(x) και δ(x) (όπου ο βαθμός του Δ(x) είναι μεγαλύτερος ή ίσος του βαθμού του δ(x)).

Η ισότητα Δ(x) = δ(x)Π(x) + υ(x)  αληθεύει με οποιαδήποτε τιμή της μεταβλητής x, γι’ αυτό λέγεται ταυτότητα της διαίρεσης.

Αν το υπόλοιπο υ(x) είναι το μηδενικό πολυώνυμο, τότε λέμε ότι το πολυώνυμο Δ(x) διαιρείται ακριβώς με το πολυώνυμο δ(x)  (η διαίρεση είναι τέλεια)  και γράφουμε: Δ(x)=δ(x)Π(x). Λέμε τότε ότι το δ(x) είναι παράγοντας του Δ(x).

Για να βρούμε το πηλίκο Π(x) και το υπόλοιπο υ(x) της διαίρεσης ενός πολυωνύμου Δ(x) με ένα πολυώνυμο δ(x) (), ακολουθούμε διαδικασία ανάλογη με αυτή της διαίρεσης δύο θετικών ακεραίων.

Διαίρεση πολυωνύμου με x ± α

Έστω τα πολυώνυμα P(x)=2x33x2x+2 και δ(x)=x2. Θα περιγράψουμε παρακάτω τη διαδικασία της διαίρεσης του πολυωνύμου P(x) με το πολυώνυμο δ(x).

1o
2x33x2x+2
x2
Βρίσκουμε τον πρώτο όρο 2x2 του πηλίκου διαιρώντας τον πρώτο όρο του διαιρετέου με τον πρώτο όρο του διαιρέτη.



2x2







2o
  2x33x2x+2
x2
Πολλαπλασιάζουμε το 2x2 με x2 και το γινόμενο 2x34x2 το αφαιρούμε από το διαιρετέο. Βρίσκουμε έτσι το πρώτο μερικό υπόλοιπο x2x+2.


2x3+4x2
2x2



           x2x+2








3o
  2x33x2x+2
x2
Επαναλαμβάνουμε τα παραπάνω βήματα με νέο διαιρετέο το x2x+2.

Βρίσκουμε έτσι το δεύτερο μερικό υπόλοιπο  x+2




2x3+4x2
2x2+x



           x2x+2

x2+2x




                x+2








4o
  2x33x2x+2
x2
Ομοίως, επαναλαμβάνουμε τα δύο πρώτα βήματα με νέο διαιρετέο το x+2.

Βρίσκουμε έτσι το τελικό υπόλοιπο 4 και το πηλίκο 2x2+x+1 της διαίρεσης.


2x3+4x2
2x2+x+1



          x2x+2




x2+2x




               x+2




x+2




                   4



Όπως μπορούμε να διαπιστώσουμε (κάνοντας τις πράξεις), ισχύει η ισότητα 2x33x2x+2 = (x2)(2x2+x+1)+4 , που εκφράζει την ταυτότητα της διαίρεσης.

Αν στην παραπάνω ταυτότητα βάλουμε όπου x τον αριθμό 2 (που μηδενίζει το διαιρέτη x2) θα έχουμε: 2233222+2(22) (222+2+1)+4.

                                                 16 12 = 0 + 4

                                                           4 = 4

Παρατηρούμε ότι η αριθμητική τιμή του διαιρετέου 2x33x2x+2 για την τιμή του x που μηδενίζεται ο διαιρέτης  x2, ισούται με το υπόλοιπο της διαίρεσης.

Γενικά: Το υπόλοιπο της διαίρεσης ενός πολυωνύμου P(x) με το xα είναι ίσο με την αριθμητική τιμή του πολυωνύμου για x =α. Δηλαδή: υ= P(α)

Αν ο διαιρέτης είναι το x+α, τότε το υπόλοιπο είναι υ=P(α).

Π.χ Το υπόλοιπο της διαίρεσης του πολυωνύμου P(x)= 6x4+4x3x1 με το x+1 είναι: υ=P((1) = (6(((1)4+4(((1)3(((1)(1 = (6(4+1(1 = (10.

Σχήμα Horner (Χόρνερ)

Η παραπάνω διαίρεση του πολυωνύμου P(x)=2x33x2x+2 με το x2 μπορεί να παρουσιαστεί εποπτικά με το ακόλουθο σχέδιο, που είναι γνωστό ως σχήμα Horner.
2  (3  (1  +2
α=2


      4    2    2



2    1     1 ( 4



Συντελεστές

Πηλίκου
Υπόλοιπο

Στην πρώτη σειρά γράφουμε τους συντελεστές του P(x). Το α=2 είναι ο αριθμός που μηδενίζει το διαιρέτη  x2. Ο πρώτος αριθμός της τρίτης σειράς είναι ο πρώτος συντελεστής του P(x).

Οι αριθμοί της δεύτερης σειράς προκύπτουν με πολ/σμό του αμέσως προηγούμενου αριθμού της τρίτης σειράς επί τον αριθμό α.

Κάθε αριθμός (εκτός του πρώτου) της τρίτης σειράς προκύπτει ως άθροισμα των αντίστοιχων αριθμών της πρώτης και δεύτερης σειράς.

Ο τελευταίος αριθμός της τρίτης σειράς είναι το υπόλοιπο, ενώ οι άλλοι αριθμοί αυτής της σειράς είναι οι συντελεστές του πηλίκου της διαίρεσης.

Τονίζουμε ότι, στο σχήμα  Horner συμπληρώνουμε στην πρώτη σειρά με 0 τους συντελεστές όσων ενδιάμεσων όρων δεν υπάρχουν στο πολυώνυμο P(x).

Το σχήμα  Horner είναι ιδιαίτερα χρήσιμο στις περιπτώσεις όπου το α του διαιρέτη  xα  ή ο βαθμός του διαιρετέου  P(x)  είναι μεγάλος αριθμός.

Παράδειγμα

Με τη βοήθεια του σχήματος Horner να βρείτε το πηλίκο και το υπόλοιπο της διαίρεσης (x481):(x3). Να γράψετε μετά την ταυτότητα αυτής της διαίρεσης.

Λύση:

Το σχήμα Horner με διαιρετέο  x481 και διαιρέτη x3 είναι:

1   0   0   0   (81
3

     3   9  27    81


1   3   9  27 (   0


Το πηλίκο θα είναι βαθμού 4(1=3.
Άρα  π(x)=x3+3x2+9x+27 και υ(x) = 0

Η ταυτότητα της διαίρεσης είναι:

x481=(x3)(x3+3x2+9x+27)

ΑΣΚΗΣΕΙΣ
1.
Να βρείτε το υπόλοιπο της διαίρεσης:  (36x42 5x21 +x11 +2) : (x+1).

2.
Να κάνετε τις παρακάτω διαιρέσεις και να γράψετε για καθεμιά την αντίστοιχη ταυτότητά της.


i) (x5x4+x3+2):(x+2)
ii) (3x25x+6):(x5)
iii) x5:(x1)
iv) (x44x2+6):(x+3)

3.
Να εξετάσετε αν το πολυώνυμο P(x)= x4+x35x2+x6 διαιρείται ακριβώς με το x+2 και το x+3.

4.
Να εξετάσετε αν τα πολυώνυμα x10 +α10  και x11 +α11 διαιρούνται ακριβώς με το x+α, όπου α 0.
5.
Με τη βοήθεια του σχήματος Horner να βρείτε τα πηλίκα και τα υπόλοιπα των διαιρέσεων:


i) (5x4+4x26x+1):(x+2)
ii) (x43x3+x25):(x3)
iii) (2x3(x2(x):(x(0,2).

6. Η ταυτότητα της διαίρεσης ενός πολυωνύμου  P(x) με το x2 είναι:


P(x)= (x2)(x3x2+1)+3.


α) Ο βαθμός του P(x) είναι :






i) 0,
ii) 1,
iii) 3,
ιv) 4,
v) δεν έχει βαθμό (κύκλωσε το σωστό).


β) Να υπολογίσετε τα P(2)  και P(1).


γ) Να βρείτε το πολυώνυμο P(x).

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ 2ου ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ
1.
 Η αριθμητική τιμή της παράστασης  α3(β2+1 για α=2 και β = 
[image: image645.wmf]2

1

 είναι,


i) 
[image: image646.wmf]2

+1     ii)  2
[image: image647.wmf]2

        iii) 6        iv) 5         v) 
[image: image648.wmf]2

3

 +1 

2.
Να χαρακτηρίσετε με Σ (σωστό) ή με Λ (λάθος) καθεμιά από τις παρακάτω σχέσεις.


(6α2β3+6α3β2= 0     ,  (6α2β3)((6α3β2)=36α5β5      , (6α2β3):(6α3β2)=αβ      ,


6α2β3 +8α2β3 = 2α2β3      ,     6α2β38α2β3 = 2      .

3.
Να συμπληρώσετε τους όρους που λείπουν, ώστε να ισχύουν οι ταυτότητες.


(... +
[image: image649.wmf]5

δ

)2 =...+2δ+...,    (
[image: image650.wmf]3

 ...)2 = ......+α2,       (ε
[image: image651.wmf]2

0

,

) (ε+
[image: image652.wmf]2

0

,

) = ε2  .....


0,13α3 = (.... α) (0,01+.....+.....) ,          (....+....)3 = 8α3+.....+.....+β3.

4
α) Τι ονομάζουμε ταυτότητα ;


β) Η ισότητα (α1)50 = α50+1 είναι ή όχι ταυτότητα ;

5. Ποιες από τις παρακάτω απλοποιήσεις είναι λάθος;
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6.
 Δίνεται το πολυώνυμο Π(ω) = ω5ω4+ω3ω2+ω1. 


Το γινόμενο Π(210)(Π(25)(Π(20) είναι:   i) 1,    ii) 0,     iii) 1,     iv) 22,    v) 250.

7. Να συνδέσετε κάθε παράσταση της στήλης Α με την παραγοντοποιημένη της μορφή, που είναι γραμμένη στη στήλη Β.

Στήλη Α
Στήλη B

xy + y3

x2y  xy2

xy2 + xy
x3y + xy3

x2  y4
xy(xy)

y2 (x+y)

x(xy+y)

(x+y2) (x y2)

xy (x2+ y2)

xy (y + 1)

(x2 y2) (x +y2 )

x3y3 (x y)

y (x+y2 )

8. Για ένα πολυώνυμο P(x) ισχύει P(1) = 0 και P(2) = 1. Nα βάλετε ένα Χ στο αντίστοιχο πλαίσιο κάθε σωστής πρότασης.

α) Το υπόλοιπο της διαίρεσης του P(x) με το x1 είναι το 2
     ,

β) Το P(x) διαιρείται ακριβώς με το x1
     ,

γ) Το P(x) διαιρείται ακριβώς με το x+2
     ,

δ) Το υπόλοιπο της διαίρεσης του P(x) με το x+2 είναι το 1
     ,

ε) Αν παραγοντοποιηθεί το P(x), θα έχει παράγοντα το x1
     .

    α β


    4 β


 + α 8


 1 α 4
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