16
254

10 ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΑ
Εισαγωγή
Στο Γυμνάσιο έχουμε γνωρίσει πώς μπορούμε να παρουσιάσουμε το σχηματισμό μιας θετικής γωνίας 
[image: image1.wmf]w

ˆ

 στο ορθογώνιο σύστημα Οxy.
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Η γωνία 
[image: image6.wmf]w

ˆ

 σχηματίζεται από την ημιευθεία Οx, όταν αυτή περιστραφεί γύρω από το Ο αντίθετα από τους δείκτες του ρολογιού ή, όπως λέμε, κατά τη θετική φορά, μέχρι να συμπέσει με την ημιευθεία ΟΜ.
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Αν η Οx συνεχίσει να περιστρέφεται παρόμοια και μετά τον ημιάξονα Οy, θα παίρνουμε γωνίες όχι μόνο μεγαλύτερες από 90ο αλλά και από 360ο. Με αυτήν την έννοια αν κ είναι το πλήθος των περιστροφών που πραγματοποιεί η ημιευθεία Ox μέχρι να συμπέσει με την ΟΜ, η γωνία ω δίνεται από τον τύπο 
[image: image8.wmf]w

ˆ

=360ο(κ+θο, όπου κ είναι μη αρνητικός ακέραιος και 0 ( θ ( 360ο. 

Έτσι, κάθε γωνία που τοποθετείται στο ορθογώνιο σύστημα Οxy γίνεται ταυτό​χρονα επίκεντρη, όταν κατασκευάσουμε ένα κύκλο με κέντρο Ο και ακτίνα ρ=1.

Τα τόξα ΑΜ έχουν το θετικό προσανα​τολισμό της γωνίας ω, οπότε ο κύκλος είναι προσανατολισμένος, ενώ το ση​μείο Μ(x,y), που προσδιορίζει με την ημιευθεία ΟΜ τη γωνία, μπορεί να βρίσκεται για κάθε γωνία πάνω στο σταθερό κύκλο.

Με αυτόν τον τρόπο το ορθογώνιο σύστημα Οxy και ο προσανατολισμένος κύκλος με ακτίνα ρ τη μονάδα αποτελούν ένα “πειραματικό εργαστήριο”, πάνω στο οποίο τοποθετούνται όλες οι γωνίες και αποκτούν συγκεκριμένη θέση και μοναδικό μέτρο. 

Η θέση κάθε γωνίας καθορίζεται από την αρχική της πλευρά που συμπίπτει με το θετικό ημιάξονα Οx και από την τελική της ΟΜ, με Μ συγκεκριμένο σημείο του κύκλου.
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Τέλος, αν αξιοποιήσουμε και την αρνητική φορά της διαγραφής των τόξων ΑΜ (σύμφωνη με την κίνηση των δεικτών του ρολογιού), μπορούμε να έχουμε και “αρνητικές γωνίες”.

Στην περίπτωση αυτή είναι (360ο ( θ ( 0.

Σύμφωνα με τα παραπάνω, σε κάθε θετική ή αρνητική γωνία που τοποθετούμε στο σύστημα με τον μοναδιαίο κύκλο αντιστοιχεί ένα μοναδικό τόξο ΑΜ και, συνεπώς, ένας μοναδικός πραγματικός αριθμός.

Ο αριθμός αυτός προσδιορίζει ένα μοναδικό σημείο Μ(x,y) πάνω στον κύκλο x2+y2 = 1. Έτσι, κάθε γωνία μας οδηγεί στον προσδιορισμό ενός μοναδικού σημείου Μ(x,y) του κύκλου. Αντίθετα, ένα συγκεκριμένο σημείο Μ(x,y) του κύκλου είναι το πέρας άπειρων τόξων που καταλήγουν σε αυτό και, συνεπώς, άπειρων γωνιών.

10.1
Τριγωνομετρικός κύκλος, Τριγωνομετρικοί αριθμοί τόξου ή γωνίας.
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Συνοψίζοντας, λέμε προσανατολισμένο έναν κύκλο στον οποίο έχουμε ορίσει ένα σημείο για αρχή μέτρησης των τόξων και έχουμε επίσης καθορίσει τη θετική φορά διαγραφής των τόξων.

Σε ένα Καρτεσιανό επίπεδο τοποθετούμε ένα προσανατολισμένο κύκλο έτσι, ώστε το κέντρο του να συμπίπτει με την αρχή των αξόνων και η αρχή μέτρησης των τόξων να συμπίπτει με τον άξονα Οx.

Αν επί πλέον θεωρήσουμε και την ακτίνα του ίση με τη μονάδα (ρ=1), τότε ο κύκλος αυτός λέγεται τριγωνομετρικός κύκλος.

Όπως παρατηρούμε, ο τριγωνομετρικός κύκλος χωρίζεται σε τέσσερα μέρη που λέγονται τεταρτημόρια.
Τοποθετώντας μία γωνία θο πάνω στον τριγωνομετρικό κύκλο την αντιστοιχί​ζουμε σε κάποιους πραγματικούς αριθμούς. Οι αριθμοί αυτοί λέγονται ημίτονο, συνημίτονο, εφαπτομένη και συνεφαπτομένη, και όπως μάθαμε στην Γ Γυμνασίου δίνονται αντίστοιχα από τις παρακάτω ισότητες:

ημθ = 
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συνθ = 
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εφθ = 
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Επειδή ρ = 1, έχουμε ημθ = y και συνθ = x. Άρα, οι συντεταγμένες του Μ(x,y) είναι Μ(συνθ, ημθ).

Ονομάζουμε τον άξονα x(x άξονα των συνημίτονων και τον y(y άξονα των ημίτονων.

Επειδή οι γωνίες και τα αντίστοιχα τόξα σε έναν τριγωνομετρικό κύκλο έχουν το ίδιο μέτρο γι’ αυτό θα χρησιμοποιούμε εναλλακτικά τριγωνομετρικούς αριθμούς τόξων ή γωνιών.
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Οι τριγωνομετρικοί αριθμοί οξείας γωνίας στο ορθογώνιο τρίγωνο

Οι ορισμοί των τριγωνομετρικών αριθμών στον τριγωνομετρικό κύκλο δεν έρχονται σε αντίθεση με αυτούς που μάθαμε στο Γυμνάσιο και αναφέρονται στο ορθογώνιο τρίγωνο.

Πράγματι, παρατηρούμε ότι σε ένα οποιοδήποτε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (
[image: image16.wmf]A
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=90ο) οι τριγωνο​μετρικοί αριθμοί της γωνίας Γ εκφράζονται ως εξής:

ημΓ = 
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συνΓ =
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εφΓ = 
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σφΓ =
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Πυθαγόρειο θεώρημα

Ας θυμηθούμε ένα πολύ βασικό θεώρημα. Σε ένα ορθογώνιο τρίγωνο (
[image: image21.wmf]A

ˆ

=90ο) με υποτείνουσα α και κάθετες πλευρές β, γ ισχύει:

α2 = β2 + γ2.
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ΣΗΜΕΙΩΣΗ Η σχέση αυτή ισχύει και αντί​στροφα. Δηλαδή, αν για τις  πλευρές ενός οποι​ουδήποτε τριγώνου έχουμε α2 = β2 + γ2, τότε αυτό είναι αναγκαστικά ορθο​γώνιο, με την ορθή του γωνία απέναντι από την πλευρά α.

Ο Πυθαγόρας ο Σάμιος (580π.Χ-500π.Χ περίπου)

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ

Υπολογίστε το ημίτονο των γωνιών 0ο, 30ο, 45ο, 60ο και 90ο. Για τις γωνίες 0ο και 90ο ο υπολογισμός να γίνει στον τριγωνομετρικό κύκλο. Για τις υπόλοιπες περιπτώσεις χρησιμοποιείστε το Πυθαγόρειο θεώρημα. Για τα ορθογώνια τρίγωνα υπενθυμίζουμε ότι η κάθετη πλευρά που βρίσκεται απέναντι από μια γωνία 30ο είναι ίση με το μισό της υποτείνουσας.

Σχέσεις μεταξύ τριγωνομετρικών αριθμών.

Αφού στο ορθογώνιο τρίγωνο ισχύει το Πυθαγόρειο θεώρημα α2 = β2+γ2, τότε διαιρώντας με το α2 έχουμε 1=
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. Έχουμε όμως ημΓ = 
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 και συνΓ =
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b

.

1 = ημ2Γ+συν2Γ.

Από την τυχαία επιλογή της γωνίας Γ καταλαβαίνουμε ότι ο τύπος που παρουσιάσαμε ισχύει για κάθε γωνία, όσες μοίρες και αν είναι.

Προσέξτε: ημ2Γ = (ημΓ)2 ( ημΓ2.

Αναλύοντας τον τύπο παρατηρούμε ότι ημ2Γ ( 1 και συν2Γ ( 1. Άρα,

(1 ( ημΓ ( 1 και (1 ( συνΓ ( 1

Επίσης γνωρίζουμε ότι εφΓ = 
[image: image27.wmf]β

g

και σφΓ =
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. Διαιρώντας αριθμητή και παρονομαστή με ρ, έχουμε εφΓ = 
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. Τελικά:

εφΓ = 
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και
σφΓ = 
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Επίσης έχουμε
εφΓ(σφΓ=1.
Οι τύποι αυτοί αποδεικνύεται με ανάλογο τρόπο ότι ισχύουν και στον τριγωνομετρικό κύκλο.

Από τους παραπάνω τύπους γίνεται φανερό πως η εφαπτομένη δεν ορίζεται για τις γωνίες Γ τέτοιες ώστε συνΓ=0. Όμοια η συνεφαπτομένη δεν μπορεί να ορισθεί για γωνίες Γ τέτοιες, ώστε ημΓ=0.
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ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ

Συμπληρώστε τον διπλανό πίνακα.

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

1. Αν συνθ = (0.39 και 0ο<θ<180ο, να υπολογίσετε τα ημθ, εφθ και σφθ.

ΛΥΣΗ

Αφού συνθ <0 και 0ο<θ<180ο συμπεραίνουμε ότι η θ ανήκει στο δεύτερο τεταρτη​μόριο (δείτε σχετική δραστηριότητα). Έχουμε ημ2θ+συν2θ = 1, ή ημθ = (
[image: image33.wmf]θ
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Άρα, ημθ ( (0,92. Απορρίπτουμε την αρνητική λύση, διότι η γωνία ανήκει στο δεύτερο τεταρτημόριο και έχει θετικό ημίτονο. Τελικά ημθ ( 0,92.

Αφού εφθ = ημθ/συνθ, έχουμε εφθ ((0,39/0,92 ( (0,42. Επίσης, σφθ = 1/εφθ ( (2,36.

2. Αποδείξτε τις παρακάτω ταυτότητες:


i)
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ΛΥΣΗ

i)
Έχουμε: 
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ii)
Έχουμε: 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ
1.
Αν ημθ = 0.65 και 90ο<θ<180ο, να υπολογίσετε τα συνθ, εφθ και σφθ.

2.
Αν εφθ = 2 και 0ο<θ<90ο, να υπολογίσετε τα συνθ, ημθ και σφθ.
3.
Αν συνθ = (0.3 και 90ο<θ<180ο, να υπολογίσετε τα ημθ, εφθ και σφθ.
4.
Να υπολογίσετε τη μεγαλύτερη και τη μικρότερη τιμή των παραστάσεων:

i) 4ημθ(3
ii) 8+5συν2θ.

5.
Να υπολογίσετε την παράσταση ημ60ο+συν45ο (ημ45ο+2συν60 ο.

6.
Αποδείξτε ότι 
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7. Αποδείξτε ότι ημ2ω(εφω(συν2ω(σφω = εφω(σφω.

8. Αποδείξτε ότι ημ2θ(εφθ+συνθ(ημθ(εφθ=0

9. Αποδείξτε ότι συν2ω(συν2φ(ημ2ω(ημ2φ=συν2ω+συν2φ(1.

10.
Ένα αεροπλάνο απογειώνεται και αφήνει το έδαφος με γωνία 10ο. Αφού διανύσει 1000m, αρχίζει να ανυψώνεται με γωνία 20ο ως προς το έδαφος. Να βρείτε σε τι ύψος θα πετάει, όταν θα έχει διανύσει 2km από τη στιγμή της απογείωσης. (Δίνεται ημ10ο=0,174, ημ20ο=0,342).

10.2
Σχέσεις μεταξύ τόξων.

Τόξα
αντίθετα, συμπληρωματικά και παραπληρωματικά.

Στα επόμενα θα δούμε ότι γνωρίζοντας τους τριγωνομετρικούς αριθμούς της γωνίας θ με 0ο ( θ ( 90ο μπορούμε να βρούμε τους αντίστοιχους τριγωνομετρικούς αριθμούς οποιασδήποτε γωνίας. Τη δυνατότητα αυτή μας την παρέχουν ορισμένοι τύποι, που συναντήσαμε στο Γυμνάσιο και θα τους επαναλάβουμε και τώρα.

Αντίθετα τόξα.
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Έστω φ και θ δύο αντίθετα τόξα. Τότε 
φ = (θ. Όπως βλέπουμε στο διπλανό σχήμα, τα ορθογώνια τρίγωνα ΟΜΛ( και ΟΜΛ είναι ίσα, αφού έχουν όλες τους τις αντίστοιχες γωνίες ίσες και μία πλευρά ρ=1. Το ΟΑ είναι το συνφ, αλλά και το συνθ.

Οι τεταγμένες των σημείων Λ και Λ( είναι αντίθετες. Επειδή ημθ=ΟΛ και ημφ=ΟΛ( συμπεραίνουμε ότι τα αντίθετα τόξα έχουν αντίθετα ημίτονα.

Απαλείφοντας το φ από τις σχέσεις έχουμε:

 ημ((θ) = (ημθ   και   συν((θ) = συνθ ,

Επειδή 
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ανάλογα έχουμε:     εφ((θ) = (εφθ    και    σφ((θ) = (σφθ .
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Συμπληρωματικά τόξα.
Δύο τόξα φ και θ είναι συμπληρωματικά, όταν έχουν άθροισμα 90ο, δηλαδή φ+θ = 90ο.

Στο διπλανό σχήμα τα ορθογώνια τρίγωνα ΟΜ1M(1 και OM2M(2 είναι ίσα, διότι έχουν ίση μία πλευρά (υποτείνουσα ρ=1) και η μία οξεία γωνία του ενός είναι ίση με την αντίστοιχη οξεία γωνία του άλλου.

Απέναντι από τις ίσες τους γωνίες κείνται ίσες πλευρές. Έτσι M1M1(( = M2M2( και M1M1( = M2M2((=ΟM2(. Αλλά Μ1M1(( = OM1( = συνφ και Μ2M2( = OM2(( = ημθ.

Όμοια M1M1(=ΟM1((= ημφ και M2M2((= ΟM2(= συνθ. Άρα, αφού φ =90ο(θ τότε

 ημ(90ο ( θ) = συνθ   και   συν(90ο ( θ) = ημθ ,

  εφ(90ο ( θ)  = σφθ   και     σφ(90ο ( θ) = εφθ .

Παραπληρωματικά τόξα.
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Δύο τόξα φ και θ είναι παραπληρωμα​τικά όταν έχουν άθροισμα 180ο, δηλαδή

φ+θ = 180ο.

Στο διπλανό σχήμα τα ορθογώνια τρίγωνα ΟΜ1Μ1( και OM2Μ2( είναι ίσα διότι έχουν τις αντίστοιχες γωνίες ίσες και την υποτείνουσα ρ=1.

Πάλι, όπως πριν, έχουμε απέναντι από τις ίσες τους γωνίες ίσες πλευρές. Έτσι  Μ1Μ1( = M2Μ2( ή ημφ=ημθ.

Όμοια, ΟΜ1(.= (ΟΜ2( ή συνφ = (συνθ. Άρα, αφού φ = 180ο(θ, τότε:

ημ(180ο ( θ) = ημθ    και    συν(180ο ( θ) = (συνθ ,

εφ(180ο ( θ) =(εφθ   και    σφ(180ο ( θ) = (σφθ  .

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ
α) Βρείτε τα πρόσημα των τριγωνομετρικών αριθμών των γωνιών, ανάλογα με το τεταρτημόριο στο οποίο ανήκουν και να υπολογίσετε του τριγωνομετρικούς αριθμούς γωνιών 120ο, 135ο, 150ο και 180ο.

Νόμος ημίτονων, νόμος συνημίτονων.

Δύο πολύ χρήσιμες ιδιότητες, που ισχύουν για τις πλευρές α, β, γ και τις αντίστοιχες γωνίες Α, Β, Γ ενός οποιουδήποτε τριγώνου ΑΒΓ είναι :

α) Ο νόμος των ημίτονων (απόδειξη Κεφ. 11 παρ. 2, εφαρμογή 2ii):
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β) Ο νόμος των συνημίτονων:

α2 = β2+γ2(2βγσυνΑ, β2 = γ2+α2(2γασυνΒ, γ2 = α2+β2(2αβσυνΓ.

Με τη χρήση των νόμων αυτών μπορούμε, να “επιλύσουμε” ένα τρίγωνο. Δηλαδή, να υπολογίσουμε όλα του τα στοιχεία του όταν μας δίνονται κάποια από αυτά.

Επειδή πολλές φορές οι γωνίες που μετράμε δεν έχουν γνωστούς τριγωνομετρι​κούς αριθμούς, συνήθως καταφεύγουμε στη χρήση μικροϋπολογιστή τσέπης.

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ
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1.
Ένας δισκοβόλος ρίχνει το δίσκο από τη βαλβίδα που βρίσκεται στο σημείο Ο. Ο κριτής σημαδεύει ως σημείο πτώσης το Α. Δύο κατάλ​ληλα όργανα που βρίσκονται στη βαλβίδα και στο σημείο Β μετρούν τις γωνίες 
[image: image47.wmf]O

ˆ

=89ο και 
[image: image48.wmf]B

ˆ

=88ο. Αν ΟΒ=5m, τι βολή πέτυχε ο δισκοβόλος;

ΛΥΣΗ

Στο τρίγωνο ΟΑΒ θέλουμε να υπολογίσουμε την απόσταση ΟΑ. Ισχύει ο νόμος των ημίτονων 
[image: image49.wmf]ημΑ

α

=
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β

. Επειδή 
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 ( 95,48m.

ΣΗΜΕΙΩΣΗ: Στη συγκεκριμένη περίπτωση, που μας ενδιαφέρει ακρίβεια εκατοστού, κάνουμε πράξεις με κομπιουτεράκι. Αν βασιζόμασταν σε τριγωνομετρικούς πίνακες με τρία δεκαδικά, θα είχαμε 5m(0,999/0,052(96,06m. Αν το όργανο είχε δείξει μία γωνία ελάχιστα μεγαλύτερη, για παράδειγμα 
[image: image55.wmf]B

ˆ

=88ο1(, θα έπρεπε να τη χρησιμοποιήσουμε, διότι θα κατα​λήγαμε σε ΟΑ ( 96,01m.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ
1. Σε ένα τρίγωνο ΟΑΒ έχουμε 
[image: image56.wmf]O

ˆ

=45ο και 
[image: image57.wmf]B

ˆ

=60ο. Αν ΟΒ=25m, πόση είναι η απόσταση ΟΑ;

2. Σε ένα τρίγωνο ΟΑΒ έχουμε 
[image: image58.wmf]O

ˆ

=30ο και 
[image: image59.wmf]B

ˆ

=90ο. Αν ΟΒ=25m, πόση είναι η απόσταση ΑB;

3. Σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ έχουμε: 
[image: image60.wmf]B

ˆ

=30o, α=3m, γ=2m. Πόση είναι η πλευρά β;

4. Σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ έχουμε: 
[image: image61.wmf]B

ˆ

=60o, α=4m, γ=5m. Πόση είναι η πλευρά β;

5. Αν γνωρίζετε τους τριγωνομετρικούς αριθμούς της γωνίας θ, αποδείξτε ότι ημ(90+θ) = συνθ, συν(90+θ) = (ημθ.

6.
Αν γνωρίζετε τους τριγωνομετρικούς αριθμούς της γωνίας θ, αποδείξτε ότι ημ(180+θ) = (ημθ, συν(180+θ) = (συνθ.

7.
Κάνοντας χρήση των σχέσεων της άσκησης 6, υπολογίστε τους τριγωνομε​τρικούς αριθμούς των γωνιών 210ο, 225ο και 240ο.

8. Γιατί δεν μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε το νόμο των συνημίτονων στην εφαρμογή με το δισκοβόλο;
Ιστορικό σημείωμα

Η Tριγωνομετρία είναι δημιούργημα της Ελληνι​στικής περιόδου με πρωταγω​νιστές τον Ίππαρχο, τον Μενέλαο (70-130 μ.Χ.) και τον Πτολεμαίο.

Ξεπήδησε από την προσπάθεια να θεμελιωθεί μία ποσοτική αστρονομία, που θα μπορούσε να χρησιμοποιηθεί για να προβλεφτούν διάφορα ουράνια φαινόμενα (π.χ. οι θέσεις των πλανητών και των άλλων ουρανίων σωμάτων, οι εκλείψεις της Σελήνης), για τον υπολογισμό του ημερολογίου και για να εφαρμοστεί στη ναυσιπλοία και τη Γεωγραφία.

Στο βιβλίο “Αλμαγέστη” του Πτολεμαίου περι​έχονται όλα τα αναγκαία θεωρήματα για την κατασκευή ενός πίνακα ημίτονων και συνημίτονων.

Μετά το 200μ.Χ. με την Τριγωνομετρία ασχολή​θηκαν και οι Ινδοί και κατά το μεσαίωνα οι Άραβες, που συνέβαλαν στο να μεταδοθεί η Τριγωνομετρία στην Ευρώπη.

[image: image62.wmf] Ίππαρχος 190-120 πΧ. 



[image: image63.wmf] Πτολεμαίος 85-165 μΧ

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ 10ΟΥ ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ
1. Οι γωνίες 50ο και 40ο, είναι παραπληρωματικές;

2. Μπορεί να υπάρχει γωνία ω με ημω=0,3 και συνω=0,9;

3. Αν εφω = 2, τότε ισχύει Α: ημω>συνω     Β: ημω<συνω     Γ: ημω=συνω.

4. Υπάρχει γωνία ω έτσι ώστε ημω+συνω>1;

5. Είναι δυνατόν να ισχύει συν130o = συν230o;

6. Είναι δυνατόν να ισχύει συν10o = ημ80o;

7. Αν σε ένα τρίγωνο μας δοθούν οι τρεις γωνίες του, μπορούμε να υπολογίσουμε τις πλευρές του;

8. Αν σε ένα τρίγωνο δοθούν δύο γωνίες του και μια πλευρά του, μπορούμε να υπολογίσουμε και τα υπόλοιπα στοιχεία του;
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