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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 - ΚΑΜΨΗ
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  2
ΕΙΣΑΓΩΓΙΚΕΣ ΠΛΗΡΟΦΟΡΙΕΣ

ΑΠΛΗ ΚΑΜΨΗ

· έλεγχος τάσεων

· διαστασιολόγηση

· φορτοϊκανότητα

ΠΑΡΑΜΟΡΦΩΣΗ

ΕΡΓΑΣΤΗΡΙΑΚΗ ΔΟΚΙΜΗ ΚΑΜΨΗΣ
[image: image106.png]


[image: image107.wmf]
ΣΚΟΠΟΣ – ΠΡΟΣΔΟΚΩΜΕΝΑ ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ

Μετά τη μελέτη αυτού του κεφαλαίου θα μπορείτε:

· Να ορίζετε και να εφαρμόζετε την θεμελιώδη εξίσωση της κάμψης σε απλές περιπτώσεις φορέων, υπολογίζοντας:

α) την οικονομικότερη διατομή

β) το μέγιστο δυνατό φορτίο

γ) την ασφαλή τάση λειτουργίας

· Να υπολογίζετε την αντοχή σε εφελκυσμό από κάμψη δοκιμίων (π.χ. από άοπλο σκυρόδεμα ή ξύλο), που προκύπτει από την εργαστηριακή δοκιμή του και να τη συσχετίζετε με την επιτρεπόμενη τάση, μέσω του συντελεστή ασφαλείας.

· Να συσχετίζετε και να αξιοποιείτε τις γνώσεις σας, τις παρατηρήσεις σας και τα συμπεράσματά σας για εφαρμογές σε πραγματικές καταστάσεις στους καμπτόμενους φορείς.

[image: image108.wmf]
2.1. ΕΙΣΑΓΩΓΙΚΕΣ ΠΛΗΡΟΦΟΡΙΕΣ
Στα κεφάλαια της Στατικής μελετήσαμε την ισορροπία δοκών, που δέχονται φορτίσεις και υπολογίσαμε τις αντιδράσεις και τις εσωτερικές δυνάμεις, που αναπτύσσονται στη δοκό (ροπή κάμψης, τέμνουσα και αξονική δύναμη). Προϋπόθεση για τους υπολογισμούς αυτούς είναι ότι το σώμα, ο φορέας, παραμένει απαραμόρφωτος κατά την επιβολή των εξωτερικών φορτίων.

Όμως  οι φορείς παραμορφώνονται και, βεβαίως, σε κάποια στιγμή φόρτισης ρηγματώνονται ή και θραύονται. Η ΑΝΤΟΧΗ ΤΩΝ ΥΛΙΚΩΝ ασχολείται με τη μελέτη της μη αστοχίας του φορέα, δηλαδή λαμβάνει υπόψη της τα αποτελέσματα της στατικής και, με βάση αυτά, υπολογίζει τις απαιτούμενες διαστάσεις του φορέα, ώστε αυτός να “φέρει” τα εξωτερικά φορτία χωρίς να ξεπερνά τις επιτρεπόμενες, από τους κανονισμούς, τάσεις και παραμορφώσεις, ώστε να λειτουργεί με ασφάλεια και οικονομία.

Οι δοκοί, που επιλύσατε στη Στατική, με εξωτερικά φορτία κάθετα στον διαμήκη άξονά τους, υφίστανται κάμψη. Αυτή η εντατική κατάσταση δημιουργεί καμπύλωση του άξονα αυτού, δηλαδή παραμόρφωση, που θα καλούμε βέλος κάμψης και, ταυτόχρονα, ανάπτυξη εσωτερικά καμπτικών τάσεων όπως θα εξηγήσουμε στη συνέχεια.
Φωτ.2.1. Φέρουσα ξύλινη στέγη

Στη φωτογραφία 2.1 φαίνεται εντυπωσιακή, λόγω του μεγέθους της, η ξύλινη στέγη παλαιού κτίσματος, όπου οι ξύλινες δοκοί είναι παραμορφωμένες με έντονο βέλος κάμψης και, μάλιστα, η κεντρική και δεξιά δοκός έχουν σπάσει, είτε από υπερφόρτωση του φορέα (π.χ. σε εξαιρετική χιονόπτωση), είτε από φθορά του υλικού (π.χ. σαράκι), άρα μείωση της αντοχής του.

Φωτ.2.2. Μπαλκόνι με φορτίο καμπτικό




Φωτ.2.3. Υπέρυθρα κτίσματος από λιθοδομή
Φωτ.2.4. Λίθινο υπέρυθρο

Στη φωτογραφία 2.2 φαίνεται το μπαλκόνι, που κάμπτεται λόγω του βάρους των ανθρώπων (φόρτιση) και, μάλιστα, έχει έντονη παραμόρφωση – βέλος κάμψης – που κοινώς ονομάζεται “κοιλιά”.

Στη φωτογραφία 2.3 το ξύλινο υπέρυθρο στο μεγάλο παράθυρο έχει παραμορφωθεί, λόγω της λιθοδομής. Το λίθινο υπέρυθρο στο μικρό παράθυρο (φωτ.2.4) αν φορτιστεί περισσότερο από όσο αντέχει, θα σπάσει, όπως δείχνει και η φωτογραφία, διότι οι φορείς από λίθους και τα λίθινα προϊόντα (π.χ. σκυρόδεμα) δεν μπορούν να υποστούν μεγάλες παραμορφώσεις, όπως οι χαλύβδινοι και ξύλινοι φορείς.

Συγκεκριμένα, αν καμπτόμενο τμήμα του φέροντα οργανισμού σε κτίριο από οπλισμένο σκυρόδεμα (π.χ. πρόβολος, πλάκα, δοκός, υποστύλωμα) παραμορφωθεί, έστω και λίγα χιλιοστά, θα ρηγματωθεί, με αποτέλεσμα να ρηγματωθούν και τα στοιχεία πλήρωσης, δηλαδή τοίχοι, δάπεδα, επενδύσεις.

Φωτ.2.5. Κτίριο με φέροντα οργανισμό (σκελετό ) από οπλισμένο σκυρόδεμα 

και τοιχοποιϊες για πλήρωση.


Προφανώς, αν υπάρχει μια παραμόρφωση, που δε συνοδεύεται από ρηγμάτωση, θα οφείλεται στην παραμόρφωση του ξυλότυπου κατά τη φάση της σκυροδέτησης (Φωτ.2.7), που, κατά κανόνα, δε δημιουργεί πρόβλημα.

Στην τομή πολυώροφου κτιρίου φαίνονται οι πλάκες, οι δοκοί, οι σκάλες και τα τοιχεία από σκυρό-δεμα, τα οποία φέρουν τα φορτία, δηλαδή το ίδιο βάρος των τοίχων, το δικό τους, των δαπέδων, των επεν-δύσεων και τα κινητά φορτία των επίπλων και ανθρώπων. Αυτά, στη συνέχεια, θα είναι τα ομοιόμορφα (q) ή συγκεντρωμένα (F) φορτία των φορέων, που θα επιλύσουμε.

Σχ.2.1. Τομή πολυώροφου κτίσματος


Φωτ.2.6. Κατάρρευση της γέφυρας της Τακόμα (Tacoma).

Αν παραμορφωθούν, επίσης, οι φορείς περισσότερο από το όριό τους, θα καταρρεύσουν, όπως χαρακτηριστικά φαίνεται στην παραπάνω φωτογραφία η κατάρρευση της γέφυρας Tacoma στην περιοχή της Washington, την ημέρα των εγκαινίων της (!), εξαιτίας της δυναμικής φόρτισης του ανέμου.

Υπάρχουν περιπτώσεις, όπου ο φορέας, από το σχεδιασμό και την κατασκευή του, έχει καμπύλο σχήμα, που, δεν είναι παραμόρφωση από τη λει-τουργία του, όπως για παρά-δειγμα  το κατάστρωμα της γέφυρας της φωτογραφίας, που πρέπει να δείχνει ανάλαφρη και σε απόσταση υψομετρικά από τις κατοικίες, που ήδη υπήρχαν όταν κατασκευάστηκε.

Φωτ.2.7. Γέφυρα πάνω από τα κτίσματα.


Οι υπολογισμοί για τα τεχνικά έργα, που περιλαμβάνουν τους ελέγχους σε τάσεις και παραμορφώσεις, αποτελούν τη “Στατική Μελέτη”. Σε επιστημονικό, ερευνητικό και εκπαιδευτικό επίπεδο μελετώνται τα θέματα αυτά στα εργαστήρια των Α.Ε.Ι., Τ.Ε.Ι. και Τ.Ε.Ε. (Φωτ.11,12). Με ελέγχους ποιότητας ασχολούνται και τα εργαστήρια του Υπουργείου Περιβάλλοντος – Χωροταξίας και Δημοσίων Έργων, όπως και ιδιωτικά εργαστήρια, αναγνωρισμένα από το Υ.ΠΕ.ΧΩ.Δ.Ε.




Φωτ.2.8. Πειραματική διάταξη για τη μελέτη παραμόρφωσης δοκού (άξονα) σε κάμψη.
Φωτ.2.9. Πείραμα (δοκιμή) κάμψης ξύλινης δοκού (δοκιμίου).

Φωτ.2.10. Καμπτόμενο δοκίμιο από οπλισμένο σκυρόδεμα στο Εργαστήριο

Οπλισμένου Σκυροδέματος του Ε.Μ.Π.
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2.2. ΚΑΜΨΗ – ΑΠΛΗ  ΚΑΜΨΗ 

2.2.1. Μορφές κάμψης

Η καταπόνηση σε κάμψη είναι τριών ειδών:

· Η γενική κάμψη ή κοινώς κάμψη, οπότε στο φορέα (π.χ. δοκό) εμφανίζεται καμπτική ροπή (Μ) και τέμνουσα δύναμη (Q) (Σχ. 2.2α).
· Η σύνθετη κάμψη, οπότε αναπτύσσεται και αξονική δύναμη (Ν) ή και στρεπτική ροπή (Μt) (Σχ. 2.2β).
· Η απλή κάμψη, κατά την οποία σε ένα τμήμα του φορέα ή σε όλο το μήκος του αναπτύσσεται μόνο καμπτική ροπή (Μ(0, Μt=Ν=Q=0) (Σχ. 2.2γ, στο τμήμα ΓΔ ).
Στο  βιβλίο αυτό θα ασχοληθούμε κυρίως με την απλή κάμψη.


[image: image121.wmf]
Σχ. 2.2. Στατικές μορφές και διαγράμματα καμπτόμενης δοκού.

2.2.2. Γενική Ανάλυση – Παραδοχές

Θεωρούμε μια αμφιέρειστη, αφόρτιστη δοκό (Σχ.2.3). Όταν επιβληθούν εξωτερικά φορτία, έστω F (φόρτιση), θα παραμορφωθεί όπως στο Σχ.2.4 και Σχ.2.5.
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Σχ.2.3. Αφόρτιστη δοκός 


[image: image3.wmf]V

A

V

B

F

F



Σχ.2.4. Φορτισμένη και παραμορφωμένη δοκός
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Για να διευκολυνθεί η μελέτη της καταπόνησης θα ασχοληθούμε με το τμήμα ΓΔ της δοκού, μεταξύ των δύο φορτίων, όπου υπάρχει απλή κάμψη και θα γίνουν οι παρακάτω απλοποιητικές παραδοχές:

[image: image113.wmf]
1. Το ύψος h της διατομής της δοκού είναι μικρότερο από το μισό του ανοίγματος    (h< /2). Όταν δεν ισχύει αυτό ο φορέας είναι “δίσκος”.

2. Η διατομή της είναι αμετάβλητη σε όλο το μήκος της δοκού και έχει έναν τουλάχιστον άξονα συμμετρίας (yy΄), άρα και η δοκός έχει αντίστοιχα το διερχόμενο από αυτόν επίπεδο συμμετρίας της.  

3. Ο ουδέτερος άξονας της δοκού n-n (διαμήκης), ο οποίος διέρχεται από τα κέντρα βάρους των διατομών, είναι ευθύγραμμος, όταν η δοκός είναι αφόρτιστη.

4. Τα εξωτερικά φορτία F-F είναι κάθετα στον άξονα της δοκού n-n και βρίσκονται στο επίπεδο φόρτισης ή καμπτόμενο επίπεδο, που συμπίπτει με το επίπεδο συμμετρίας της δοκού (διαφορετικά θα έχουμε σύνθετη κατάσταση).

5. Η δοκός είναι από υλικό με ίδιο μέτρο ελαστικότητας (Ε) σε εφελκυσμό και θλίψη, αναπτύσσονται δε τάσεις μικρότερες του ορίου αναλογίας του υλικού, άρα ισχύει ο Νόμος του Hooke περί αναλογίας τάσεων-παραμορφώσεων.

6. Οι διατομές (κάθετες τομές στον άξονα n-n) είναι επίπεδες, όταν η δοκός είναι απαραμόρφωτη και παραμένουν επίπεδες και κάθετες στον άξονα, ακόμα κι όταν αυτός καμπυλώνεται μετά τη φόρτιση (υπόθεση των Bernoulli-Navier). 

Για την κατανόηση αυτής της αρχής βοηθάει το απλό πείραμα με τα μανταλάκια, τα οποία παριστάνουν τις διατομές που συναποτελούν τη δοκό. Σε αφόρτιστο ευθύγραμμο άξονα (φωτ.2.11α) και μετά τη φόρτιση (φωτ.2.11β) παραμένουν κάθετα στον καμπυλωμένο πλέον άξονα  , οπότε μικραίνει η απόσταση μεταξύ τους στην άνω γραμμή, ενώ μεγαλώνει στην κάτω.

Φωτ.2.11.
Φωτ.2.12.

[image: image114.wmf]Μανταλάκια-Διατομές.
Σχ.2.6. Διάγραμμα ορθών τάσεων από κάμψη

Αυτό φαίνεται στο Σχ.2.4. Εξετάζουμε το τμήμα της δοκού, μεταξύ των φορτίων F, όπου η ροπή κάμψης είναι σταθερή (Μ=c) και η τέμνουσα μηδενική (Q=0). Παρατηρούμε ότι οι άνω ίνες της δοκού, μήκους ΓΔ, έχουν μετά τη φόρτιση καμπυλωθεί και βραχυνθεί σε Γ΄Δ΄. Αντίστοιχα, οι κάτω ίνες έχουν επιμηκυνθεί σε  Ε΄Ζ΄. Επομένως, οι άνω ίνες έχουν καταπονηθεί σε θλίψη, ενώ οι κάτω ίνες σε εφελκυσμό. Οι ενδιάμεσες ίνες, προφανώς, όπως φαίνεται και στο Σχ.2.4, σταδιακά βραχύνονται ή επιμηκύνονται όλο και λιγότερο, οπότε κατά τη μετάβαση από τις εφελκυόμενες στις θλιβόμενες ίνες, υπάρχει μια στρώση ινών, των οποίων το μήκος ΟΟ΄ δεν υφίσταται καμία μεταβολή. 

[image: image115.wmf]
Η τομή του ουδέτερου επιπέδου (p) με κάθε διατομή της δοκού  καλείται ουδέτερη γραμμή της διατομής και συμπίπτει με τον κεντροβαρικό άξονα x, κύριο άξονα αδρανείας της διατομής (σχ.2.7). Η ουδέτερη γραμμή διαχωρίζει την εφελκυόμενη από τη θλιβόμενη περιοχή της διατομής της δοκού.

Ολοκληρώνοντας έτσι τους ορισμούς, διατυπώνουμε τον θεμελιώδη Νόμο της κάμψης:

«Όταν τα φορτία ενεργούν κατά τον ένα κύριο άξονα y της διατομής, ουδέτερη γραμμή είναι ο άλλος άξονάς της, x».
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 Σχ.2.7. Αξονομετρικό καμπτόμενης δοκού
2.2.3. Τύπος της κάμψης – Διάγραμμα, στερεό των τάσεων
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Σχ.2.8. Στερεό των τάσεων της καμπτόμενης διατομής

Διαπιστώνουμε, λοιπόν, ότι κατά την κάμψη της δοκού οι διατομές στρέφονται περί την ουδέτερη γραμμή τους, που είναι και κύριος κεντροβαρικός άξονας αδρανείας της, δημιουργώντας έτσι την θλιβόμενη περιοχή πάνω από αυτήν και την εφελκυόμενη κάτω από τη γραμμή.

Αν παραστήσουμε τις εφελκυστικές και θλιπτικές τάσεις με ανύσματα, στο Σχ.2.8 φαίνεται ότι οι ορθές τάσεις είναι κάθετες στη διατομή, ότι το διάγραμμα των τάσεων στην όψη της δοκού έχει τριγωνική κατανομή και αντίστοιχα το στερεό των τάσεων (αξονομετρικό διάγραμμα) είναι 2 τριγωνικά πρίσματα. Αυτό σημαίνει ότι σε κάθε διατομή, από τη μηδενική τάση στη θέση της ουδέτερης γραμμής, μέχρι την ακραία άνω ίνα, που αναπτύσσεται η μέγιστη θλιπτική τάση maxσο  ή την ακραία κάτω ίνα που αναπτύσσεται η μέγιστη εφελκυστική τάση maxσu ,η μεταβολή των ορθών τάσεων είναι γραμμική.

Αποδεικνύεται ότι σε ένα τυχαίο σημείο Σ της διατομής, που υφίσταται ροπή κάμψης Μ, αναπτύσσεται ορθή τάση, που δίνεται από τον τύπο, που εκφράζει το νόμο των ορθών τάσεων:

[image: image116.wmf]
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όπου  Μ:  η ροπή κάμψης, που ασκείται στη διατομή

Jx: Η ροπή αδρανείας της διατομής, ως προς τον κύριο κεντροβαρικό άξονά της, που είναι και η ουδέτερη γραμμή της διατομής, ώς προς την οποία καλείται να στραφεί αυτή, καθώς καμπυλώνεται η καμπτόμενη δοκός.

y: η απόσταση του σημείου από την ουδέτερη γραμμή της διατομής.

Αν το y είναι κάτω από την ουδέτερη γραμμή, η τάση είναι εφελκυστική και προσημαίνεται με θετικό πρόσημο (+) ενώ αν είναι πάνω από την ου-δέτερη γραμμή είναι θλιπτική και προσημαίνεται με αρνητικό πρόσημο   (-). Αρα ο τύπος γράφεται:
[image: image117.wmf]
Εφελκυστική τάση κάτω ίνας:          
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Θλιπτική τάση άνω ίνας:                  
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Παρατηρώντας τον τύπο των ορθών καμπτικών τάσεων, λοιπόν, διαπιστώνουμε ότι:

[image: image119.wmf]
α. Όσο μεγαλύτερη είναι η ροπή κάμψης της διατομής, τόσο μεγαλύτερη είναι η τάση.

Είναι απαραίτητο, λοιπόν, να γίνεται η στατική επίλυση της δοκού και να υπολογίζεται, στη ζητούμενη διατομή, η ροπή κάμψης όπως, επίσης, και η μέγιστη αναπτυσσόμενη ροπή κάμψης της δοκού στη λεγόμενη δυσμενέστερη διατομή, δηλαδή αυτή, που υποφέρει από ροπή κάμψης περισσότερο από όλες τις άλλες διατομές.

Για παράδειγμα στο Σχ.2.9  

ισχύει:    maxσΣ1 = maxσΣ2 < maxmaxσ = maxσΓ-Δ

επειδή               Μ1 < Μ2 < Μ = Μmax
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Σχ.2.9. Μεταβολή της τάσης κατά μήκος της δοκού

[image: image120.wmf]
 β. Όσο μεγαλύτερη είναι η ροπή αδρανείας της διατομής ως προς την ουδέτερη γραμμή, τόσο μικρότερη είναι η ορθή καμπτική τάση.

Είναι λογικό, μια διατομή με μεγάλη ροπή αδρανείας, αρνούμενη να στραφεί εύκολα  περί  τον  άξονα των  x,   (ουδέτερη  γραμμή), να  μην  παραμορφώνεται πολύ, ούτε να «πονάει», να μη δημιουργεί, δηλαδή, μεγάλη τάση, όσο μια διατομή με μικρή ροπή αδρανείας. Έτσι, αναζητούμε διατομές «έξυπνες», οι οποίες να έχουν τέτοιο σχήμα ώστε να είναι οικονομικές αλλά, ταυτόχρονα, να παρουσιάζουν μεγάλη ροπή αδρανείας ως προς την ουδέτρη γραμμή τους, π.χ. η διατομή διπλού ταύ, όπως θα δούμε στις ασκήσεις στη συνέχεια.

 γ. Όσο μεγαλύτερη είναι η απόσταση (y) του σημείου ή της ίνας από την ουδέτερη γραμμή x, τόσο μεγαλύτερη είναι η τάση.

Αυτό σημαίνει ότι μεγαλύτερες, σε απόλυτη τιμή, ορθές τάσεις κάθε διατομής αναπτύσσονται στις ακραίες άνω ή κάτω ίνες.
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Αν δε αναζητήσουμε τη μεγαλύτερη ροπή κάμψης της δοκού maxΜ, τότε θα έχουμε τις μέγιστες εφελκυστικές ή θλιπτικές τάσεις από κάμψη της δοκού:
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Αυτές είναι, στην περίπτωση της καθαρής ή απλής κάμψης, οι ανα-πτυσσόμενες τάσεις στις ίνες ΓΔ και ΕΖ (Σχ.2.5) σε όλο το τμήμα μεταξύ των φορτίων F, ενώ στη γενική κάμψη είναι σε μία μόνο διατομή, όπου αναπτύσσεται η μέγιστη ροπή κάμψης. 

Το πηλίκο της ροπής αδράνειας της διατομής Jx, ως προς την απόσταση y της ακραίας θλιβόμενης ή εφελκυόμενης ίνας (όπως έχουμε ήδη μελετήσει στο κεφάλαιο 1), καλείται ροπή αντίστασης Wx της διατομής (άνω ή κάτω).

Δηλαδή ισχύει ο τύπος:         Wxo 
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οπότε αντίστοιχα:                   
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Αν maxyo = maxyu = maxy τότε, προφανώς, θα υπάρχει μόνο 
μία τιμή για την ροπή αντίστασης και την ορθή τάση από κάμψη        [image: image18.wmf]s
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M

W


2.2.4.Τύποι προβλημάτων κάμψης

2.2.4.1. Υπολογισμός ορθών τάσεων από κάμψη – Έλεγχος τάσεων

Σε αυτόν τον τύπο προβλήματος δίνονται όλα τα στοιχεία, για να υπολογιστεί η τάση, που αναπτύσσεται, κατά κανόνα, στη δυσμενέστερη διατομή και, στη συνέχεια, ελέγχεται αν είναι μικρότερη από την επιτρεπόμενη τάση σε κάμψη, που μας δίνει ο κανονισμός για τους φορείς, ανάλογα με το υλικό τους.

Συνθήκη ασφαλούς λειτουργίας
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Σημειώνεται ότι τις ροπές αντίστασης ή τις υπολογίζουμε όπως στο κεφάλαιο 1 ή αν η διατομή είναι τυποποιημένη τις αναζητούμε στον αντίστοιχο πίνακα.

2.2.4.2. Υπολογισμός οικονομικότερης διατομής ή διαστασιολόγηση

Σε αυτόν τον τύπο προβλήματος δίνεται ή είναι υπολογίσιμη η ροπή κάμψης της δοκού (κατά κανόνα η μέγιστη) και η επιτρεπόμενη τάση (δηλαδή είναι γνωστό το υλικό). 

Ζητείται η απαιτούμενη ροπή αντίστασης, η οποία αποτελεί και την οικονομικότερη περίπτωση, γιατί έχει προκύψει από τη μεγαλύτερη   επιτρεπόμενη τάση και, στη συνέχεια, είτε από πίνακες, είτε από γεωμετρική επίλυση, επιλέγεται ο τύπος και οι διαστάσεις της διατομής, τέτοιες, ώστε να δίνουν ροπή αντίστασης ίση ή λίγο μεγαλύτερη από την απαιτούμενη.
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2.2.4.3. Φορτοϊκανότητα ή υπολογισμός μέγιστου φορτίου.

Σε αυτό το πρόβλημα είναι γνωστή η διατομή της δοκού, άρα η ροπή αντίστασης και το υλικό της, συνεπώς η επιτρεπόμενη τάση.

Ζητείται η μέγιστη τιμή της ροπής κάμψης, που μπορεί να αναλάβει η δοκός: 
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Στη συνέχεια, αν δίνονται και στοιχεία της στατικής μορφής (μήκος φορέα, θέση φορτίων), μπορούν να υπολογιστούν και τα εξωτερικά φορτία.

Στις ασκήσεις, που ακολουθούν, θα υπολογιστούν ορθές τάσεις από γενική, και όχι μόνο από απλή, κάμψη. Με αυτήν την περίπτωση, της γενικής κάμψης, θα ολοκληρωθεί η μελέτη των αναπτυσσόμενων τάσεων με τον υπολογισμό και των διατμητικών τάσεων, που προκύπτουν από τις τέμνουσες, στο αντίστοιχο κεφάλαιο.

Εφαρμογή  1/ Κεφ.2

Πρόβλημα ελέγχου τάσης

Σε αμφιέρειστη ξύλινη δοκό (βλ. Σχ 2.7) μήκους 
[image: image23.wmf]l
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 και 
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, με διατομή 10/20 (b=10cm, h=20cm), η επιτρεπόμενη τάση του ξύλου σε εφελκυσμό ή θλίψη από κάμψη είναι 
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 και το φορτίο είναι 
[image: image26.wmf]F

KN

=

2

. Ζητείται να υπολογιστούν:

1. Η μέγιστη ροπή κάμψης και η ροπή σε απόσταση x=1cm  από τη στήριξη Α.

2. Η ροπή αδράνειας και αντίστασης της διατομής.

3. Η μέγιστη εφελκυστική και θλιπτική (ορθή) τάση από κάμψης στις ακραίες ίνες στη θέση 1.

4. Η ορθή τάση από κάμψη σε απόσταση  5cm  από την άνω ίνα της διατομής στη θέση Γ.

Επίσης ζητείται:

5. Να γίνει ο έλεγχος ασφαλούς λειτουργίας της δοκού (σύγκριση με την σεπ).

6. Να σχεδιαστούν τα διαγράμματα των τάσεων στις διατομές Γ, Δ και 1 και να γίνουν σχετικές παρατηρήσεις.

Σημειώσεις: 

(1) Οι διαστάσεις στα σχήματα της στατικής μορφής της δοκού δίνονται σε μέτρα, ενώ στο σχήμα της διατομής σε εκατοστά.

(2) Χρήσιμες σχέσεις μονάδων
1KNm=10000kpcm,                     1MN/m2=10kp/cm2
Επίλυση:
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Σχ.2.10:  Διαγράμματα
Από τη Στατική, όπως γνωρίζετε, γίνονται οι παρακάτω υπολογισμοί:

1α. Υπολογισμός αντιδράσεων
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1β. Υπολογισμός ροπών κάμψης

Στη θέση Γ:  
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Στη θέση Δ:  
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Στη θέση 1: 
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1γ. Υπολογισμός τεμνουσών δυνάμεων
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Με αυτά τα δεδομένα σχεδιάζουμε και τα διαγράμματα ροπών κάμψης και τεμνουσών δυνάμεων, όπου φαίνεται ότι στο τμήμα ΓΔ ,που η τέμνουσα είναι μηδενική, έχουμε όλες τις διατομές με τη μέγιστη ροπή κάμψης :
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Σημείωση: Ως θετική θεωρείται η φορά κίνησης των δεικτών του ρολογιού.
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Σχήμα 2.11. Διάγραμμα τάσεων στη διατομή 1, 2 και στη διατομή Γ, Δ.

2. Η ροπή αδρανείας της διατομής είναι:  
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Η ορθογωνική διατομή έχει ακραίες ίνες που ισαπέχουν από την ουδέτερη γραμμή  
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[image: image39.wmf]800
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3. Η εφελκυστική ορθή τάση από κάμψη maxσu στην ακραία ίνα, είναι απολύτως ίση με την αντίστοιχη θλιπτική max σo σε κάθε διατομή, αφού 
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. Άρα, η μέγιστη των καμπτικών τάσεων αναπτύσσεται, σε όλες τις διατομές της περιοχής, μεταξύ των διατομών Γ και Δ  και είναι:
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Οι τάσεις στις ακραίες ίνες στη διατομή 1 είναι:
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, προφανώς μικρότερη από τη maxσ.

4. Η τάση στη διατομή Γ σε απόσταση 5cm κάτω από την εφελκυόμενη ίνα, βρίσκεται από τον τύπο:
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Παρατηρούμε ότι η τάση σε απόσταση y είναι μισή από την ακραία τάση, όταν απέχει από την ουδέτερη γραμμή τη μισή απόσταση από την απόσταση της ακραίας τάσης.

5. Η διατομή είναι ασφαλής με μέγιστη αναπτυσσόμενη τάση πολύ μικρό-τερη της επιτρεπόμενης 
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6. Η σχεδίαση των διαγραμμάτων φαίνεται στο σχήμα 2.10.

Εφαρμογή  2/ Κεφ. 2

Πρόβλημα φορτοϊκανότητας.

Στην εφαρμογή 1 η μέγιστη τάση, που αναπτύσσεται στη διατομή (σ=5 ΜΝ/m2), είναι πολύ μικρότερη από την επιτρεπόμενη σεπ=10 ΜΝ/m2. Άρα η συγκεκριμένη δοκός, έχει περιθώριο να αναλάβει μεγαλύτερη ροπή και, συνεπώς, εξωτερικό φορτίο F. Ζητείται, λοιπόν, το μέγιστο επιτρεπόμενο φορτίο F, που μπορεί να αναλάβει η δοκός, ώστε να γίνει πλήρης εκμετάλλευση του υλικού, επιτρέποντάς της να λειτουργεί με την μέγιστη τάση στις δυσμενέστερες διατομές.

Επίλυση:
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και επειδή, όπως επιλύσαμε στην εφαρμογή 1:
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Ώστε 4 ΚΝ είναι το μέγιστο εξωτερικό φορτίο, που μπορεί να επιβληθεί στις θέσεις Γ και Δ της συγκεκριμένης δοκού, χωρίς να ξεπεραστεί η επιτρεπόμενη τάση.


Εφαρμογή  3/ Κεφ.2

Πρόβλημα Διαστασιολόγησης

Με αφορμή την προηγούμενη παρατήρηση για τη δοκό της εφαρμογής 1, ότι δηλαδή η μέγιστη αναπτυσσόμενη τάση είναι 5 ΜΝ/m2, ενώ έχει περιθώριο να φτάσει μέχρι την επιτρεπόμενη 10 ΜΝ/m2 με εξωτερικό φορτίο F=2KN, θα ήταν σκόπιμο να γίνει επιλογή οικονομικότερης διατομής. Αναζητούμε, λοιπόν, τη ροπή αντίστασης Wx της άγνωστης διατομής, που θα είναι η ελάχιστη επιτρεπόμενη:
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 EMBED Equation.2  [image: image50.wmf]min
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Αν αναζητήσουμε διατομή ορθογωνική, έστω με b=6cm, τότε υπολογίζεται το h:
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Αυτό σημαίνει ότι με τα μισά χρήματα, αφού πρόκείται για τη μισή διατομή, 6/20 αντί 12/20, θα γίνει δυνατή η ανάληψη φορτίου F=2 κN, χωρίς να ξεπεραστεί η επιτρεπόμενη τάση στη δοκό της εφαρμογής 1.

Στις τρείς εφαρμογές παρουσιάστηκαν συνολικά όλες οι αναζητήσεις μιας στατικής μελέτης, που αποβλέπει στην ασφάλεια και στην οικονομία της κατασκευής.

Εφαρμογή 4 / Κεφ.2.
Στην εφαρμογή 3 αποδείξαμε ότι η διατομή 6/20 είναι ασφαλής, αφού η αναπτυσσόμενη τάση ισούται με την επιτρεπόμενη και, ταυτόχρονα, οικονομική. Αν τοποθετήσουμε την ορθογωνική διατομή έτσι, ώστε b=20cm και h=6cm (δηλαδή όχι «όρθια»), τότε ζητείται να γίνει ο έλεγχος τάσης.
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Σχ. 2.12.
Υπολογίζω τη ροπή αντίστασης ως προς τον άξονα x (ουδέτερη γραμμή).
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Από τα προηγούμενα (εφ.1) είναι γνωστή η μέγιστη ροπή κάμψης maxM = 4κ Nm 

άρα:               
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Δηλαδή, έχει ξεπεράσει την επιτρεπόμενη τάση και, πιθανότατα, και την αντοχή σε εφελκυσμό ή θλίψη από κάμψη, οπότε θα σπάσει η δοκός.


Παρατήρηση: Η ίδια δοκός είναι ασφαλής και οικονομική αν τοποθετηθεί με τη διατομή όρθια (δηλαδή τη μεγαλύτερη διάστασή της ως ύψος) ενώ, αντίθετα, δεν θα αντέξει αν τοπο-θετηθεί με τη μικρότερη διάστασή της ως ύψος, αν και έχει το ίδιο εμβαδό Α=120 cm2 και στις δύο περιπτώσεις και έχουμε ξοδέψει για την αγορά της τα ίδια χρήματα. Η επισήμανση αυτή έγινε και στην παράγραφο 1.4.1.


Συνεπώς, τώρα καταλαβαίνετε γιατί στις δοκούς το πλάτος είναι μικρότερο από το ύψος της διατομής και τις βλέπουμε να κρέμονται στο χώρο. Πρέπει δε να προσέξουμε ότι, εφόσον η μελέτη και τα σχέδια δείχνουν δοκό, π.χ. όπως στο σχ.10,α, δεν επιτρέπεται να τροποποιηθεί κατά τις απαιτήσεις των ιδιοκτητών ή συνεργείων (όπως στο σχ.10.β) επειδή, ίσως, ενοχλεί η «κρέμαση».


[image: image55.wmf]
(α)                                                                     (β)
Σχ. 2.13.  Αξονομετρικό πλάκας-δοκού.

Εφαρμογή 5 / Κεφ.2.

Η αμφιέρειστη δοκός του σχήματος φέρει άγνωστο φορτίο F στο μέσον του μήκους της. Η διατομή της δοκού είναι απλό ταύ. Ζητούνται:

1. Η θέση του κέντρου βάρους της διατομής, η οποία να σημειωθεί και στο σχήμα.

2. Η ροπή αδράνειάς της ως προς τον κύριο κεντροβαρικό άξονα.

3. Οι ροπές αντίστασης της άνω και κάτω ίνας της διατομής.

4. Η τιμή του μέγιστου φορτίου  F, που μπορεί να φέρει η δοκός, αν το υλικό της έχει την ίδια αντοχή σε εφελκυσμό και θλίψη ίση με σεπ=1000 kp/cm2. (4ο  ζήτημα Πανελληνίων εξετάσεων 1998 στην Αντοχή Υλικών).

Επίλυση:
  y

                                   6

                                                                       x’

          (1)                                                         y1=1 

   2                          κ.β.1                             F1=12            

                                                                                  y

                                                                                         5

                                        κ.β.                   F=24            
                                                                                     x

   6                                   κ.β.2         F2=12

                                      2

Σχ. 2.14.

              F

A        2,00m         2,00m                        B         

                  L=4,00m

Έχουμε ήδη απαντή-σει την ερώτηση:

1. Στην εφαρμογή 1 (σελ.12)  yo = 3cm.

2. Στην εφαρμογή 6 (σελ.24)  Jx = 136cm4.

3. Στην εφαρμογή 6

(σελ. 24) Wo=45,3cm3,

               Wu=27,2cm3.



                    6

                     y

    2                                      3

                  κ.β.                      x

    6                                      5              

             Σχ. 2.15.
Τώρα θα απαντηθεί η ερώτηση 4:

Μας δίνεται η επιτρεπόμενη τάση σεπ=1000 kp/cm2=100 ΜΝ/m2 και έχουμε υπολογίσει και τη ροπή αντίστασης Wo=45,3 cm3 και Wu=27,2 cm3. Ζητείται        το μέγιστο φορτίο (πρόβλημα φορτο-ϊκανότητας).

Υπολογίζουμε τη μέγιστη ροπή κάμ-ψης από τον τύπο της τάσης:

Από την εφελκυόμενη ζώνη: 
[image: image56.wmf]max

M

W

u

u

=

×

Þ

s

ep



[image: image57.wmf]max

,

,

M

kp

cm

cm

kpcm

KNm

KNm

u

=

´

=

=

×

=

-

1000

27

2

27200

27200

10

2

72

2

3

4


Από τη θλιβόμενη ζώνη: 
[image: image58.wmf]max
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Προφανώς η μέγιστη τάση (σεπ=1000 kp/cm2) θα αναπτυχθεί πρώτα στην ακραία εφελκυόμενη ίνα, όταν γίνει η ροπή κάμψης Μ=2,72 kΝm. Αντίστοιχα, τότε, η τιμή της τάσης στην ακραία θλιβόμενη ίνα θα είναι μικρότερη της επιτρεπόμενης. Όμως, η μέγιστη επιτρεπτή ροπή κάμψης για τη διατομή είναι η Μ=2,72,kNm.

Μετά τη στατική επίλυση της δοκού θα υπολογίσουμε το ζητούμενο φορτίο F:
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Σχ. 2.16.
α. Υπολογισμός αντιδράσεων
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Άρα 
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  οπότε η ροπή στο σημείο Γ είναι η μέγιστη και βρί-σκεται:
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Σημείωση-Παρατήρηση:

Αν θέλουμε να σχεδιάσουμε το διάγραμμα και το στερεό των τάσεων στη διατομή του απλού ταύ (τη συμμετρική ως προς x), τότε πρέπει πρώτα να υπολογιστούν οι τάσεις, που αναπτύσσονται:
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Σχ. 2.17.


Αυτό δείχνει ότι στη διατομή εκμεταλλευόμαστε πλήρως την εφελκυόμενη ζώνη, ενώ τη θλιβόμενη μόνο κατά 60%.


Εφαρμογή 6 / Κεφ.2.

Στην αμφιέρειστη δοκό του σχήματος, διατομής διπλού ταύ, με ομοιόμορφο συνεχές φορτίο  q=200 kp/m να υπολογιστούν οι τάσεις:

1. Στη δυσμενέστερη θέση.

2. Σε απόσταση 2,00 m από το στήριγμα Β. (3ο  ζήτημα Πανελληνίων εξετάσεων 1997 στην Αντοχή Υλικών).
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Σχ. 2.18. Στατική μορφή –

Διαγράμματα δοκού
Στατική επίλυση-Υπολογισμός maxM, MΓ

α. Υπολογισμός αντιδράσεων:
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β. Υπολογισμός μηδενικής τέμνουσας-μέγιστης ροπής:
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Μηδενισμός γίνεται σε απόσταση x όπου:
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Δηλαδή, στο μέσον της δοκού έχουμε μηδενική τέμνουσα, άρα τη μέγιστη ροπή κάμψης maxM:
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θετική, άρα εφελκύει τις κάτω ίνες της δοκού και τη σημειώνουμε όπως στο σχ.2.18.

γ. Υπολογισμός ροπής στη θέση Γ:

Στη θέση Γ, σε απόσταση ΓΒ=2m η ροπή θα είναι αντίστοιχα:
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Τα στοιχεία για τη διατομή και τη σχετική επίλυση είναι της εφαρμογής 6 (σελ.24), με Jx=1620cm4, yo=yu=7cm, άρα Wo=Wu=Wx=1620cm4/7cm=231,4cm3.

Οπότε:

1. Στη δυσμενέστερη θέση, στο μέσο της δοκού, αναπτύσσεται η μέγιστη ροπή κάμψης, άρα και οι μέγιστες τάσεις στις ακραίες ίνες:
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2. Στη θέση Γ, σε απόσταση 2 m από το στήριγμα Β:
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[image: image76.wmf]x


Σχ. 2.19. Διαγράμματα τάσεων

Εφαρμογή 7 / Κεφ.2.

Σε πάτωμα, οι κύριες δοκοί είναι αμφιέρειστες, ανοίγματος = 4,00 m, τοποθετούνται κάθε 1 m και φέρουν ομοιόμορφο φορτίο (μαζί με το ίδιο βάρος τους προεκτιμώμενο) ίσο με 3 KN/m (300 kp/m). Να υπολογιστεί η ελάχιστη (οικονομικότερη) ροπή αντίστασης W της διατομής:

1. Αν είναι ξύλινες, θα είναι ορθογωνικής διατομής και η επιλογή θα γίνει από τον πίνακα 2.α.

2. Αν είναι χαλύβδινες, θα διαλέξετε κοιλοδοκό (πίνακας 4) ή διπλό ταύ (πίνακες 6, 7, 8). 
3. Δίνονται για τις ορθές τάσεις από κάμψη οι επιτρεπόμενες τιμές:
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Σημείωση: Η επιτρεπόμενη ορθή τάση από κάμψη για τον χάλυβα, είναι μεγαλύτερη. Εδώ, όμως, έχει αυτή την κατ’ εκτίμηση τιμή για να εξασφαλιστεί η διατομή σε διάτμηση και ο έλεγχος βέλους κάμψης, που δεν κάνουμε.


[image: image79.wmf]
Σχ. 2.20. Αξονομετρικό τμήματος φέρουσας κατασκευής πατώματος

με διαδοκίδες, δοκό και στύλο.

Επίλυση:

[image: image80.wmf]
Σχ. 2.21. Στατική μορφή δοκού-Διαγράμματα
Η δυσμενέστερη διατομή είναι στη μέση του ανοίγματος (μήκους) της δοκού και είναι:  
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Στις διατομές είναι: 

yo=yu=h/2,

άρα:  Wo=Wu=Wx


1. Για ξύλινη διατομή:
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Από τους πίνακες , για ορθογωνική διατομή, αυτές που έχουν την αμέσως μεγαλύτερη τιμή σε ροπή αντίστασης είναι:

b/h
W

10/20
667 cm3

12/18
648 cm3

16/16
683 cm3

Διαλέγω τη διατομή 12/18.

2. Για χαλύβδινη διατομή:
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Οπότε διαλέγουμε μεταξύ των παρακάτων διατομών:
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Σχ. 2.22.

Εφαρμογή 8/Κεφ.2

Χαλύβδινη ράβδος, διαμέτρου 
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cm

=

4

, πακτωμένη στο άκρο της Α, δέχεται φορτίο F=1KN (=100 kp) (διαφημιστική πινακίδα με φωτσμό) στο ελεύθερο άκρο της Β. Η απόσταση 
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. Να γίνει ο έλεγχος τάσεων.
Δίνεται: 
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Σχ. 2.23. Διάγραμμα τάσεων.
Επίλυση
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Σχ. 2.24. Στατική μορφή-Διαγράμματα προβόλου
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Από τη στατική επίλυση προκύπτει:
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Εφελκύονται οι άνω ίνες (βλ. Σχ. 2.24).
Η ροπή αντίστασης της κυκλικής διατομής της ράβδου είναι: 
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Εφαρμογή 9 / Κεφ.2.

Στην αμφιέρειστη δοκό ΑΒ του σχήματος, ζητούνται:

1. Το διάγραμμα των τεμνουσών δυνάμεων.

2. Το διάγραμμα των ροπών κάμψης.

3. Οι διαστάσεις της ορθογωνικής διατομής πλάτους b και ύψους h.
Δίνεται: h=2b, σεπ=240 kp/cm2, 
[image: image94.wmf]3000
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Σε ποιά απόσταση από τη στήριξη Α βρίσκεται η δυσμενέστερη διατομή της δοκού και γιατί; (Πανελλήνιες εξετάσεις 1999 στην Αντοχή Υλικών).
Σημείωση: Τα διαγράμματα να σχεδιαστούν σε σκαρίφημα και να αναγραφούν οι τιμές στα σημεία αλλαγών. 
Επίλυση:
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Σχ. 2.25. Στατική μορφή-Διαγράμματα δοκού
Υπολογισμός αντιδράσεων:
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Οπότε από την εξίσωση (1) προκύπτει:
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β) Δ.Ρ.Κ.
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γ)
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Όμως  
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δ) Η δυσμενέστερη διατομή είναι στο σημείο Γ, (που συμβολίζεται στο σχήμα με το Ã), και είναι η θέση εφαρμογής του συγκεντρωμένου φορτίου Ρ. Η δυσμενέστερη διατομή είναι εκεί, που αναπτύσσεται η μέγιστη ροπή κάμψης, άρα και οι μέγιστες ορθές τάσεις από κάμψη. Αυτό συμβαίνει στη θέση, που μηδενίζεται η τέμνουσα και είναι εκεί, που το διάγραμμα τεμνουσών τέμνει τον άξονα της δοκού.

Η επίλυση γίνεται με τις μονάδες του ίδιου συστήματος μονάδων, που έχει το θέμα, για δυνατότητα σύγκρισης των αποτελεσμάτων με όσα ερωτήθηκαν στις εξετάσεις.
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Σχ. 2.5. Εφελκυόμενη κάτω ίνα ΕΖ, θλιβόμενη άνω ΓΔ, ουδέτερη ΟΟ΄.


   




















Σχ. 2.5.





ΓΔ, Γ΄Δ΄:


Άνω (θλιβόμενη) ίνα





ΟΟ΄:


Ουδέτερη ίνα.





ΕΖ, Ε΄Ζ΄:


Κάτω (εφελκυόμενη) ίνα.





�








Οι ίνες αυτές δεν καταπονούνται ούτε σε θλίψη, ούτε σε εφελκυσμό, δε μετέχουν  στην καμπτική παραμόρφωση και για αυτό καλούνται ουδέτερες ίνες και το επίπεδο, στο οποίο ανήκουν, καλείται ουδέτερο επίπεδο (p) ή ουδέτερη στρώση της δοκού (σχ.2.7).
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Η εφελκυστική ορθή τάση από κάμψη, που αναπτύσσεται στις κάτω ίνες ισούται, (κατ’ απόλυτη τιμή), με τη θλιπτική ορθή τάση των κάτω ινών και λαμβάνει τη μέγιστη αριθμητική τιμή στην πάκτωση, στο σημείο Α, όπου αντιστοιχεί η μέγιστη ροπή. (Σχ. 2.23, 2.24).
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