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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 - ΛΥΓΙΣΜΟΣ
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ    3
ΛΥΓΙΣΜΟΣ
· ΙΣΟΡΡΟΠΙΑ ΣΩΜΑΤΟΣ
· ΛΥΓΙΣΜΟΣ ΣΤΗΝ ΕΛΑΣΤΙΚΗ ΠΕΡΙΟΧΗ
· ΜΕΘΟΔΟΣ ΤΟΥ ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΗ ω
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ΣΚΟΠΟΣ – ΠΡΟΣΔΟΚΩΜΕΝΑ ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ:
Αφού μελετήσετε αυτό το κεφάλαιο, θα είστε ικανοί:

1. Να υπολογίζετε το κρίσιμο φορτίο λυγισμού για φορείς με διάφορες συνθήκες στήριξης (στην ελαστική περιοχή).

2. Να υπολογίζετε την οικονομικότερη, αλλά και ασφαλέστερη, διατομή φορέα έναντι λυγισμού.

3. Να αξιοποιείτε τις γνώσεις αυτές για εφαρμογές σε πραγματικές καταστάσεις, όπως να εφαρμόζετε  τεχνικές για μείωση του κινδύνου αστοχίας σε λυγισμό.


3.1.  ΓΕΝΙΚΑ.

Στην καταπόνηση ενός φορέα σε κεντρική θλίψη, το θλιπτικό φορτίο F προκαλεί τις θλιπτικές τάσεις και τις θλιπτικές παραμορφώσεις (βράχυνση και διόγκωση) (Σχ. 3.1.α). 


[image: image107.emf]
Σχ. 3.1.α
Σε περίπτωση υπερφόρτωσης θα θραυστεί ο φορέας, αν η ορθή θλιπτική τάση, που θα αναπτυχθεί, γίνει όσο και η «αντοχή σε θλίψη» (τάση θραύσης).

Αυτά συμβαίνουν όταν το μήκος του φορέα δεν είναι πολύ μεγαλύτερο από τις διαστάσεις της διατομής του. 
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Σχ. 3.1.β.
Αν όμως το μήκος του φορέα είναι πολύ μεγαλύτερο από τις διαστάσεις της διατομής του («ψιλόλιγνος»), τότε υπάρχει ένα φορτίο Fκρ, πολύ μικρότερο από το φορτίο θραύσης σε θλίψη, το οποίο, επιβαλλόμενο στον φορέα, προκαλεί λυγισμό (παραμορφώνοντάς τον όπως φαίνεται στο Σχ.3.1.β). Δεν έχουμε πλέον αξονική κεντρική θλίψη, αλλά έκκεντρη, που προκαλεί περαιτέρω κάμψη, άρα και καμπύλωση του φορέα, κ.ο.κ., έως ότου η θραύση να επέλθει με πολύ μικρότερο φορτίο από ό,τι όταν ήταν σε αξονική κεντρική θλίψη.

Το φαινόμενο του λυγισμού εξαρτάται από τη γεωμετρία της διατομής, από το μέτρο ελαστικότητας του υλικού, τον τρόπο στήριξης στα άκρα και φυσικά από το φορτίο του φορέα.

Περίπτωση λυγισμού των κατακόρυφων ράβδων του οπλισμού υποστυλώματος, λόγω λίγων ή ανοιχτών συνδετήρων (φωτ.3.1, 3.2), σε σεισμική καταπόνηση προκαλεί την κατάρρευση κτιρίων (φωτ.3.3). Στη φωτογραφία 3.4 φαίνεται επίσης ο λυγισμός των χαλύβδινων στύλων της γέφυρας Oakland του κόλπου Bay Bridge των Η.Π.Α., τμήμα της οποίας κατέρρευσε κατά τη διάρκεια του σεισμού του 1989 στο San Francisco.




Φωτ. 3.1. Λυγισμός ράβδου οπλισμού
Φωτ. 3.2. Λυγισμός οπλισμού στύλου και αστοχία υποστυλώματος λόγω σεισμού




Φωτ. 3.3. Κατάρρευση πολυκατοικίας στην Κόρινθο από το σεισμό του ’81.
Φωτ. 3.4. Κατάρρευση τμήματος της γέφυρας Bay Bridge στο San Francisco.

Σημειώστε λοιπόν ότι στο λυγισμό δημιουργείται το πρόβλημα από τη στιγμή, που οριζόντια δράση βραχυχρόνια, π.χ. το σεισμικό φορτίο, συνυπάρξει με το θλιπτικό φορτίο, όπως θα δούμε στη συνέχεια. 

Στα εργαστήρια Αντοχής Υλικών μελετάμε τη συμπεριφορά των δοκιμίων ράβδων σε λυγισμό, όπως στη διάταξη της Φωτ. 3.5. Η πιο απλή πειραματική διάταξη, με την οποία μπορείτε να αντιληφθείτε το φαινόμενο του λυγισμού, είναι μια ράβδος ορθογωνικής διατομής και μια κυκλικής (μικρών διαστάσεων) από εύκαμπτο υλικό, π.χ. ο πλαστικός χάρακας, το όργανο σχεδίασης «ταυ», ατσαλό-συρμα, κλαδάκι δέντρου κ.λ.π.
Ανάλογα με τον τρόπο, που θα τα κρατήσετε και θα εφαρμόσετε το φορτίο και τις αντίστοιχες στηρίξεις, θα εξάγετε και τα αντίστοιχα συμπεράσματα.

Φωτ. 3.5. Πειραματική διάταξη λυγισμού ράβδου.

3.2.  ΙΣΟΡΡΟΠΙΑ ΣΩΜΑΤΟΣ.

Για την καλύτερη κατανόηση κάποιων εννοιών, στη συνέχεια, πρέπει να θυμηθούμε από τη Μηχανική τα σχετικά με την ισορροπία του σώματος.
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Σχ. 3.2. Είδη ισορροπίας σφαίρας και θλιβόμενης ελαστικής ράβδου.

Έχουμε, λοιπόν, σύμφωνα και με το Σχήμα 3.2:

1. Ευσταθής ισορροπία: όταν η σφαίρα ή η ράβδος ωθηθεί σε νέα θέση, αλλά, μόλις σταματήσει η ώθηση, το σώμα επανέλθει στην αρχική του θέση.

2. Αδιάφορη ή ουδέτερη ισορροπία: όταν η σφαίρα, μετά την ώθηση, ισορροπήσει στη νέα της θέση ή η ράβδος διατηρήσει σταθερή μια μικρή απόκλιση f1 από την αρχική της θέση.

3. Ασταθής ισορροπία: όταν με την παραμικρή ώθηση καταλυθεί η ισορροπία, η σφαίρα θα απομακρυνθεί και θα ισορροπήσει σε τελείως διαφορετική θέση, ενώ, στην περίπτωση της ράβδου, θα υπάρξει δυναμι-κή αύξηση της απόκλισης f2, που μπορεί να οδηγήσει και σε θραύση της.


3.3. ΟΡΙΣΜΟΙ – ΠΑΡΑΔΟΧΕΣ.


Λυγισμός ονομάζεται το φαινόμενο της καμπύλωσης και πιθανής θραύσης του φορέα, όταν το θλιπτικό φορτίο, που ασκείται σε αυτόν, ξεπεράσει ορισμένη τιμή (Fkl), μικρότερη του φορτίου θραύσης σε αξονική θλίψη.


Κρίσιμο φορτίο λυγισμού (Fκρ) ονομάζεται το αξονικό θλιπτικό φορτίο, συγχρόνως με το οποίο αν ο φορέας υποστεί κάποια καμπτική παραμόρφωση θα παραμείνει σε αυτή (αδιάφορη ισορροπία) χωρίς να καμφθεί περισσότερο ή να σπάσει (ασταθής ισορροπία), κάτι που, όμως, θα συμβεί αμέσως τη στιγμή που το κρίσιμο φορτίο Fκρ αυξηθεί έστω και κατ’ ελάχιστο ΔF (Σχ. 3.2).

Για τη μελέτη του φαινομένου θα γίνουν οι εξής παραδοχές:

1. Το φορτίο ενεργεί ακριβώς στον κεντροβαρικό άξονα του σώματος.

2. Το υλικό είναι ισότροπο, έχει ίδια μηχανικά χαρακτηριστικά σε εφελκυσμό και θλίψη.

3. Ο φορέας, συνήθως ραβδωτός, είναι ιδανικά ευθύγραμμος.

4. Ισχύει ο Νόμος του Hooke, εφόσον το υλικό καταπονείται στην ελαστική περιοχή.

Με την πλαστική περιοχή δεν θα ασχοληθούμε στα πλαίσια αυτής της μελέτης.


3.4.  ΛΥΓΙΣΜΟΣ ΣΤΗΝ ΕΛΑΣΤΙΚΗ ΠΕΡΙΟΧΗ  (τύπος του Euler).

O Euler ερεύνησε το φαινόμενο του λυγισμού και διετύπωσε το μαθηματικό τύπο, που ισχύει για κάθε μία από τις περιπτώσεις.


Μονόπακτη
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Στατική μορφή ράβδου
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Ανηγμένο μήκος λυγισμού
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· Σημείωση: Η μία άρθρωση έχει τη δυνατότητα να μετακινηθεί κατά τον κεντροβαρικό άξονα του φορέα. 
Ισχύει ο γενικός τύπος:            
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‘Όπου: S = μήκος λυγισμού = β.
[image: image13.wmf]l

,  δηλαδή το γινόμενο του πραγματικού μήκους με ένα συντελεστή β, ο οποίος εξαρτάται αποκλειστικά από το είδος στήριξης του φορέα και δίνεται στον πίνακα (β1=2, β2=1, β3=0,7, β4=0,5),

E= το μέτρο ελαστικότητας των υλικών,

J = Η ροπή αδράνειας της διατομής του φορέα, η μικρότερη από τις Jx, Jy, γιατί η κάμψη της θλιβόμενης ράβδου γίνεται προς τη διεύθυνση, που αυτή είναι περισσότερο άκαμπτη, που έχει, δηλαδή, τη μικρότερη αδράνεια. Για περιπτώσεις που Jx=Jy, (π.χ. κυκλική διατομή), το αν θα λυγίσει ως προς x ή ως προς y  άξονα είναι, προφανώς, τυχαίο γεγονός.

Συμπερασματικά λοιπόν το κρίσιμο φορτίο λυγισμού εξαρτάται από το υλικό (μέτρο ελαστικότητας), από τη γεωμετρία της διατομής (διαστάσεις, ροπή αδράνειας), από το μήκος της ράβδου και από τον τρόπο στήριξης στα άκρα της.

Λυγηρότητα της ράβδου είναι ένας καθαρός αριθμός, που μας δίνει ένα μέτρο της ευστάθειας του φορέα στον λυγισμό και δίνεται από τον τύπο:
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Όπου 
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: το μήκος λυγισμού
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 : η ελάχιστη ακτίνα αδράνειας της διατομής, που, είτε υπολογίζεται από την ελάχιστη ροπή αδράνειας και το εμβαδόν της διατομής από τον τύπο: 
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 ,  είτε βρίσκεται απ’ ευθείας από τους πίνακες.

Για να ισχύει ο τύπος του Euler, να έχουμε δηλαδή ελαστικό λυγισμό, πρέπει η λυγηρότητα να είναι μεγαλύτερη από την οριακή τιμή που δίνεται για κάθε υλικό, ως εξής:

Ξύλο:                           
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                      Χυτοσίδηρος St60:       
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Χάλυβας St37:             
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                     Κράματα αργιλίου:        
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Χάλυβας St60:             
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Αν η λυγηρότητα είναι μικρότερη, τότε ισχύει ο τύπος Tetmajer, στην πλαστική περιοχή ή περιοχή του πλαστικού λυγισμού, τον οποίο, αν θελήσετε να μελετήσετε, θα βρείτε στη βιβλιογραφία.

Η κρίσιμη τάση λυγισμού, κατά τα γνωστά, προκύπτει από τον τύπο:
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όπου, αν γίνουν οι σχετικές αντικαταστάσεις, έχουμε εκφράσεις όπως:
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Για να ισχύει ο τύπος του Tetmajer πρέπει η κρίσιμη τάση λυγισμού να είναι μικρότερη ή ίση από το όριο αναλογίας του υλικού (σα), το οποίο αντιστοιχεί προφανώς στην οριακή λυγηρότητα λα.

Όσο για την επιτρεπόμενη τάση λυγισμού ισχύει ο τύπος:   
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  όπου: 

ν = συντελεστής ασφάλειας έναντι λυγισμού.

3.5.  Η ΜΕΘΟΔΟΣ ΤΟΥ ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΗ  ω.


Ο συντελεστής ω είναι το πηλίκο της επιτρεπόμενης τάσης σε θλίψη προς την επιτρεπόμενη τάση του υλικού σε λυγισμό και αντιστοιχεί στη λυγηρότητα του φορέα.

Τον αριθμό αυτό τον παίρνουμε από πίνακες, αφού προηγουμένως έχουμε υπολογίσει τη λυγηρότητα. Στο τέλος του βιβλίου οι Πίνακες 13, 14 και 15 δίνουν, με βάση τη λυγηρότητα, το συντελεστή ω για φορείς από χάλυβα (St37, St52), ξύλο και σκυρόδεμα.
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Έτσι π.χ. για ξύλινο στύλο 12/12, αμφιαρθρωτό, ύψους 
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=3m  και σεπ=9 MΡa, υπολογίζουμε :

την ακτίνα αδράνειας:  
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και τη λυγηρότητα 
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Από τον πίνακα, για λ=86,7  παίρνουμε με γραμμική παρεμβολή: ω=2,37.

Άρα, πρέπει:
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Δηλαδή το κρίσιμο φορτίο λυγισμού είναι:   Fκρ = 54,7 kN.


3.6.  ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ - ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ.


Εφαρμογή 1 / Κεφ. 3

Άσκηση φορτοϊκανότητας.


[image: image32.wmf]1

0

c

m

1

0

c

m


Σχ. 3.3.
Πόσο θλιπτικό φορτίο F, χωρίς να κινδυνεύει από λυγισμό, μπορεί να αναλάβει αμφιαρθρωτο ξύλινο υποστύ-λωμα ύψους 3.00 m; (συντελεστής ασφάλειας ν=2, μέτρο ελαστικότητας E=100 kN/cm2 και οριακή λυγηρότητα λα=100).

Επίλυση:

Για να χρησιμοποιήσουμε τον τύπο του Euler, πρέπει να ελέγξουμε αν ο λυγισμός γίνεται στην ελαστική περιοχή, δηλαδή αν η λυγηρότητα του στύλου μας είναι  
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  (μήκος λυγισμού/ακτίνα αδράνειας)  όπου 
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 για αμφιαρθρωτό  και 
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,  οπότε μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τον τύπο του Euler. Κρίσιμο φορτίο λυγισμού: 
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, άρα: επιτρεπόμενο φορτίο: 
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Σημείωση: Η επιτρεπόμενη τάση λόγω λυγισμού είναι: 
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Αν η διατομή δεν ήταν τετραγωνική αλλά π.χ. ορθογωνική, είχε δηλαδή ix, iy, τότε θα έπρεπε να ελεγχθεί η λυγηρότητα και κατά τις δύο διευθύνσεις.
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Σχ. 3.4.
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Καθοριστική είναι η μεγαλύτερη.


Εφαρμογή 2 / Κεφ. 3

Να λυθεί η προηγούμενη περίπτωση με διατομή 10x6 cm2.

Επίλυση:

Κατά τον άξονα x-x:
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Οπότε το επιτρεπόμενο φορτίο λυγισμού για τη διεύθυνση x'-x είναι:
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Κατά τον άξονα y'-y: 
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Οπότε το επιτρεπόμενο φορτίο λυγισμού για τη διεύθυνση y'-y είναι:
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Προφανώς, το μικρότερο φορτίο Fy=9,86 kN είναι για το στύλο το επιτρεπόμενο. Αυτό αντιστοιχεί στη μεγαλύτερη λυγηρότητα (λy=173).


Εφαρμογή 3 / Κεφ. 3
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Σχ. 3.5.
Να  βρεθεί  το  Fεπ.

Όταν ο στύλος έχει ενδιάμεσα στηρίγματα (συνήθως θεωρούνται αρθρώσεις), έχουμε άλλο μήκος λυγισμού S. Στην περίπτωση αυτή πρέπει να ελέγχεται η λυγηρότητα στις δύο διευθύνσεις:
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Καθοριστική για το λυγισμό του στύλου θα είναι πάντα η μεγαλύτερη από τις λυγηρότητες λx, λy, γιατί κινδυνεύει πρώτα να λυγίσει κάθετα στον αντίστοιχο άξονα.

Στην άσκηση του σχήματος υπολογίζουμε τα μεγέθη ως προς τον άξονα x-x΄:
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    (βλ. εφαρμογή 1).
Ως προς τον άξονα y-y΄:
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     (έχει στήριγμα στη μέση του ύψους),
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 (αφού η διατομή είναι τετραγωνική)

οπότε:  
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 (πλαστική περιοχή Tetmajer)
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Το καθοριστικό δηλαδή είναι το μικρότερο επιτρεπόμενο Fεπx= 45,65 kN, που αντιστοιχεί στη μεγαλύτερη λυγηρότητα λx=103,5.
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Πρόβλημα διαστασιολόγησης

Να υπολογιστεί ράβδος θλιβόμενης μηχανής από χάλυβα St37, που δέχεται φορτίο Fεπ=7,0 kΝ. Η ράβδος είναι μονόπακτη (πρόβολος) με μήκος 
[image: image67.wmf]l

=157 cm και συντελεστή ασφάλειας ν=3. (Ε=21000 kΝ/m2, λρ=104). Ζητείται η απαιτούμενη ροπή αδράνειας (Jαπ) και οι διαστάσεις της τετραγωνικής διατομής.

Επίλυση:
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Είναι η ελάχιστη ροπή αδράνειας της διατομής, στην περίπτωση που ο λυγισμός γίνεται στην ελαστική περιοχή (θα ελέγξουμε στο τέλος αν ισχύει).

 Οπότε για 
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Όπου, για τετραγωνική διατομή: 
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Πρέπει να ελέγξουμε αν καλώς χρησιμοποιήσαμε τον τύπο του Euler, δηλαδή αν η ράβδος εργάζεται στην ελαστική περιοχή, όπου λ>λα=104.

Οπότε: 
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Συνεπώς καλώς επιλέξαμε 
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3.7. Ασκήσεις για επίλυση.
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Σχ. 3.6.
3.7.1. Ποιό είναι το κρίσιμο φορτίο λυγισμού (Fκρ), η κρίσιμη τάση (σκρ) και το επιτρεπόμενο φορτίο λυγισμού (Fεπ), ξύλινου στύλου, αμφιαρθρωτού, με ύψος 4,5 m, όριο αναλογίας  
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Σχ. 3.7.
3.7.2. Τετραγωνική ράβδος από χάλυβα (St 37), με διατομή 5x5 (cm) και μήκος 
[image: image81.wmf]l

=1m, είναι πακτωμένη στο κάτω άκρο και ελεύθερη στo άνω. Πόσο είναι το φορτίο, που μπορεί να αναλάβει σε θλίψη; 

Δίνονται: 
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Σχ. 3.8.
3.7.3. α) Χαλύβδινος στύλος από St 37, (
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), δια-τομής ΙΡΒl100, στατικά μονόπακτος, πόσο μέγιστο φορτίο σε λυγισμό επιτρέπεται να αναλάβει; (ν=2,5).

β) Αν κατά τη διεύθυνση της μεγάλης λυγηρότητας τοποθετηθεί στήριγμα στο μέσον του ύψους του, πόσο θα γίνει το 
[image: image87.wmf]F
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γ) Αν ο στύλος είναι από υλικό St 60 με 
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3.7.4. Αμφιαρθρωτός στύλος από χάλυβα St 37, ύψους 4,20 m, φέρει φορτίο (επιτρεπόμενο) 38000 kp. (E=2100000 
[image: image90.wmf]2
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[image: image91.wmf],
[image: image92.wmf]104

=

r

l

,  
[image: image93.wmf]2

=

n

). Στο μέσον του ύψους του συγκρατείται από οριζόντια δοκίδα κατά τη μία διεύθυνση. Υπολογίστε την ελάχιστη απαιτούμενη ροπή αδράνειας και επιλέξτε τη διατομή διπλού ταυ Ι, που αντιστοιχεί σ’ αυτήν.

(Απ: Ι 220).
3.7.5. Tι ονομάζεται λυγηρότητα μιας ράβδου, από τι εξαρτάται και τι εκφράζει; Τι ονομάζεται κρίσιμο φορτίο λυγισμού και με τι ισούται στην περίπτωση πακτωμένης ράβδου στο κάτω άκρο και ελεύθερης στο άλλο; Ποιες παραδοχές γίνονται για τον υπολογισμό του κρίσιμου φορτίου λυγισμού; (Πανελλήνιες εξετάσεις 1997 στην Αντοχή Υλικών-Ζήτημα 1ο, ερωτήσεις β, γ).

3.7.6. Αναφέρετε τις 4 περιπτώσεις στήριξης ράβδων, που ερεύνησε ο Euler σε λυγισμό. Δώστε σε κάθε περίπτωση το σκαρίφημα και τον αντίστοιχο τύπο για το κρίσιμο φορτίο λυγισμού. Δώστε επίσης τον ενιαίο τύπο κρίσιμου φορτίου λυγισμού, που αντιμετωπίζει και τις 4 περιπτώσεις μαζί. Εξηγήστε ποια από αυτές τις περιπτώσεις είναι η δυσμενέστερη και ποια η ευνοϊκότερη σε λυγισμό. 
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Σχ. 3.9.
3.7.7. Ράβδος ορθογωνικής διατομής, διαστάσεων 
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, δέχεται αξονικό θλιπτικό φορτίο. Σε περίπτωση λυγισμού αναφέρετε την κατεύθυνση (x-x´ ή y-y´), προς την οποία θα λυγίσει η ράβδος και εξηγήστε το λόγο. Δώστε τον τύπο της κρίσιμης τάσης λυγισμού, που αποτελεί άλλη μορφή του τύπου του Euler και αναφέρετε από τι εξαρτάται η κρίσιμη τάση λυγισμού. (Πανελλήνιες εξετάσεις 1998 στην Αντοχή Υλικών-Ζήτημα 1ο, ερωτήσεις Α, Β, Γ).


[image: image95.wmf]y

y

'

 

Σχ. 3.10.
3.7.9. Αμφιαρθρωτός στύλος σύνθετης διατομής, όπως φαίνεται στο σχήμα 3.10, μήκους 
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, και οριακής λυγηρότητας 110 δέχεται κεντρικό θλιπτικό φορτίο 
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α) Η θέση του κέντρου βάρους της διατομής, 

β) Η ροπή αδράνειας ως προς τον κεντροβαρικό άξονα y-y΄, 

γ) Η λυγηρότητα του στύλου με δεδομένο ότι Jy-y’=Jελάχ. και 

δ) Ο συντελεστής ασφάλειας, με τον οποίο εργάζεται ο στύλος. 

Δίνονται: 
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. Διευκρινίζεται ότι οι διαστάσεις της διατομής είναι σε cm. (Πανελλήνιες εξετάσεις 1999 στην Αντοχή Υλικών).
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Φωτ. 3.6. Σωστή κατασκευή συνδετήρων σε υποστύλωμα.
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3.7.8. Εξηγήστε:


 α). Γιατί τοποθετούνται οι οριζόντιες δοκοί μεταξύ των χαλύβδινων πλαισίων (καθ’ύψος) και


β). Πώς λειτουργούν οι συνδετήρες για τον κατακόρυφο οπλισμό του στύλου στη φάση της θλίψης του (Φωτ. 3.6).
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