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Περίληψη

Η µαθηµατική µεθοδολογία διαµορφώνεται σε σχέση µε την κατανόησή της ως φι-
λοσοφική θεωρία γύρω από τις µεθόδους των γνωστικών διαδικασιών και του µε-
τασχηµατισµού της αντικειµενικής πραγµατικότητας. Οι σύγχρονες αντιλήψεις
φαίνεται να βρίσκουν στις κατασκευαστικές θεωρίες µια σηµαντική πρόταση για
τη διδακτική των Μαθηµατικών και την αντικατάσταση του παραδοσιακού µοντέ-
λου διδασκαλίας. Η γνωστική ψυχολογία στηρίζει τις θεωρίες αυτές, που δεν είναι
µακριά από τις απόψεις του µεγάλου φιλόσοφου Kant για την υποκειµενική κατα-
σκευή της γνώσης µέσα από τις δραστηριότητες του υποκειµένου. Η υποκειµενικό-
τητα της γνώσης την κάνει σχετική και όχι απόλυτη και ταυτόχρονα κοινωνικά
προσδιορισµένη. Οι αντιλήψεις αυτές που υιοθετήθηκαν από τα νέα ∆.Ε.Π.Π.Σ. και
Α.Π.Σ. για τα Μαθηµατικά οδήγησαν στη συγγραφή των νέων βιβλίων και επανα-
προσδιορίζουν τον ρόλο του δασκάλου σε ρόλο συντονιστή και διευκολυντή στην
κατασκευή της γνώσης από τους ίδιους τους µαθητές.

Εισαγωγή

Το περιεχόµενο της µαθηµατικής εκπαίδευσης βρίσκεται υπό συνεχή διαπραγµά-
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τευση, µε αποτέλεσµα οι µεταρρυθµίσεις της, κυρίως τις τελευταίες δεκαετίες, να
διαδέχονται η µια την άλλη. Οι προβληµατισµοί και οι διαφοροποιήσεις δεν αφο-
ρούν µόνο στις µεθόδους και στο περιεχόµενο των Προγραµµάτων Σπουδών, αλλά
έχουν να κάνουν και µε σηµαντικές διαφορές ως προς τη φύση των Μαθηµατικών
µε πολλά και δύσκολα ερωτήµατα (Davis & Hersh, 1981, σ. 13) όπως: Ποια είναι
η φύση των Μαθηµατικών; Τι αφορούν; Ποιο είναι το νόηµά τους; Ποια είναι η
µεθοδολογία τους; Πώς χρησιµοποιούνται; 

Η µεταρρύθµιση της δεκαετίας του 1960 και 1970 για τα σχολικά µαθηµατικά µε
το στρουκτουραλιστικό ρεύµα και τα Νέα Μαθηµατικά, που ξεκίνησε στη ∆υτική
Ευρώπη και την Αµερική, έφτασε στην Ελλάδα στις αρχές του 1980, όταν οι χώρες
από όπου ξεκίνησαν ήδη τα είχαν απορρίψει (Μητακίδης, 1983). Μετά από πολλά
χρόνια εφαρµογής τους διαπιστώθηκε και στη χώρα µας ότι δεν έφεραν τα ανα-
µενόµενα αποτελέσµατα στην εκπαίδευση (Φερεντίνος, 2007). 

Η αντίδραση στα Νέα Μαθηµατικά άρχισε από πολύ νωρίς, κυρίως µε τους
Polya, Kline, Courant (Κολέζα, 2000, πρόλογος iv) και αύξησε το ενδιαφέρον για
εστίαση στην επίλυση προβληµάτων. Τη δεκαετία του ’80 «η επίλυση προβλήµα-
τος» αποτέλεσε κεντρικό στόχο στη µαθηµατική εκπαίδευση (NCTM 1980) και «η
επίλυση προβλήµατος» κατά Polya επέστρεψε. 

Την ίδια εποχή οι εξελικτικοί ψυχολόγοι έστρεψαν την προσοχή των εκπαι-
δευτικών όχι µόνο στο «τι» αλλά και στο «πώς» τα παιδιά µπορούν να µάθουν κα-
λύτερα µαθηµατικά. Οι διαπιστώσεις αυτές, καθώς και τα νέα ερευνητικά
δεδοµένα οδήγησαν κατά τη δεκαετία του 1970 στην εµφάνιση του κλάδου της «∆ι-
δακτικής των Μαθηµατικών». 

Οι νεότερες απόψεις για τα µαθηµατικά βρήκαν τη θεωρητική τους έκ-
φραση, κυρίως, στη θεωρία της Κατασκευής της γνώσης (κονστρουκτιβισµός)
µε κύριους εκπροσώπους τον Piaget και τον Vygotsky. Οι κονστρουκτιβιστές,
αναδεικνύοντας τη σηµασία του υποκειµένου στη µάθηση, υιοθετούν την υπο-
κειµενικότητα και εποµένως τη σχετικότητα της γνώσης (Κεΐσογλου, 1999).
Άµεση συνέπεια ήταν η απόρριψη του παραδοσιακού µοντέλου µάθησης, που
αντιµετωπίζει τους µαθητές ως παθητικούς δέκτες γνώσεων και η ανάδειξη
οµαδοσυνεργατικών µοντέλων διδασκαλίας στα οποία η γνώση θεωρείται ενερ-
γητική κατασκευή από τον µαθητή.

Οι νέες θεωρίες οδήγησαν και στην τελευταία µεταρρύθµιση στην Ελλάδα µε τη
σύνταξη από το Παιδαγωγικό Ινστιτούτο του Ενιαίου Πλαισίου Προγράµµατος
Σπουδών (Ε.Π.Π.Σ, 1997) σύµφωνα µε το οποίο η διαδικασία µάθησης των µαθη-
µατικών είναι µια κατασκευαστική δραστηριότητα (Ε.Π.Π.Σ., άρθρο 1ο) και η επί-
λυση προβληµάτων – δραστηριοτήτων αποτελεί ακρογωνιαίο λίθο στη διδασκαλία
των Μαθηµατικών. Το Ε.Π.Π.Σ. αναθεωρήθηκε και συµπληρώθηκε µε την έννοια
της «διαθεµατικότητας» και για τον λόγο αυτό αντικαταστάθηκε από το ∆ιαθεµα-
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τικό Ενιαίο Πλαίσιο Προγραµµάτων Σπουδών (∆.Ε.Π.Π.Σ.) και τα νέα Α.Π.Σ.
Ακολούθησε η προκήρυξη συγγραφής (2003) των νέων βιβλίων ∆ηµοτικού και Γυ-
µνασίου µε βάση τα νέα προγράµµατα.

Τα κύρια φιλοσοφικά ρεύµατα στα Μαθηµατικά µέχρι τον 20ό αιώνα

Η φιλοσοφία των Μαθηµατικών στηρίζει τη διδακτική και ασκεί την ευεργετική
της επίδραση στη διαµόρφωση της περιρρέουσας πνευµατικής ατµόσφαιρας µε την
εισαγωγή νέων ιδεών και την εξέταση άλλων που ήδη προϋπάρχουν (Αναπολιτά-
νος, 1985, πρόλογος). Η σχέση ανάµεσα σε µια παιδαγωγική των Μαθηµατικών
και στη φιλοσοφία των Μαθηµατικών είναι αµφίδροµη και κάθε φιλοσοφία των
Μαθηµατικών έχει διδακτικές επιπτώσεις. 

Κατά µία έννοια τα ερωτήµατα τα οποία διατυπώθηκαν ανά τους αιώνες στη
φιλοσοφία των Μαθηµατικών τέθηκαν στην αρχή από τους δύο µεγάλους φιλοσό-
φους της αρχαιότητας, τον Πλάτωνα και τον Αριστοτέλη.  

Στο πλατωνικό έργο γίνεται διάκριση ανάµεσα στο «φαινόµενο» και στην
«πραγµατικότητα». Η πραγµατικότητα, το ον καθ’ εαυτό, αποτελεί τον κόσµο των
Ιδεών και είναι αναλλοίωτη. Οι Ιδέες µπορούν να γνωσθούν άµεσα και µόνο νοη-
τικά, ενώ τα φαινόµενα µέσα από την αισθητηριακή αντίληψη. Η αισθητηριακή αν-
τίληψη µπορεί να παίξει βέβαια ρόλο βοηθητικό στη σύλληψη των Ιδεών, να
αποτελέσει τον µίτο της Αριάδνης για την έξοδο από τον λαβύρινθο (Αναπολιτά-
νος, 1985, σ. 32). Μοντέλο πλατωνικών Ιδεών αποτελούν οι διάφορες µαθηµατι-
κές οντότητες, τα µαθηµατικά αντικείµενα (Davis & Hersh, 1981, σ. 307), που
υπάρχουν ανεξάρτητα από τη γνώση µας γι’ αυτά. Το µόνο που µπορούµε να κά-
νουµε είναι να τα ανακαλύψουµε. 

Ο Αριστοτέλης, αντίθετα, απορρίπτει την πλατωνική διάκριση και θεωρεί ότι
ο διαλογισµός πάνω σε νοητά οµοιώµατα, στα οποία οδηγούµαστε µέσα από µια
διαδικασία αφαίρεσης, έχει ως αίτιο τις αρχικές µας οπτικές συλλήψεις, που είναι
αντικείµενα µε ύλη και µορφή. Τα µαθηµατικά αντικείµενα είναι για τον Αριστο-
τέλη το αποτέλεσµα τέτοιων αφαιρέσεων (Αναπολιτάνος, 1985, σ. 32). 

Η απολυτοκρατικότητα της µαθηµατικής γνώσης επανέρχεται µε τους ορθολο-
γιστές (Descartes, Spinoza, Leibniz) ή ρασιοναλιστές που εξαιτίας της θεωρούν τη
µαθηµατική µέθοδο ως το πρότυπο της ασφαλούς γνώσης των πραγµάτων στο σύ-
νολό τους (Descartes, 1976). Σε αυτή τη νοησιοκρατία αντιτίθενται οι εµπειριστές
φιλόσοφοι (Locke, Berkeley, Hume) που θεωρούν ότι η πηγή και ο κριτής της εν-
δεχοµενικής γνώσης, δηλαδή της γνώσης που εξαρτάται από την πραγµατικότητα,
είναι η εµπειρία είτε ως κατ' αίσθησιν αντίληψη είτε ως εσωτερική αίσθηση. 

Σηµαντικό γεγονός όµως, κατά τη γνώµη µας, για τη φιλοσοφία ήταν η εµφά-
νιση του Kant µε την Κριτική του καθαρού λόγου (1781). Ο Kant θεωρούσε ότι
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τόσο η λογική όσο και η εµπειρία µπορούν να συνεισφέρουν στην επιστηµονική
γνώση. Ο  Kant επανέρχεται στη διάκριση ανάµεσα στα «καθ’ εαυτά πράγµατα»
(τα νοούµενα), τα οποία ο άνθρωπος δεν µπορεί να γνωρίσει, και τα «φαινόµενα»,
δηλαδή τα πράγµατα που µπορούν να καταστούν αντικείµενα γνώσης σε σχέση
µε τον ίδιο τον άνθρωπο. Αλλά το ζήτηµα δεν είναι πώς προσδιορίζονται τα πράγ-
µατα καθ’ εαυτά, αλλά πώς προσδιορίζεται η εµπειρική µας γνώση για τα πράγ-
µατα (Kant, χ.χρ., σ. 64). Με άλλα λόγια, το ερώτηµα για τον Kant δεν είναι η
προέλευση της εµπειρίας αλλά τι υπάρχει σ’ αυτή.

Σύµφωνα µε τον Kant, η γνώση πρέπει να κατανοηθεί µε όρους τόσο της επο-
πτείας (Kant, 1976, σ. 105), η οποία είναι άµεσα µπροστά µας µέσω της αισθητη-
ριακής (ό.π., σ. 106) αντίληψης, όσο και του λόγου, που είναι ο τρόπος µε τον οποίο
ο νους οργανώνει τις αισθητηριακές παραστάσεις, ώστε να γίνουν αντικείµενα της
εµπειρίας. Βασική έννοια της φιλοσοφικής αυτής θεώρησης είναι οι a priori γνώ-
σεις (ό.π., σ. 74-76), οι γνώσεις δηλαδή εκείνες που είναι δυνατές εκ των προτέρων,
πριν την εφαρµογή ή τη χρήση τους µέσα στην εµπειρία  και είναι γνώσεις καθο-
λικές (ό.π., σ. 75). Τέτοιες αλήθειες είναι εκείνες των µαθηµατικών. 

Τα φιλοσοφικά ρεύµατα στα Μαθηµατικά τον 20ό αιώνα

Οι βασικές σχολές στη φιλοσοφία των Μαθηµατικών κατά τον 20ό αιώνα είναι των
Λογικιστών (G. Frege και B. Russell), των Φορµαλιστών (D. Hilbert) και των Κον-
στρουκτιβιστών ή Ιντουισιονιστών ή Ενορατιστών (Brouwer). Οι τάσεις αυτές,
παρά τις αµφισβητήσεις που έχουν υποστεί, εξακολουθούν να παίζουν σηµαντικό
ρόλο και σήµερα.

Ο λογικισµός, κατά τους Davis και Hersh (1981), είναι µια µορφή πλατωνικού
ρεαλισµού. Οι λογικιστές θεωρούσαν πως οι αλήθειες θα µπορούσαν να συλλη-
φθούν, a priori, ανεξάρτητα από την παρατήρηση. Ο λογικισµός προσπάθησε να
αποδείξει ότι όλες οι µαθηµατικές έννοιες µπορούν να αναχθούν στην ιδέα της
αφηρηµένης ιδιότητας και ότι τα µαθηµατικά παράγονται από βασικές λογικές
αρχές που αφορούν ιδιότητες. 

Οι φορµαλιστές, από την άλλη πλευρά, στήριξαν το πρόγραµµά τους πάνω στην
ανάγκη απόδειξης ότι τα µαθηµατικά αξιωµατικά συστήµατα είναι συνεπή. Για τον
φορµαλισµό σύµφωνα µε τους Davis και Hersh (1981, σ. 13) δεν υπάρχουν µαθη-
µατικά αντικείµενα. Τα µαθηµατικά αποτελούνται από αξιώµατα, ορισµούς και
θεωρήµατα, δηλαδή από τύπους. Οι µαθηµατικοί τύποι δεν έχουν κανένα νόηµα και
καµιά τιµή αλήθειας. Η σχολή αυτή κυριάρχησε στην Ευρώπη τις δεκαετίες του
1950 και 1960 και µε το όνοµα «Νέα Μαθηµατικά» έφτασε να διδάσκεται ακόµα
και στα νηπιαγωγεία. 

Το τρίτο φιλοσοφικό ρεύµα, αυτό των κονστρουκτιβιστών, είναι έντονα πρωτό-
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τυπο και διαφορετικό από τις δύο προηγούµενες σχολές. Εµφανίστηκε στις αρχές
του 20ού αιώνα µε κύριο εκφραστή του τον ∆ανό τοπολόγο L. Brower (1908), θε-
σµοθετώντας µια ιδιαίτερη έννοια κατασκευαστικότητας. Οι απαρχές του κον-
στρουκτιβισµού µπορούν να αναζητηθούν στο έργο του φιλόσοφου Giambattista
Vico (Κουλαϊδής, 2002, σ. 66) που υποστήριξε πως ο άνθρωπος γνωρίζει µονάχα
ότι ο ίδιος δηµιουργεί, δηλαδή την ιστορία του. Σύµφωνα µε την τοποθέτηση του
Tobin ο κονστρουκτιβισµός είναι ένα σύνολο πίστεων περί τη γνώση η οποία αρχί-
ζει µε την αποδοχή της θέσης ότι η πραγµατικότητα υπάρχει αλλά δεν µπορεί να
γνωσθεί ως ένα σύνολο από αλήθειες (Τobin K. στο Λιόσης, 2005). O Confrey (Κο-
λέζα, 2000, σ. 73) γράφει πως πρόκειται για µια θεωρία για τα όρια της ανθρώπι-
νης γνώσης και εκφράζει την άποψη ότι όλη η γνώση που έχουµε είναι ένα προϊόν
των δικών µας ενεργειών. ∆εν µπορούµε να έχουµε άµεση γνώση οποιασδήποτε
εξωτερικής ή αντικειµενικής πραγµατικότητας. Είναι φανερή στην παραπάνω βα-
σική φιλοσοφική θέση του κονστρουκτιβισµού η καντιανή επιρροή.

Αφού, λοιπόν, είναι αδύνατο να γνωρίσουµε µια «αντικειµενική πραγµατικό-
τητα», οι γνώσεις µας για την πραγµατικότητα είναι στην ουσία «θεωρίες γύρω από
την πραγµατικότητα» και η φροντίδα µας για συνέπεια και λογική στη διατύπωσή
τους ούτε συνεπάγεται την αλήθεια τους, ούτε αποκλείει εναλλακτικές θεωρίες.
Το ίδιο ισχύει φυσικά και µε τη µαθηµατική γνώση που σύµφωνα µε τον κον-
στρουκτιβισµό (Von Glasersfeld, Vygotsky, Ernest) αποτελεί κοινωνική κατασκευή
και εποµένως δεν είναι ούτε απόλυτη ούτε προκαθορισµένη. Άρα η µαθηµατική
γνώση, ως κοινωνικό προϊόν, θεωρείται διαψεύσιµη και αέναα ανοιχτή σε αναθε-
ωρήσεις, τόσο σε ό,τι αφορά τις αποδείξεις των θεωρηµάτων της όσο και σε ό,τι
αφορά τις θεµελιώδεις της έννοιες (Lakatos, 1996).

Αντίστοιχη, σύµφωνα µε τον Kuhn, είναι η πορεία κάθε επιστηµονικής κοινό-
τητας µε την αποδοχή ενός κοινού Παραδείγµατος (Kuhn, 2004, σ. 26, 147). Ενός
συνόλου, δηλαδή, πεποιθήσεων, αναγνωρισµένων αξιών και τεχνικών που ασπά-
ζονται τα µέλη µιας δεδοµένης οµάδας επιστηµόνων. Κάθε φορά που µια νέα θε-
ωρία εµφανίζεται ως αποτέλεσµα εξέλιξης ή µιας οµολογηµένης αποτυχίας της
επιστηµονικής κοινότητας, δηµιουργείται κρίση. ∆ιαδοχικές κρίσεις οδηγούν σε
µια επιστηµονική επανάσταση µέχρι την αποδοχή ενός νέου Παραδείγµατος.

Κάτω από τη γενική θεωρία του κονστρουκτιβισµού βρίσκονται δύο επιµέ-
ρους διαφορετικές θεωρίες-απόψεις: α) Ο Ριζοσπαστικός κονστρουκτιβισµός µε
κυριότερο εκπρόσωπο τον ψυχολόγο Jean Piaget, που υποστηρίζει ότι η σκέψη
αυτορυθµίζεται σε σχέση µε την προσωπική εµπειρία και β) Ο Κοινωνικός κον-
στρουκτιβισµός µε κυριότερο εκπρόσωπο τον Vygotsky, που υποστηρίζει ότι οι
ιδέες είναι δηµιούργηµα της συλλογικής δράσης και συνείδησης. 

Ο Freudenthal (1973) (Πινάτσης, 2007) στην Ολλανδία στηριζόµενος στον κον-
στρουκτιβισµό θεωρούσε ότι τα µαθηµατικά είναι µια ανθρώπινη δραστηριότητα,
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άρα πρέπει να προέρχονται από την πραγµατικότητα και να είναι επίσης εφαρµό-
σιµα σε αυτήν την πραγµατικότητα. Στη συνέχεια διατύπωσε µια «διδακτική φαι-
νοµενολογία» (Streefland, 2000, σ. 13), σύµφωνα µε την οποία οι µαθηµατικές
έννοιες αντιµετωπίζονται ως «εργαλεία» οργάνωσης πραγµατικών φαινοµένων
(Κολέζα, 2000, σ. 2). 

Η φιλοσοφία των νέων Προγραµµάτων Σπουδών και των νέων βιβλίων των 
Μαθηµατικών

Το κυρίαρχο ρεύµα στη διδακτική των Mαθηµατικών για πολλές δεκαετίες ήταν µια
«φορµαλιστική άποψη για τη διδασκαλία» (Κολέζα, 1977, στο Φερεντίνος, 2001).
Αυτό το παραδοσιακό µοντέλο διδασκαλίας, που δίνει έµφαση στα αποτελέσµατα
της µαθηµατικής δηµιουργίας και στον τρόπο παρουσίασής τους και στο Ε.Π.Π.Σ.
(1997) αναφέρεται ως «µπιχεβιοριστική συνιστώσα των εκπαιδευτικών στόχων»,
αµφισβητείται σύµφωνα µε το ∆.Ε.Π.Π.Σ. (2003). Ο µπιχεβιορισµός ή συµπεριφο-
ρισµός (Thorndike, Pavlov, Watson, Skinner) κυριαρχούσε στις θεωρίες µάθησης
µέχρι το 1960 (Τάσιος, 2008). Κατά τους συµπεριφοριστές το µυαλό του µαθητή
είναι άγραφο χαρτί, πάνω στο οποίο ο εκπαιδευτικός µπορεί να εγγράψει τη γνώση.
Η µάθηση είναι παθητική, ληπτική, στατική και αναπαραγωγική διαδικασία και στή-
ριξε µια φορµαλιστική άποψη για τη διδασκαλία µε τα «Νέα Μαθηµατικά». 

Το δεύτερο ρεύµα, το οποίο εµφανίστηκε στην αρχή της δεκαετίας του ’70, στη-
ρίχτηκε στις αρχές του κονστρουκτιβισµού και έχει χαρακτηρισθεί µε διάφορους
τρόπους (Φερεντίνος, 2001). Θα προτιµήσουµε τους χαρακτηρισµούς «ρεαλιστικό
µοντέλο διδασκαλίας» (Κολέζα, 1977), όπως επίσης «διδασκαλία διαρθρωµένη
γύρω από ευρετικές διαδικασίες και σε άµεση συνάρτηση µε την καθηµερινή ζωή»
αλλά και τον χαρακτηρισµό «σχετικιστική άποψη για τη µάθηση». 

Το Ε.Π.Π.Σ. (1997) και στη συνέχεια το ∆.Ε.Π.Π.Σ. και το νέο Α.Π.Σ. υιοθέ-
τησαν τα νέα ερευνητικά δεδοµένα (Μαθηµατικά ∆’, Β. ∆ασκάλου, 2007, σ. 9).
Στη συνέχεια στις αρχές και στη φιλοσοφία τους (Μαθηµατικά Α’, Β. ∆ασκάλου,
2007, σ. 5) βασίστηκαν τα νέα βιβλία Μαθηµατικών (Τύπας, 2005). Βασικός σκο-
πός της µαθηµατικής εκπαίδευσης στο ∆ηµοτικό σχολείο τέθηκε η απόκτηση µα-
θηµατικής σκέψης και η καλλιέργεια του µαθηµατικού εγγραµµατισµού (Τύπας,
2005), της ικανότητας δηλαδή του µαθητή να εφαρµόζει µαθηµατικές γνώσεις, µε-
θόδους και διαδικασίες σε προβλήµατα της καθηµερινής ζωής (Ε.Π.Π.Σ. Μαθη-
µατικών, 1997, άρθρο 2).

Σύµφωνα µε το Ε.Π.Π.Σ. (1997) η διαδικασία µάθησης των µαθηµατικών είναι
µια κατασκευαστική δραστηριότητα (Ε.Π.Π.Σ. Μαθηµατικών, 1997, άρθρο 1), που
πραγµατοποιείται πάντοτε µέσα σε ένα συγκεκριµένο πλαίσιο και είναι αποτέλε-
σµα προσωπικών αναγκών. Η ενεργοποίηση των παιδιών (γνωστικά, συναισθη-
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µατικά, ψυχοκοινωνικά) σε καταστάσεις και προβλήµατα που τους είναι οικεία
και προέρχονται από το βιωµατικό τους περιβάλλον και οι ανακαλυπτικές δρα-
στηριότητες αποτελούν βασικές προϋποθέσεις για την ουσιαστική κατανόηση των
µαθηµατικών εννοιών και γενικότερα της γνώσης. Η θεωρία οικοδόµησης της γνώ-
σης (κονστρουκτιβισµός) είναι µια γνωστική θεωρία που συνεισφέρει προς την κα-
τεύθυνση αυτή (Μαθηµατικά ΣΤ’, Β. ∆ασκάλου, 2007, σ. 19).

Σηµαντικό ρόλο στη διαδικασία της µάθησης διαδραµατίζουν τα ήδη υπάρχοντα
γνωστικά σχήµατα. Ο άνθρωπος χτίζει τη νέα γνώση επάνω σε αυτή που ήδη κα-
τέχει διαδοχικά και ανάλογα µε τον βαθµό ετοιµότητας. Οι νέες έννοιες και τα
νοητικά αντικείµενα γίνονται κτήµα του µαθητή, όταν συνδέονται µε τις προϋπάρ-
χουσες γνώσεις του είτε µε αρµονική ένταξή τους σε αυτές είτε µε αναπροσαρµογή
των παλαιότερων νοητικών σχηµάτων σε νέα σχήµατα µέσα από µια διαδικασία
γνωστικής σύγκρουσης (Ε.Π.Π.Σ. Μαθηµατικών, 1997, σ. 3). Μέσα σε µια τέτοια
διαδικασία το λάθος αποτελεί αναπόσπαστο µέρος της (Μαθηµατικά Ε’, Β. ∆α-
σκάλου, 2007, σ. 11), ενώ σηµαντική είναι η σηµασία του αναστοχασµού και της
αυτο-ρύθµισης στη µαθησιακή διαδικασία (Μαθηµατικά Β’, Β. ∆ασκάλου, 2007, σ.
10). Σύµφωνα µε αυτά οι µαθηµατικές έννοιες, αλλά και η χρήση τους πηγάζουν
από την ίδια την πραγµατικότητα που βιώνουν τα άτοµα (Μαθηµατικά Α’, Β. ∆α-
σκάλου, 2007, σ. 5). Στηρίζονται στη βασική αρχή της διδακτικής ότι τα Μαθηµα-
τικά έχουν νόηµα (Μαθηµατικά Β’, Β. ∆ασκάλου, 2007, σ. 7). 

Η θέση αυτή στηρίζεται στην αναπτυξιακή θεωρία του J. Piaget, σύµφωνα µε την
οποία µαθαίνουµε µέσω µιας συνεχούς διαδικασίας ρήξεων και επανα-ϊσορρο-
πιών. Ο Piaget έβλεπε τη γνώση σαν µια διαδικασία προσαρµογής του ατόµου προς
το περιβάλλον του. Η νοητική ανάπτυξη είναι η µετάβαση από καταστάσεις ισορ-
ροπίας σε καταστάσεις ανισορροπίας (equilibre - desequilibre). Η αποκατάσταση
της ισορροπίας σηµαίνει τη µετάβαση του ατόµου σε ένα ανώτερο νοητικό επίπεδο.
Ο Piaget θεωρούσε τη µάθηση ατοµική υπόθεση και εκπροσώπησε τον ριζοσπα-
στικό κονστρουκτιβισµό.

Η απόκτηση της µαθηµατικής γνώσης είναι προοδευτική και πραγµατοποιείται
µέσα από τη σταδιακή µετάβαση από το συγκεκριµένο στο αφηρηµένο. Οι µαθη-
τές δε µένουν στις εµπειρικές καταστάσεις, µοντελοποιούν, οµαδοποιούν έννοιες
µε κοινές ιδιότητες και δηµιουργούν µέσα από τη διαδικασία «αφαιρετικής σκέ-
ψης» έννοιες (Ε.Π.Π.Σ. Μαθηµατικών, 1997, σ. 2) ανώτερης τάξης. 

Οι νέες έννοιες κατασκευάζονται µέσα από ένα σύνολο καταστάσεων και προ-
βληµάτων στα οποία η έννοια λειτουργεί και παίρνει το νόηµά της (Μαθηµατικά
ΣΤ’, Β. ∆ασκάλου, σ. 19). Έτσι, η επίλυση προβληµάτων – δραστηριοτήτων απο-
τελεί τον ακρογωνιαίο λίθο (Ε.Π.Π.Σ. Μαθηµατικών, 1997, σ. 2) στη διδασκαλία
των Μαθηµατικών.

Με άλλα λόγια, η γνώση γενικά και ιδιαίτερα η µαθηµατική γνώση αναπτύσ-
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σεται µέσα από την αναζήτηση λύσεων σε προβλήµατα, η τεκµηρίωση των οποίων
γίνεται κατ’ αρχήν σε ένα διαισθητικό και εµπειρικό επίπεδο και στη συνέχεια στη
βάση µιας αποδεικτικής διαδικασίας. Η διαδικασία αυτή θυµίζει την προοδευτική
µαθηµατικοποίηση που χρησιµοποιείται στη «ρεαλιστική προσέγγιση» από τους
Treffers και Goffree (Κολέζα, 2000, πρόλογος xiii). Τα παιδιά καταλαβαίνουν ότι
η χρησιµότητα των µαθηµατικών έγκειται στην επίλυση προβληµατικών καταστά-
σεων που µοντελοποιούν (Ε.Π.Π.Σ. Μαθηµατικών, 1997, σ. 4) και µαθηµατικο-
ποιούν. Τα προβλήµατα είναι µέσα από την καθηµερινή ζωή και έχουν νόηµα για
τα παιδιά (Μαθηµατικά ΣΤ’, Β. ∆ασκάλου, σ. 18), που επιλέγουν στρατηγικές,
εφαρµόζουν διάφορες ευρετικές, που πρώτος παρουσίασε ο George Polya  (Polya,
1991), διερευνούν και επιλύουν.

Η διαδικασία της µαθηµατικοποίησης των προβληµατικών καταστάσεων πραγ-
µατοποιείται µε δύο τρόπους (Μαθηµατικά Β’, Β. ∆ασκάλου, σ. 7): α) την πλαι-
σιοποίηση, κατά την οποία το πραγµατικό πρόβληµα µεταφράζεται (από τον
µαθητή) σε µαθηµατικό πρόβληµα µέσω συγκεκριµένων ενεργειών – µοντέλων  και
β) την αποπλαισιοποίηση της γνώσης, όπου το µεταφρασµένο πρόβληµα αντιµε-
τωπίζεται και γίνεται αντικείµενο επεξεργασίας µε µαθηµατικά εργαλεία, όπως
προτείνει ο Brousseau (Κολέζα, 2000, πρόλογος xiii). Η πλαισιοποίηση και η απο-
πλαισιοποίηση αντιστοιχούν στην οριζόντια και κατακόρυφη µαθηµατικοποίηση
της γνώσης από τον Treffers.  

Εκτός από την ατοµική προσπάθεια, η επίλυση προβληµατικών καταστάσεων
στο πλαίσιο µιας οµάδας δρα ενισχυτικά στη διαδικασία της µάθησης (Ε.Π.Π.Σ.
Μαθηµατικών, 1997, σ. 3). ∆ιευκολύνει τις γνωστικές αλληλεπιδράσεις, προσφέρει
ευκαιρίες για ανταλλαγή ιδεών και δίνει τη δυνατότητα διερεύνησης κάτω από διά-
φορες οπτικές γωνίες (Μαθηµατικά Β’, Β. ∆ασκάλου, σ. 7). Η θέση αυτή ότι η µά-
θηση δεν αποτελεί µόνο µια ατοµική διαδικασία αλλά καθορίζεται και επηρεάζεται
άµεσα από το ευρύτερο κοινωνικό, φυσικό και πολιτιστικό περιβάλλον, κατά τη
γνώµη µας, θα έπρεπε να στηριχθεί ακόµη περισσότερο στο Ε.Π.Π.Σ. και στο
∆.Ε.Π.Π.Σ. Η σηµασία του κοινωνικο-πολιτισµικού πλαισίου, τα τελευταία είκοσι
χρόνια, υπογραµµίζεται όλο και περισσότερο. Οι απόψεις αυτές στηρίζονται από
τον κοινωνικό κονστρουκτιβισµό (L.Vygotsky, Ernest) που θεωρεί ότι η µάθηση
είναι µια διαδικασία εκπολιτισµού. Είναι η εισαγωγή του ατόµου σε µια υπάρ-
χουσα κουλτούρα. Ο Vygotsky πρώτος υιοθέτησε τον ρόλο της κοινωνικής αλλη-
λεπίδρασης στον µετασχηµατισµό της προϋπάρχουσας γνώσης και υποστήριξε ότι
οι ανεπτυγµένες έννοιες εµφανίζονται πρώτα στο πλαίσιο της κοινωνικής αλληλε-
πίδρασης και µόνο σταδιακά γίνονται προσβάσιµες στο άτοµο.

Τέλος, οι δραστηριότητες ενδείκνυται σύµφωνα µε το Ε.Π.Π.Σ. να είναι οργα-
νωµένες σε τρία επίπεδα, που θα µπορούσαν να αποδοθούν µε την περιγραφή του
J. Bruner: το χειριστικό, το εικονικό και το συµβολικό (Ε.Π.Π.Σ. Μαθηµατικών,
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1997, σ. 12), αντίστοιχα της θεωρίας µάθησης σε επίπεδα που χρησιµοποιεί ο P.M.
van – Hiele (Κολέζα, 2000, πρόλογος vii) στη RME (ρεαλιστική µαθηµατική εκ-
παίδευση).

Οι παραπάνω φιλοσοφικές και διδακτικές αρχές προάγονται καλύτερα µέσα
από οµαδοσυνεργατικά µοντέλα διδασκαλίας. Ο δάσκαλος δεν είναι πια ο δά-
σκαλος – αυθεντία αλλά ο οργανωτής και συντονιστής που βρίσκεται σε διαρκή
αλληλεπίδραση µε τους µαθητές. Από αναµεταδότης της γνώσης γίνεται ενεργός
συνεργάτης, βοηθά στη διαδικασία ανάδειξης των προσωπικών αντιλήψεων των
µαθητών. Είναι ο διευκολυντής για την κατασκευή της γνώσης από τον ίδιο τον µα-
θητή (Μαθηµατικά Γ’, Β. ∆ασκάλου, σ. 8).

Συµπεράσµατα

Στην εισήγησή µας αυτή αναφερθήκαµε στα κυριότερα ρεύµατα στη φιλοσοφία
των Μαθηµατικών και στην επιρροή τους στα νέα Προγράµµατα Σπουδών και κατ’
επέκταση στα νέα βιβλία Μαθηµατικών για το ∆ηµοτικό. 

Αναφερθήκαµε σε σχολές που ανήκουν στις απολυτοκρατικές φιλοσοφίες για
τα µαθηµατικά καθώς και στις αντίθετες και σχετικά πρόσφατες απόψεις για τη
διαψευσιµότητα της γνώσης.

Οι απολυτοκρατικές φιλοσοφίες παρουσιάζουν µια εικόνα των µαθηµατικών
ως αυστηρής, αµετάβλητης, λογικής, απόλυτης, υπερ-ανθρώπινης, καθαρής, αφη-
ρηµένης και άκρως ορθολογικής γνώσης, που οδήγησε σε µια αντίστοιχη εικόνα για
τα σχολικά µαθηµατικά ως ένα δύσκολο, ψυχρό, αφηρηµένο, άκρως ορθολογικό,
αλλά σηµαντικό µάθηµα. Οι διδακτικές πρακτικές που στήριξαν κυρίως αυτές τις
σχολές αντιµετώπισαν τους µαθητές ως παθητικούς δέκτες δύσκολων αλλά ανα-
γκαίων πληροφοριών.

Αντίθετα, η πρόσφατη άποψη στη φιλοσοφία των µαθηµατικών που είναι η
εκδοχή της διαψευσιµότητας, αντιµετωπίζει τα µαθηµατικά ως προϊόν κοινωνι-
κών διαδικασιών. Στηρίχτηκε στον κοινωνικό κονστρουκτιβισµό και αποδέχεται
πλήρως το ανθρώπινο πρόσωπο και το ανθρώπινο συστατικό των µαθηµατικών.
Με τον τρόπο αυτό τα µαθηµατικά βιώνονται ανθρώπινα, προσωπικά, διαισθη-
τικά, συνεργατικά, διερευνητικά, πολιτιστικά, ιστορικά, συναρτηµένα µε τις αν-
θρώπινες καταστάσεις, γεµάτα χαρά και οµορφιά. Οι διδακτικές πρακτικές που
στήριξαν αυτές τις απόψεις αντιµετώπισαν τους µαθητές ως ερευνητές που µέσα
από διδασκαλίες οµαδοσυνεργατικές διερευνούν και κατασκευάζουν τη νέα
γνώση.

Το Ε.Π.Π.Σ. αναγνωρίζει πως στους στόχους της µαθηµατικής εκπαίδευσης µε-
τράει περισσότερο ο πλούτος της εµπειρίας που αποκτιέται κατά τη διαδικασία
µάθησης στο πλαίσιο µιας ανοικτής µαθησιακής κατάστασης από τα µετρήσιµα
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αποτελέσµατα (Ε.Π.Π.Σ. Μαθηµατικών, 1997, σ. 8). Στην κατεύθυνση αυτή στηρί-
ζει τα νέα ερευνητικά δεδοµένα της διδακτικής και της φιλοσοφίας που αναγνω-
ρίζουν τη διαδικασία µάθησης των µαθηµατικών ως µια κατασκευαστική
δραστηριότητα κοινωνικά προσδιορισµένη. Εποµένως, βρίσκεται και πιο κοντά
στις απόψεις της διαψευσιµότητας της γνώσης. 

Οι θεωρίες αυτές έχουν περάσει από τους συγγραφείς και το Παιδαγωγικό Ιν-
στιτούτο στα νέα βιβλία Μαθηµατικών. Οι συγγραφείς δηλώνουν πως δεν είναι πι-
στοί υποστηρικτές (Μαθηµατικά Α’, Β. ∆ασκάλου, σ. 8) κάποιας συγκεκριµένης
διδακτικής θεωρίας αλλά αξιοποιούν την αρχή της επιλεκτικότητας. Επιλέγουν,
δηλαδή, διάφορες σύγχρονες διδακτικές πρακτικές και µεθόδους ανάλογα µε την
εξελικτική πορεία και τις συνθήκες της διδασκαλίας. 

Αναγκαία προϋπόθεση, όµως, για την επιτυχία των νέων θεωριών κατά τη δι-
δασκαλία στην τάξη είναι η µείωση της ύλης και η εστίαση σε κεντρικές µαθηµα-
τικές έννοιες, ώστε να αυξηθεί ο διαθέσιµος διδακτικός χρόνος, κάτι που δεν
µπορούµε να πούµε ότι επιτεύχθηκε σε σηµαντικό βαθµό.

Τέλος, είναι κατανοητό ότι η εισαγωγή των νέων διδακτικών προτάσεων στην
καθηµερινή διδακτική πρακτική απαιτεί µια επίπονη και µακρόχρονη πορεία, η
οποία θα πρέπει να υποστηριχθεί από ένα µεθοδικό πρόγραµµα επιµόρφωσης.
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