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Abstract

In this paper we give the description of a research program, that took place in the Hel​lenic Mathematical Society, during the preparation of the National Mathematical Olympic Team in 1997-1998. The aim of this research was the application of new methods in teaching very advanced and difficult problems in the majority of the stu​dents in the Secondary School Curriculum, by using specific abilities in problem solv​ing, provided by the study of data analysis from gifted students.

Περίληψη

Η εργασία αυτή περιγράφει ένα ερευνητικό πρόγραμμα που έλαβε χώρα κατά την προ​ετοιμασία της Εθνικής Ολυμπιακής Μαθηματικής ομάδας στην Ελληνική Μαθηματική Εταιρεία το ακαδημαϊκό έτος 1997-1998. Στόχος της έρευνας αυτής απετέλεσε η εφαρμογή νέων μεθόδων διδασκαλίας, ώστε να γίνει εφικτή η εισαγωγή δύσκολων μα​θηματικών εννοιών και σύνθετων προβλημάτων στην πλειοψηφία των μαθητών της Μέσης Εκπαίδευσης σε συνδυασμό με την καλλιέργεια των απαιτούμενων ικανοτήτων αντιμετώπισής τους.

1.
Εισαγωγή

Το συγκεκριμένο θέμα στερείται ερευνητικών αποτελεσμάτων καθώς αποτελεί ένα συνδυαστικό θέμα μελέτης που αφορά στον προσδιορισμό των μαθηματικών ταλέ​ντων, στον τρόπο αντιμετώπισης συγκεκριμένων μαθηματικών προβλημάτων και στην εξαγωγή συμπερασμάτων σχετικών με το μέσο μαθητή. Πολλοί λίγοι ερευνητές έχουν ασχοληθεί με το θέμα (Sternberg, Davidson, Overtoom-Corsmit, Dekker, Span, Wein​ert κ.α). 


Αρκετές εργασίες έχουν γίνει στον κλάδο της Ψυχολογίας, οι οποίες όμως είτε απο​φεύγουν είτε απλά προσεγγίζουν τα μαθηματικά ταλέντα, ενώ συχνά η περιθωριοποί​ησή τους, οδηγεί τους ερευνητές να μην θεωρούν ότι είναι δυνατό να αποτελέσουν αντικείμενο μελέτης για εξαγωγή συμπερασμάτων για το μέσο μαθητή (βλ. Schoenfeld, Hermann). H αντίληψη αποτελεί κοινωνική συμπεριφορά: οι καθηγητές επιδιώκουν την άνοδο του επιπέδου των μέσων μαθητών μίας τάξης «αδιαφορώντας» για την λειτουργία των ταλαντούχων μαθητών.


Επιπλέον, οι περισσότερες παιδαγωγικές προσεγγίσεις έρχονται να δώσουν έμφαση στις ικανότητες του μέσου μαθητή, χωρίς να ασχοληθούν καθόλου με τη δυνατότητα βελτίωσής του μέσα από τις αντίστοιχες ικανότητες που επιδεικνύουν οι ταλαντούχοι συμμαθητές του. Ενδεικτική συμπεριφορά αποτελεί ο «προσανατολισμός», δηλαδή ο τρόπος αρχικής αντιμετώπισης ενός δύσκολου μαθηματικού προβλήματος από μαθη​τές διαφορετικών ικανοτήτων. Οι ταλαντούχοι μαθητές αφιερώνουν αρκετό χρόνο στην επιλογή της αρχικής μεθόδου αντιμετώπισης του προβλήματος και σχεδιάζουν τα αποτελέσματα της προσέγγισής τους. Οι μέσοι μαθητές αποφασίζουν γρήγορα την αρ​χική μέθοδο και ξεκινούν μία αμφίβολη διαδικασία επίλυσης, χωρίς να έχουν ξεκαθα​ρίσει πλήρως τι απαιτεί το πρόβλημα. Το βασικό ερώτημα με το οποίο ασχολήθηκε η έρευνα αυτή ήταν ο προσδιορισμός της διαφοροποίησης των ταλαντούχων μαθητών από τους μέσους στη μέθοδο επεξεργασίας των δεδομένων που απαιτούνται για την επίλυση ενός μαθηματικού προβλήματος. Μελετάται όχι μόνο η προσέγγιση ενός προ​βλήματος, αλλά και η ανάγκη διευκόλυνσης της αποτελεσματικότητας και της ταχύτη​τας επίλυσης από τις δύο ομάδες μαθητών. Επίσης, εξετάζεται η διαδικασία επίλυσης αναλύοντας το αν αποτελείται ή όχι από τις ίδιες υπο-διαδικασίες στα στάδια του προ​σανατολισμού, της ανάλυσης και της αξιολόγησης από τους μαθητές. Δίνεται ιδιαίτερη έμφαση στην επιβεβαίωση διαφορών στις εσωτερικές διεργασίες (βλ. Strenberg (1985)).


Τα αποτελέσματα έχουν τρεις κύριους άξονες :

τη διάκριση και επιλογή των ταλαντούχων μαθητών,

τον τρόπο διδασκαλίας και συνεχούς βελτίωσης των ταλαντούχων μαθητών,

τη δημιουργία νέων διδακτικών μεθόδων βελτίωσης των ικανοτήτων των μέσων μαθητών.
2.
Μεθοδολογία

Οι εθνικοί διαγωνισμοί της ΕΜΕ και ιδιαίτερα ο ΕΥΚΛΕΙΔΗΣ (2ος διαγωνισμός) μας δίνουν τη διαδικασία διαχωρισμού των ταλαντούχων μαθητών από τους μέσους. Στο διαγωνισμό αυτό από 1200 μαθητές από τις τάξεις Β΄ Γυμνασίου έως Γ΄ Λυκείου επι​λέγονται 120: Tα μαθήματα προετοιμασίας των ολυμπιακών ομάδων είναι ανοιχτά σε όλους και έτσι δημιουργήθηκαν άτυπα, μέσα στο ίδιο αμφιθέατρο, δύο ομάδες μαθη​τών μία ταλαντούχων και μία μέσων, παρακολουθώντας και συμμετέχοντας ακριβώς στην ίδια προετοιμασία. Η έρευνα χαρακτηρίζεται από τρεις μεταβλητές: μία ανεξάρ​τητη που είναι το ταλέντο των μαθητών και δύο εξαρτημένες, οι οποίες είναι η πρό​τερη γνώση από τους μαθητές αντίστοιχων προβλημάτων και η ικανότητα επεξεργα​σίας δεδομένων από τους μαθητές, με στόχο την επίλυση προβλημάτων. O προσδιορι​σμός των δύο εξαρτημένων μεταβλητών, οδηγεί σε μια πρωτότυπη «μέτρηση του μα​θηματικού ταλέντου».


Η πρώτη εξαρτημένη μεταβλητή της έρευνας προσδιορίζεται με επιμέρους διαγωνί​σματα αξιολόγησης, που ονομάζονται «γνωστικά διαγωνίσματα». Στόχος των διαγω​νισμάτων αυτών είναι να καθορισθούν οι γνωστικές ικανότητες κάθε μαθητή σε δύ​σκολα μαθηματικά προβλήματα, καθώς και οι δυνατότητες επίλυσής τους μέσω άλλων προβλημάτων ή λόγω περισσότερων θεωρητικών γνώσεων σε σχέση με τους άλλους μαθητές. Επίσης, είναι δυνατό να προσδιορισθούν οι μαθηματικές τεχνικές που κατέ​χουν και το πόσο ανεπτυγμένες είναι οι μαθηματικές τους ικανότητες, π.χ. στις αλγε​βρικές πράξεις, στις δομές, στη γεωμετρική ερμηνεία κ.ο.κ. Ένα ποσοστό θεμάτων από τα διαγωνίσματα αυτά ασχολείται με πραγματικά προβλήματα και μαθηματικά μο​ντέλα.


Η δεύτερη εξαρτημένη μεταβλητή της έρευνας περιέχει και τον τρόπο επεξεργασίας δεδομένων σε μαθηματικά προβλήματα, τα οποία είναι πρωτότυπης υφής, συνδυαστι​κά και απαιτούν σημαντική ανάπτυξη.

3.
Ερωτηματολόγιο 

Τα δύσκολα αυτά μαθηματικά προβλήματα παρουσιάζονται σε όλους τους μαθητές, όμως είναι τα ατομικά αποτελέσματα και η διαδικασία επίλυσης του κάθε μαθητή που μας απασχολεί. Ακολουθείται μία σειρά ερωτήσεων και συζήτηση πάνω στα λογικά βήματα στην προσπάθεια επίλυσης του κάθε μαθητή. Οι ερωτήσεις αυτές δίνουν στον ερευνητή τη δυνατότητα συνολικής συστηματικής σύγκρισης, ώστε να προκύψει ο βαθμός κατανόησης του προβλήματος, στον οποίο έχει φθάσει ο μαθητής και η έκταση της βοήθειας που απαιτείται από τον καθηγητή για να επιλύσει το πρόβλημα. Επίσης, προκύπτουν τα όρια ενός μαθητή στην επίλυση προβλημάτων και οι κατάλληλες νύ​ξεις / υποδείξεις προς το σύνολο των μαθητών. Η δομή των ερωτήσεων αυτών έχει δο​θεί από τον Nelissen (1987).


Ανάλογα με την ποιότητα της πρώτης απάντησης του μαθητή, ο ερευνητής ακολου​θεί την πρώτη ή τη δεύτερη στήλη της δομής του Διαγράμματος 1. Η αριστερή στήλη αποτελείται από μία σειρά βημάτων διαδοχικής βοήθειας προς τους μαθητές. Η πρώτη βοήθεια είναι ο επαναπροσανατολισμός του μαθητή προς τη σωστή μέθοδο επίλυσης. Κατόπιν, ελέγχεται η αξιοποίηση της βοήθειας αυτής. Αν δεν είναι ικανοποιητική, τότε ο ερευνητής παρουσιάζει ένα υπο-πρόβλημα στο μαθητή, δηλαδή ένα απλούστερο πρόβλημα παρόμοιο με το δοσμένο ή μία ειδική περίπτωση του δοσμένου προβλήμα​τος. Αν πάλι η αντίδραση του μαθητή δεν είναι ικανοποιητική, ο ερευνητής θα προ​σπαθήσει να οδηγήσει το μαθητή στην επίλυση του προβλήματος μέσω σημαντικών υποδείξεων ή με την ανάλυση της επίλυσης του υπο-προβλήματος. Αυτή είναι η τε​λευταία προσπάθεια για να οδηγηθεί στην επίλυση ο μαθητής. 

Από τη στιγμή που ο μαθητής δώσει μία απάντηση που οδηγεί σε επίλυση του προ​βλήματος, ο ερευνητής ακολουθεί τη δεξιά στήλη του Διαγράμματος 1.
Διάγραμμα 1
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Ο μαθητής καλείται να εξηγήσει τη μέθοδο επίλυσης που ακολούθησε, να βρει και άλλους τρόπους επίλυσης και τέλος να ασκήσει κριτική για την επιλογή του (βλ. Erics​son & Simon, 1984).


Τα δεδομένα της τελευταίας αυτής διαδικασίας είναι πολύτιμα προς δύο κατευθύν​σεις:

την αυτοβελτίωση και διαδικασία κατανόησης των συγκεκριμένων βημάτων που ακολουθεί ένας μαθητής στην επίλυση ενός δύσκολου προβλήματος, 
την κατανόηση των υποδείξεων που πρέπει να δοθούν στο μέσο μαθητή για την ε​πίλυση ενός προβλήματος, μέσα από το πρίσμα μαθητών της ίδιας ηλικίας, οι οποίοι οδηγήθηκαν στην επίλυση μέσα από καθαρά εσωτερικές τους διεργασίες. Οι διεργασίες αυτές μεταφέρονται στο μέσο μαθητή.

Ας μελετήσουμε τα ανωτέρω μέσα από συγκεκριμένα προβλήματα, που τέθηκαν στους μαθητές προετοιμασίας ολυμπιακών μαθηματικών ομάδων της ΕΜΕ τον Μάρ​τιο του 1998.


Το πρώτο πρόβλημα έχει υψηλό βαθμό αυτονομίας, δηλαδή τα δεδομένα που απαι​τούνται προέρχονται μέσα από το ίδιο το πρόβλημα, απαιτώντας ελάχιστες θεωρητικές γνώσεις από το μαθητή (διαιρετότητα, Μ.Κ.Δ.).


Αποτελεί ένα γνήσιο παράδειγμα προβλήματος κατάλληλου για την επιλογή μαθη​ματικών ταλέντων, καθώς ξεφεύγει από οποιαδήποτε μεθοδολογία, αρκεί φυσικά να μην είναι γνωστή οποιαδήποτε παραλλαγή του.

Πρόβλημα 1 (5ο Πρόβλημα της Διεθνούς Μαθηματικής Ολυμπιάδας 1997)
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Συγκρίνοντας τους εκθέτες 
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και η ανισότητα αυτή έρχεται σε αντίφαση με την (3), οπότε δεν υπάρχουν λύσεις στην περίπτωση αυτή.

Περίπτωση 3. 
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Οι βάσεις της εκθετικής αυτής εξίσωσης ικανοποιούν την ανίσωση 
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Επομένως η εξίσωση έχει τρεις λύσεις: 
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Παράγωγο Πρόβλημα (3ο Πρόβλημα Βαλκανιάδας Νέων, 1998)

Να προσδιορισθούν οι φυσικοί αριθμοί που ικανοποιούν την εξίσωση: 
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Διάγραμμα 2
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Το δεύτερο πρόβλημα αναδεικνύει την αλγεβρική δομή της Θεωρίας Αριθμών και δί​νει τη δυνατότητα της εισαγωγής της έννοιας της εκτίμησης αλγεβρικών ποσοτήτων. Έχει όμως έναν ιδιαίτερο ρόλο, την εύκολη εισαγωγή των μαθητών σε μη αναμενό​μενα αποτελέσματα (βλ. Βλάμος [4], [5]), καθώς και στην έννοια του ανοιχτού προ​βλήματος. Επίσης το πρόβλημα αυτό έχει από τη φύση του δύο διαφορετικά επίπεδα προσανατολισμού.

Πρόβλημα 2 (Μαθηματική Ολυμπιάδα Μόσχας)

Να βρεθούν όλες οι τριάδες φυσικών, διάφορων 1, έτσι ώστε αν στο γινόμενο οποιων​δήποτε δύο από αυτούς, προσθέσουμε τη μονάδα, να προκύψει αριθμός που διαιρείται από τον τρίτο αριθμό της τριάδας. Να μελετηθεί η γενίκευση της ιδιότητας αυτής.

Λύση

Ας θεωρήσουμε 
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Επομένως 
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Τότε έχουμε ότι 
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Αρχικά θα αποδείξουμε ότι 
[image: image105.wmf]2

x

=

. Πράγματι, αν ήταν 
[image: image106.wmf]3

x

³

, τότε 
[image: image107.wmf]4

y

³

, 
[image: image108.wmf]5

z

³

 και



[image: image109.wmf]5

4

5

4

3

1

5

1

4

1

3

1

z

y

x

1

z

1

y

1

x

1

1

=

×

×

+

+

+

£

×

×

+

+

+

=

, άτοπο.


Καταλήγουμε λοιπόν ότι τα y, z ικανοποιούν την εξίσωση 
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 είναι η μοναδική που ικανοποιεί το ζητούμενο. Όμοια αποδεικνύε​ται ότι η μοναδική τετράδα φυσικών με την ιδιότητα το γινόμενο οποιωνδήποτε τριών από αυτούς +1, να διαιρείται από τον τέταρτο είναι η 
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Θα φαινόταν πολύ φυσιολογικό να γενικεύσουμε τα προηγούμενα αποτελέσματα ως εξής:


«Έστω ν φυσικοί αριθμοί, 
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, διάφοροι του 1, τέτοιοι ώστε το γινόμενο οποιωνδήποτε 
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 από αυτούς αυξανόμενο κατά ένα, να διαιρείται από τον αριθμό που απομένει από τους ν δοσμένους. Αν στο σύνολο των ν αριθμών 
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 αριθ​μών, έχει την ιδιότητα ότι το γινόμενο οποιωνδήποτε ν αριθμών από αυτούς αυξανό​μενο κατά 1, διαιρείται από τον αριθμό που απομένει».


Όμως η πρόταση αυτή δεν ισχύει!!!


Για 
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. Το πρόβλημα της μοναδικότητας των λύσεων παραμένει ακόμη ανοιχτό!
Διάγραμμα 3
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Διάγραμμα 4
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Το τρίτο πρόβλημα αναιρεί πρωταρχικές έννοιες, όπως αυτές του πρώτου και σύνθε​του αριθμού, της ανάλυσης σε γινόμενο πρώτων παραγόντων και του αριθμητικού συ​στήματος, οδηγώντας στην πλήρη διευκρίνισή τους, αναπτύσσοντας το κριτικό πνεύμα των μαθητών.


Έννοιες, οι οποίες θεωρούνται δεδομένες, ουσιαστικά από την Πρωτοβάθμια εκπαί​δευση, τίθενται στη σωστή τους διάσταση.


Το πρόβλημα αυτό ενδείκνυται για την εισαγωγή των μαθητών στη δομή ενός αριθ​μητικού συστήματος, στην αιτιολόγηση ύπαρξης πολλών αριθμητικών συστημάτων, καθώς και στην έννοια των πρώτων και σύνθετων αριθμών σε συνδυασμό με την κα​τασκευή / κατανομή τους στους φυσικούς.
Πρόβλημα 3 (Ερευνητικό Πρόβλημα)

Ένας φυσικός αριθμός γράφεται κατά μοναδικό τρόπο ως γινόμενο πρώτων, σε κάθε αριθμητικό σύστημα ;

Λύση

Όχι, ας θεωρήσουμε το σύνολο των φυσικών αριθμών 1(mod4) , δηλαδή



[image: image129.wmf]{

}

{

}

K

,

17

,

13

,

9

,

5

,

1

IN

k

,

1

k

4

IM

=

Î

+

=

.


Το 9 είναι πρώτος, αφού στο σύνολο αυτό διαιρείται μόνο από τον εαυτό του και τη μονάδα, όπως και το 21, το 25 είναι σύνθετος, ενώ το 49 πρώτος. Τότε έχουμε ότι :
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Το γινόμενο δύο πρώτων 
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 είναι τέλειο τετράγωνο!! Επίσης, οι αριθμοί 9, 21, 33 και 77 είναι πρώτοι, όμως:
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Το 693 γράφεται κατά δύο τρόπους ως γινόμενο πρώτων παραγόντων.

Διάγραμμα 5
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4.
Αποτελέσματα της Έρευνας - Συμπεράσματα

Ως πρώτο αποτέλεσμα είναι ο προσδιορισμός της χρονικής στιγμής της κατανόησης του ζητούμενου αποτελέσματος από τους μαθητές και ο λόγος που οδηγήθηκαν είτε σε γρή​γορη κατανόηση, είτε σε επαναλαμβανόμενη αποτυχία. Η αποφυγή μίας τέτοιας αποτυ​χίας και η εισαγωγή μέσων μαθητών σε τόσο δύσκολα προβλήματα γίνεται με μία αρχική υπόδειξη, π.χ. για το πρόβλημα 1: «θεωρήστε το Μ.Κ.Δ των 
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Δεύτερο αποτέλεσμα είναι η μελέτη της διαδικασίας επίλυσης που ακολουθεί ο κάθε μαθητής. Οι ταλαντούχοι μαθητές, π.χ. στο πρώτο πρόβλημα, θα δουλέψουν με​θοδικά με το δεύτερο βήμα της άσκησης διακρίνοντας περιπτώσεις και οδηγούμενοι σε ανισότητες. Οι μέσοι μαθητές θα ταλαιπωρηθούν δουλεύοντας με την ισότητα και προσπαθώντας να βγάλουν άμεσα αποτελέσματα από τη διαιρετότητα. Η δυσκολία αυτή μπορεί να ξεπερασθεί αν ο καθηγητής εκμαιεύσει τη μέθοδο με τις ανισότητες, μέσα από μία υπόδειξη διάκρισης περιπτώσεων. 


Τρίτο αποτέλεσμα, είναι η επιδίωξη κριτικής πάνω στην επίλυση του προβλήματος. Η κριτική αυτή δίνει μία αρχική θεώρηση της λύσης και καθορίζει πλήρως τα βήματα επίλυσης και το στόχο του καθενός. Η πλήρης αυτή κατανόηση του προβλήματος οδη​γεί σε άλλους τρόπους επίλυσης και σε επεκτάσεις του ίδιου του προβλήματος ή σε πειραματισμούς με νέα προβλήματα. Αναπτύσσεται επίσης η δημιουργική ικανότητα των μαθητών ιδιαίτερα αν ο καθηγητής μπορεί να τους κατευθύνει σε παρόμοια προ​βλήματα, που αντιμετωπίζονται με αντίστοιχη μεθοδολογία.


Τελευταίο αποτέλεσμα, αποτελούν οι προεκτάσεις ειδικά επιλεγμένων προβλημάτων, όπως αυτά που παρουσιάσθηκαν στην παρούσα εργασία. Για παράδειγμα το δεύτερο πρόβλημα ανοίγει νέους ορίζοντες στους μαθητές, ξεφεύγοντας από τετριμμένες γενι​κεύσεις προβλημάτων και δίνοντάς τους την αίσθηση του ανοιχτού / ερευνητικού προ​βλήματος, ενώ το τρίτο πρόβλημα οδηγεί τους μαθητές σε αναθεώρηση ορισμών και εννοιών που θεωρούν δεδομένους, οξύνοντας την κριτική τους σκέψη.

Η διαδικασία επίλυσης προβλημάτων χωρίζεται σε τρεις επιμέρους τομείς :

τον προσανατολισμό

την ανάλυση - εκτέλεση της διαδικασίας επίλυσης

την αξιολόγηση.


Φιλοδοξία της παρούσας εργασίας αποτελεί η βελτίωση των μεθόδων διδασκαλίας με στόχο την άνοδο των απαιτήσεων από το μέσο μαθητή, υπό συγκεκριμένες προϋπο​θέσεις που θα του παρέχει ο καθηγητής. Η βελτίωση της διδασκαλίας εξαρτάται από τρεις παράγοντες.

την ικανότητα του καθηγητή να χρησιμοποιήσει τις ικανότητες των ταλαντούχων μαθητών ως βήματα διδασκαλίας προς τους μέσους μαθητές.

την προσπάθεια της βελτίωσης των ικανοτήτων επεξεργασίας δεδομένων από τους μέσους μαθητές, με χειρισμούς ανάλογους με αυτούς των ταλαντούχων.

την αρμονική συνεργασία ταλαντούχων και μέσων μαθητών στην ίδια ομάδα εργα​σίας με στόχο την αυτοβελτίωση των ταλαντούχων και τη συνεχή άνοδο των μέσων μαθητών μέσα από διαδικασίες επίλυσης δύσκολων προβλημάτων.


Είναι φανερά τα σημαντικά αποτελέσματα, που προκύπτουν από την ευρεία εφαρ​μογή ενός ανάλογου ερευνητικού προγράμματος, καθώς και τις νέες μεθόδους διδα​σκαλίας στις οποίες είναι δυνατό να καταλήξουμε.


Βέβαια, μία ευρεία εφαρμογή απαιτεί σημαντική προεργασία, ως προς την επιλογή των θεμάτων, τους διδακτικούς στόχους προς επίτευξη, καθώς και την ικανότητα βελ​τίωσης και αναπροσαρμογής των θεμάτων διδασκαλίας σε σχέση με την αξιολόγηση των αποτελεσμάτων. Η αξιολόγηση αυτή και η εκ νέου εφαρμογή του προγράμματος θα οδηγήσει στην κατασκευή νέων ολοκληρωμένων μεθόδων διδασκαλίας, αντλώντας ουσιαστικά εσωτερικές διεργασίες από τους ίδιους τους μαθητές. 
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