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ΠερÝληψη

H διατÜρηση τïυ ερευνητικïà κλÝµατïς κατÀ τη διÀρκεια της αντιµετñπισης
µιας πρïâληµατικÜς κατÀστασης Ûøει Àµεση σøÛση µε τη δυνατÞτητα ανÀδειêης
νÛων στïιøεÝων (δεδïµÛνων) και σàνδεσης αυτñν µε τα αρøικÀ δεδïµÛνα. Η ανÀ-
δειêη των καινïàργιων στïιøεÝων µπïρεÝ να πρïÛλθει τÞσï απÞ την επεêεργασÝα
των Üδη υπαρøÞντων (π.ø. µετασøηµατισµïÝ αυτñν) Þσï και απÞ τη διεàρυνση
των ïρÝων τïυ επιπÛδïυ αναπαρÀστασης στï ïπïÝï Ûøει τεθεÝ η πρïς αντιµετñ-
πιση πρïâληµατικÜ κατÀσταση. Η διεàρυνση των ïρÝων µιας αναπαρÀστασης
µπïρεÝ να συµâÀλει –µε τα νÛα στïιøεÝα πïυ θα αναδειøθïàν –τÞσï στη διατàπω-
ση νÛων εικασιñν Þσï και στην τρïπïπïÝηση των Üδη διατυπωµÛνων. Με την
παρïàσα εργασÝα, µÛσα απÞ µια µελÛτη περÝπτωσης, µελετÀµε τïν τρÞπï µε τïν
ïπïÝï διευκïλàνεται αυτÜ η διεàρυνση.

Abstract

The maintenance of the searching climate during the facing of a problematic
situation has a direct relation to the possibility of the highlighting of some new facts
and their link with the initial data. The highlighting of the new facts may come from
the processing of the ones that already exist (e.g., their transformations) or from the
expansion of the limits of the level of representation in which we have the proble-
matic situation we must face. The expansion of the limits of a representation may
contribute –with the new facts that will come out–not only to the expression of the
new conjectures but also to the change of the ones we have already expressed. In
this paper, through a case study, we examine the way in which the expansion is
made easier. 
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ΕισαγωγÜ

Ãι δυσκïλÝες στην κατÀκτηση της µαθηµατικÜς γνñσης απασøïλïàν αναµφÝâï-
λα Þλïυς τïυς εµπλεκÞµενïυς µε τη µαθηµατικÜ εκπαÝδευση, τï Ûργï της ïπïÝας
εÝναι «η Ûρευνα και η ανÀπτυêη της διδασκαλÝας των Μαθηµατικñν σε Þλα τα
επÝπεδα, συµπεριλαµâανïµÛνων των πρïϋπïθÛσεων, των στÞøων, αλλÀ και τïυ
κïινωνικïà περιâÀλλïντïς µÛσα στï ïπïÝï αυτÜ πραγµατïπïιεÝται» [(18) σελ.
356]. Συνεπñς η âελτÝωση της διδασκαλÝας (µε µια πιï ευρεÝα Ûννïια απÞ αυτÜ
πïυ της απïδÝδεται παραδïσιακÀ) πρÛπει να âρÝσκεται στïν πυρÜνα των στÞ-
øων της µαθηµατικÜς εκπαÝδευσης.

Ãι σàγøρïνες απÞψεις των ερευνητñν σøετικÀ µε τη µÀθηση και τη διδασκα-
λÝα των Μαθηµατικñν δÝδïυν ιδιαÝτερη σηµασÝα στï θετικÞ ρÞλï πïυ διαδρα-
µατÝúει η ενεργητικÜ στÀση τïυ µαθητÜ κατÀ τη µαθησιακÜ διαδικασÝα. Πιï
συγκεκριµÛνα µια âασικÜ αρøÜ η ïπïÝα απïρρÛει απÞ την κατασκευαστικÜ θε-
ωρÝα της γνñσης – η ïπïÝα θεωρεÝται στις µÛρες µας ως µια επιστηµïλïγικÜ θÛ-
ση κατÀλληλη για τη µαθηµατικÜ εκπαÝδευση– εÝναι Þτι: «η µÀθηση δεν εÝναι
µια παθητικÜ απïδïøÜ Ûτïιµης γνñσης,αλλÀ µια διαδικασÝα κατασκευÜς στην
ïπïÝα ïι Ýδιïι ïι µαθητÛς πρÛπει να εÝναι ïι âασικïÝ πρωταγωνιστÛς» [(3), σελ.
120]. ΕπïµÛνως η γνñση δεν «µεταφÛρεται» απÞ τï δÀσκαλï και ïàτε απïρρï-
φÀται απÞ τï µαθητÜ, αλλÀ ï Ýδιïς συµµετÛøει ενεργÀ στην κατασκευÜ των γνω-
στικñν τïυ δïµñν. ΑυτÜ η κατασκευαστικÜ διαδικασÝα εÝναι µακρÞøρïνη και
κινεÝται σε διαφïρετικÀ επÝπεδα αφαÝρεσης. Η µετÀâαση απÞ Ûνα γνωστικÞ
επÝπεδï σε Ûνα Àλλï υψηλÞτερï ενισøàεται µÛσω της διαδικασÝας τïυ «πρïσω-
πικïà αναστïøασµïà». ∆ηλαδÜ µαθαÝνïυµε, αναλàïντας και κρÝνïντας κατ’
αρøÀς και κυρÝως τις πρïσωπικÛς µας ενÛργειες και σκÛψεις, αντÝ να παρατη-
ρïàµε τïν τρÞπï σκÛψης των Àλλων. ΑυτÞ σηµαÝνει Þτι µε αφïρµÜ κατÀλληλες
δραστηριÞτητες, ïι µαθητÛς πρÛπει να Ûøïυν την ευκαιρÝα να αντιµετωπÝúïυν
νïητικÛς πρïκλÜσεις, µÛσω των ïπïÝων ïι Üδη απïκτηθεÝσες γνñσεις θα τÝθε-
νται συνεøñς υπÞ κρÝση και ενδεøïµÛνως υπÞ αµφισâÜτηση. 

Η αναδιïργÀνωση των υπαρøÞντων γνωστικñν δïµñν Ü η δηµιïυργÝα νÛων
συντελεÝται εφÞσïν αυτÛς πïυ Ûøει ï µαθητÜς τïν ïδηγïàν σε εµπÞδια, αντιφÀ-
σεις Ü εκπλÜêεις. ΤÛτïιες καταστÀσεις µπïρïàν να âιñσïυν ïι µαθητÛς καθñς
πρïσπαθïàν να λàσïυν πρïâλÜµατα αêιïπïιñντας µε τï δικÞ τïυς τρÞπï τις Ûν-
νïιες και διαδικασÝες πïυ Ûøïυν στη διÀθεσÜ τïυς. ΚατÀ συνÛπεια κÀθε ïυσια-
στικÜ µÀθηση πρïϋπïθÛτει τïν πρïâληµατισµÞ των µαθητñν. ∆ιαφïρετικÀ ïι
µαθητÛς µπïρεÝ να «µαθαÝνïυν » ΜαθηµατικÀ øωρÝς να τα καταλαâαÝνïυν. Η
γνñση των κανÞνων πïυ ïδηγïàν σε σωστÛς λàσεις δεν συνεπÀγεται και κατα-
νÞηση  [(12 ), σελ. 52]. Τï µεγÀλï úητïàµενï εÝναι ïι κατÀλληλες δραστηριÞτη-
τες ïι ïπïÝες, Þπως επισηµαÝνïυν ïι Cobb, Yackel και Wood [(4)], θα πρÛπει να
εÝναι τÛτïιες πïυ να επιτρÛπïυν την παρÀλληλη εêÛλιêη των διαδικασιñν και
των εννïιñν. 
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Αφïà η µÀθηση, Þπως αναφÛρθηκε, δεν εÝναι µια παθητικÜ απïδïøÜ Ûτïι-
µης γνñσης αλλÀ µια διαδικασÝα κατασκευÜς, πñς ïι µαθητÛς θα κατασκευÀ-
σïυν Ûννïιες και ιδÛες Þταν αυτÛς øρειÀστηκαν πïλà øρÞνï και τη συµâïλÜ πïλ-
λñν για να αναπτυøθïàν; ΕÝναι αρκετÜ η παρïυσÝαση ενÞς αρøικïà ερεθÝσµα-
τïς απÞ τï δÀσκαλï στïυς µαθητÛς για να αρøÝσïυν αυτïÝ τις «κατασκευÛς»
τïυς; Ασφαλñς και ïι µαθητÛς δεν πρÞκειται να απïκτÜσïυν απÞ τàøη Ü σàµ-
πτωση αυτÛς τις «κατασκευαστικÛς» δυνατÞτητες εφÞσïν πρïηγïυµÛνως δεν
Ûøει εγκαθιδρυθεÝ Ûνα περιâÀλλïν πïυ θα τïυς παρïτρàνει σε ενεργητικÜ και
ερευνητικÜ συµπεριφïρÀ µε απïτÛλεσµα την ανÀπτυêη ενεργητικÜς µÀθησης.

Η ενεργητικÜ µÀθηση

Ùµως πïιï εÝναι τï περιεøÞµενï της «ενεργητικÜς» φàσης της µÀθησης; Εδñ εµ-
φανÝúïνται δàï εκδïøÛς. Η πρñτη εκδïøÜ πïυ αφïρÀ στïν Þρï «ενεργητικÜ µÀ-
θηση» αντιπρïσωπεàει,σàµφωνα µε την Anthony [(1) p. 350)], τη µÀθηση πïυ
αναπτàσσεται απÞ δραστηριÞτητες µε τις ïπïÝες παρÛøεται στïυς µαθητÛς σηµα-
ντικÜ αυτïνïµÝα και Ûλεγøïς της κατεàθυνσης αυτñν των δραστηριïτÜτων. Ãι
µαθησιακÛς δραστηριÞτητες πïυ πρïσδιïρÝúïνται µε αυτÞν τïν τρÞπï περιλαµ-
âÀνïυν επÝλυση πρïâλÜµατïς, εργασÝα σε µικρÛς ïµÀδες, συνεργατικÜ µÀθηση
και µÀθηση µÛσω συγκεκριµÛνων εµπειριñν. ΑντιθÛτως ïι «παθητικÛς» µαθησια-
κÛς δραστηριÞτητες κατÀ τις ïπïÝες ïι µαθητÛς εÝναι παθητικïÝ δÛκτες πληρïφï-
ριñν, περιλαµâÀνïυν παρακïλïàθηση µαθÜµατïς, απαντÜσεις σε «κλειστÛς»
ερωτÜσεις, εêÀσκηση και εφαρµïγÛς σε Ûννïιες πïυ Üδη Ûøïυν παρïυσιασθεÝ.

Μια δεàτερη εκδïøÜ τïυ Þρïυ, εêÝσïυ σηµαντικÜ, υπïστηρÝúεται απÞ τïυς
Kyriakou και Marshall [αναφÛρεται στï (1)]. Σàµφωνα µε αυτïàς, η ενεργητικÜ
µÀθηση δεÝøνει την πïιÞτητα της νïητικÜς εµπειρÝας των µαθητñν Þταν αυτïÝ
εµπλÛκïνται ενεργÀ σε µαθησιακÛς εµπειρÝες πïυ øαρακτηρÝúïνται απÞ αυêηµÛ-
νη αντÝληψη και κατανÞηση. ΕκφρÀúει µια στÀση για ενεργητικÜ νïητικÜ ανα-
úÜτηση και την ανÀπτυêη µεταγνωστικñν αντιλÜψεων. 

ΜÛσα σε Ûνα τÛτïιï πλαÝσιï µÀθησης διευκïλàνεται η διαµÞρφωση και δια-
τàπωση εικασιñν, κÀτι τï ïπïÝï – Þπως τïνÝúεται απÞ πïλλïàς ερευνητÛς– εÝναι
συστατικÞ στïιøεÝï της ενεργητικÜς και ερευνητικÜς στÀσης των µαθητñν στην
πρïσπÀθεια κατασκευÜς –απÞ την πλευρÀ τïυς– της γνñσης. [(5), p. 259, (6),
p. 463, (11), p. 64]. Η διατàπωση µιας εικασÝας εÝναι µια πρïσπÀθεια σàνδεσης
και απïτàπωσης λανθανÞντων σøÛσεων και νïηµÀτων και σηµατïδïτεÝ – απÞ
ψυøïλïγικÜς πλευρÀς – τη δηµιïυργÝα µιας Àλλης στÀσης τïυ µαθητÜ πρïς τα
ΜαθηµατικÀ. ΑνεêÀρτητα απÞ τï αν µια εικασÝα εÝναι αληθÜς Ü Þøι, η φÀση τïυ
ελÛγøïυ της φÛρνει αντιµÛτωπï τï µαθητÜ µε τη δηµιïυργÝα τïυ µε Þ,τι αυτÞ συ-
νεπÀγεται. Αν µια εικασÝα ανατραπεÝ, ï µαθητÜς συνειδητïπïιεÝ Þτι Ûøει ακï-
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λïυθÜσει µια ανεπαρκÜ πρïσÛγγιση στï πρÞâληµα πïυ τïν απασøïλεÝ. ΤÞσï η
συνειδητïπïÝηση της ανεπαρκïàς στρατηγικÜς Þσï και η ελλιπÜς κατανÞηση
εννïιñν και σøÛσεων δηµιïυργïàν στï µαθητÜ ανισïρρïπÝα την ïπïÝα πρïσπα-
θεÝ να êεπερÀσει αναδιïργανñνïντας τις γνñσεις τïυ. ΜÛσα απÞ αυτÜ τη διαδι-
κασÝα ïδηγεÝται στï øτÝσιµï της καινïàργιας γνñσης. Σàµφωνα µε τïν Piaget ï
µαθητÜς µαθαÝνει Þταν φτÀνει σε γνωστικÛς συγκρïàσεις, δηλαδÜ Þταν âιñνει
καταστÀσεις ανισïρρïπÝας ïι ïπïÝες τïν ïδηγïàν σε αναθεñρηση των απÞψεñν
τïυ και της πρακτικÜς τïυ. Îνα πïλà σηµαντικÞ στïιøεÝï πïυ µπïρεÝ να πρïκà-
ψει απÞ τïν Ûλεγøï µιας εικασÝας εÝναι η «στρïφÜ» των µαθητñν απÞ τα διαι-
σθητικÀ σøÜµατα πïυ øρησιµïπïÝησαν για να καταλÜêïυν σε συµπερÀσµα-
τα–εικασÝες, σε απïδεικτικÀ σøÜµατα πïυ θα øρησιµïπïιïàν και µαθηµατικÀ
επιøειρÜµατα (τÞσï ως πρïς τη διατàπωση Þσï και ως πρïς την αυστηρÞτητα)
[(14), σελ.14].

Ùµως µια µαθησιακÜ δραστηριÞτητα πñς µπïρεÝ να ïδηγÜσει σε ενεργητι-
κÛς νïητικÛς εµπειρÝες και τελικÀ σε συµπερÀσµατα-εικασÝες; Μια µαθησιακÜ
διαδικασÝα δεν εÝναι γραµµικÜ και εàκïλα µπïρεÝ να φτÀσει σε αδιÛêïδï για
πïλλïàς λÞγïυς Þπως: αδυναµÝα σàνδεσης των δεδïµÛνων Ü «ανεπÀρκεια» αυ-
τñν (π.ø. περÝπτωση ανïικτñν πρïâληµÀτων). Στην περÝπτωση αυτÜ τï αδιÛêï-
δï µπïρεÝ να διατυπωθεÝ υπÞ µïρφÜ µιας εικασÝας απλïϊκÜς (naive) πïυ µπïρεÝ
να µην Ûøει και ιδιαÝτερη σøÛση µε τα δεδïµÛνα πïυ συγκρïτïàν την πρïâληµα-
τικÜ κατÀσταση την ïπïÝα αντιµετωπÝúει ï µαθητÜς [(14), σελ.157]. Στη συντÜ-
ρηση τïυ ερευνητικïà κλÝµατïς συµâÀλλïυν τα καινïàργια στïιøεÝα πïυ πρï-
κàπτïυν ως απïτÛλεσµα των διαφÞρων επεêεργασιñν πïυ συντελïàνται (π.ø.
πρÀêεις, µετασøηµατισµïÝ, απïδεικτικÀ σøÜµατα κ.λ.π.). ΑυτÛς ïι επεêεργασÝες
µπïρεÝ να γÝνïνται στï Ýδιï επÝπεδï αναπαρÀστασης Ü σε διαφïρετικÀ και µε
διαφïρετικïàς âαθµïàς εγκυρÞτητας και αêιïπιστÝας κÀθε φïρÀ. 

Για τη øρÜση των αναπαραστÀσεων

Η ιδÛα της αναπαρÀστασης øρησιµïπïιεÝται µε πïικÝλïυς âαθµïàς ακρÝâειας
και εÝναι πïλà λεπτÜ και πïλυσÜµαντη [ (8), p.383, (9), p.23]. ΥπÀρøïυν διÀφï-
ρïι λÞγïι πïυ πρïσφεàγïυµε στη øρÜση τïυς [ (2), p. 110]. Για παρÀδειγµα µια
πρñτη πρïσÛγγιση για τη λàση της εêÝσωσης: συνx= x–1, θα µπïρïàσε να αντι-
µετωπισθεÝ στï γραφικÞ επÝπεδï µε τï σøεδιασµÞ των γραφικñν παραστÀσεων
των συναρτÜσεων f(x)=συνx και g(x)=x–1 αφïà ïι τετµηµÛνες των κïινñν ση-
µεÝων (αν υπÀρøïυν) θα εÝναι και ïι ρÝúες της εêÝσωσης. 

Η øρÜση πïλλαπλñν αναπαραστÀσεων κατÀ την αντιµετñπιση µιας πρï-
âληµατικÜς κατÀστασης, ïι συνδÛσεις τïυς, Þσï και η ερµηνεÝα µιας αναπαρÀ-
στασης απÞ µια Àλλη Ûøïυν ιδιαÝτερη αêÝα για τη µαθηµατικÜ κατανÞηση [(10),
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p. 34]. Για παρÀδειγµα µια απïδεικτικÜ διαδικασÝα µπïρεÝ κατ’ αρøÜν να µïρ-
φïπïιηθεÝ σε Ûνα διαισθητικÞ και εµπειρικÞ επÝπεδï και στη συνÛøεια να ακï-
λïυθÜσει µια πιï τυπικÜ εκδïøÜ της, Ü µια απÞδειêη στï γραφικÞ Ü γεωµετρικÞ
επÝπεδï µπïρεÝ να εêηγεÝ περισσÞτερï απ’ Þ,τι η αντÝστïιøÜ της στï συµâïλικÞ
επÝπεδï. Íλλωστε η µαθηµατικÜ κατανÞηση πïυ εÝναι και η επιδÝωêη, εÝναι κÀ-
τι πïλà περισσÞτερï απÞ την επιâεâαÝωση Þτι Þλïι ïι κρÝκïι µιας αλυσÝδας πα-
ραγωγÜς συµπερασµÀτων εÝναι ïρθïÝ [(7)].

Ùµως η µετακÝνηση µεταêà αναπαραστÀσεων διαφïρετικñν επιπÛδων δεν
εÝναι µια εàκïλη και γνñριµη διαδικασÝα [(15)]. ΑκÞµη Ûøει παρατηρηθεÝ Þτι
διαφïρετικÛς αναπαραστÀσεις της Ýδιας πρïâληµατικÜς κατÀστασης µπïρεÝ να
δñσïυν και διαφïρετικÛς απαντÜσεις. Σε Ûρευνα των D. Tirosh και P. Tsamir
[(17)] στην ïπïÝα συµµετεÝøαν 189 σπïυδαστÛς γυµνασιακñν τÀêεων, παρατη-
ρÜθηκε Þτι ïι απαντÜσεις των µαθητñν για τï κατÀ πÞσï δàï δïσµÛνα απειρï-
σàνïλα Ûøïυν τï Ýδιï πλÜθïς στïιøεÝων εêαρτñνται καθïριστικÀ απÞ τις αναπα-
ραστÀσεις αυτñν των συνÞλων. Îτσι µια αριθµητικÜ αναπαρÀσταση στην ïπïÝα
τα δàï απειρïσàνïλα τïπïθετÜθηκαν ïριúÞντια τï Ûνα δÝπλα στï Àλλï, δηλαδÜ
{1,2,3,4,...}, {4,8,12, 16,...}, ïδÜγησε τïυς µαθητÛς σε Ûνα υψηλÞ πïσïστÞ (περÝ τï
70%) να απαντÜσïυν Þτι τα δàï αυτÀ σàνïλα Ûøïυν διαφïρετικÞ αριθµÞ στïι-
øεÝων και µÀλιστα Þτι τï πρñτï Ûøει περισσÞτερα στïιøεÝα απÞ τï δεàτερï. Ùταν
Þµως ïι µαθητÛς εÝøαν να αντιµετωπÝσïυν Ûναν Àλλï τàπï αναπαρÀστασης αυ-
τñν των δàï συνÞλων –τη γεωµετρικÜ τïυς αναπαρÀσταση– Þπïυ τï πρñτï σà-
νïλï εÝναι ευθàγραµµα τµÜµατα µε µÜκη 1,2,3,4,... και τï δεàτερï σàνïλï εÝναι
τετρÀγωνα µε πλευρÛς 1,2,3,4,.. και των ïπïÝων ïι περÝµετρïι εÝναι 4,8,12,16,...,
Þπως φαÝνεται στï παρακÀτω σøÜµα

τÞτε ïι απαντÜσεις τïυς σε µεγÀλï πïσïστÞ (περÝ τï 80%) Üταν Þτι αυτÀ τα δàï
σàνïλα Ûøïυν τïν Ýδιï αριθµÞ στïιøεÝων. Îτσι δàï τàπïι αναπαραστÀσεων
ïδÜγησαν τïυς µαθητÛς σε διαφïρετικÛς δικαιïλïγÜσεις και τελικÀ σε αντι-
κρïυÞµενες λàσεις. Ασφαλñς ï δεàτερïς τàπïς αναπαρÀστασης της πρïâληµα-
τικÜς κατÀστασης πïυ τÛθηκε στïυς µαθητÛς εÝναι πιï κïντÀ στις δυνατÞτητÛς
τïυς. Ùµως πïλλïÝ λÝγïι µπïρïàν να µεταâïàν στη δεàτερη Ûκφραση των συνÞ-
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λων µÞνïι τïυς, η ïπïÝα Ûκφραση ευνïεÝ επεêεργασÝες (στην πρïκειµÛνη περÝ-
πτωση αντιστïιøÝσεις 1-1 και επÝ) πïυ ïδηγïàν στη σωστÜ απÀντηση. 

Η διεàρυνση των ïρÝων µιας αναπαρÀστασης

Αφïà λïιπÞν η «µεταφïρÀ» µιας αναπαρÀστασης, µιας πρïâληµατικÜς κατÀ-
στασης, απÞ Ûνα επÝπεδï σε Ûνα Àλλï εÝναι µια δàσκïλη υπÞθεση, επιâÀλλεται η
εêÀντληση των ïρÝων και δυνατïτÜτων της αρøικÜς αναπαρÀστασης, στïιøεÝï
τï ïπïÝï µπïρεÝ να αυêÜσει την πιθανÞτητα απïτελεσµατικÞτερης αντιµετñπι-
σης τïυ θÛµατïς στï αρøικÞ πλαÝσιï (π.ø. µετÀâαση απÞ απλïϊκÛς εικασÝες σε ει-
κασÝες εγκυρÞτερης µïρφÜς). Îτσι αν η αρøικÜ γραφÜ των συνÞλων {1,2,3,4,...}
και {4,8,12,16,...} –των ïπïÝων τï πλÜθïς των στïιøεÝων θÛλïυµε να συγκρÝνïυµε–
εÝøε επεκταθεÝ στην εêÜς γραφÜ: {1,2,3,4,...} και {1.4, 2.4, 3.4, 4.4,...} Þπïυ τα στïι-
øεÝα τïυ δευτÛρïυ συνÞλïυ πρïκàπτïυν απÞ τα στïιøεÝα τïυ πρñτïυ συνÞλïυ
Þταν τï καθÛνα απÞ αυτÀ πïλλαπλασιασθεÝ µε τïν Ýδιï αριθµÞ, νïµÝúïυµε Þτι ïι
απαντÜσεις των µαθητñν θα Üταν κïντÀ σε αυτÛς πïυ Ûδωσαν Þταν αντιµετñπι-
σαν τη γεωµετρικÜ αναπαρÀσταση των δàï συνÞλων. ΕπïµÛνως «ïι µαθητÛς θα
πρÛπει να µαθαÝνïυν να âλÛπïυν τα Þρια κÀθε αναπαρÀστασης και να τα øρησι-
µïπïιïàν επιτυøñς σε κατÀλληλα πλαÝσια» [ (16), p. 115].

Η διεàρυνση των ïρÝων µιας αναπαρÀστασης µπïρεÝ να συµâÀλει τÞσï στη
διατàπωση νÛων εικασιñν Þσï και στην τρïπïπïÝηση των αρøικñν, κÀτι τï
ïπïÝï δεν εÝναι σÝγïυρï Þτι µπïρεÝ να εêασφαλισθεÝ µε τï πÛρασµα σε Àλλï επÝ-
πεδï αναπαρÀστασης. Ùµως αυτÜ η διεàρυνση–εêÀντληση των ïρÝων µιας ανα-
παρÀστασης πñς µπïρεÝ να υπïâïηθηθεÝ; µε πïιïυς τρÞπïυς ïι αρøικÀ µη «ανα-
γνñσιµες» πληρïφïρÝες εÝναι δυνατÞν να απïτελÛσïυν νÛα δεδïµÛνα τα ïπïÝα
συνδεÞµενα µε τα αρøικÀ θα συµâÀλïυν στη συνÛøιση της ερευνητικÜς διαδικα-
σÝας και να καταστïàν Ûτσι σηµαντικïÝ «παρÀγïντες» για την αντιµετñπιση της
πρïâληµατικÜς κατÀστασης; Πïιïς ï ρÞλïς των «µεµïνωµÛνων» µετακινÜσεων
µεταêà διαφÞρων επιπÛδων αναπαρÀστασης στη διεàρυνση των ïρÝων µιας ανα-
παρÀστασης; ΜÛσα απÞ µια µελÛτη περÝπτωσης πρïσπαθïàµε να πρïσεγγÝσïυ-
µε απαντÜσεις στα παραπÀνω ερωτÜµατα.. Ã µαθητÜς εÝναι της Α´ ΛυκεÝïυ και
απÞ τïυς καλàτερïυς της τÀêης τïυ, δεν Ûøει δε διδαøθεÝ ιδιαÝτερες στρατηγικÛς
επÝλυσης πρïâλÜµατïς. Τï πρÞâληµα πïυ δÞθηκε εÝναι τï εêÜς:

ΠρÞâληµα 

∆Ýδïνται τα σηµεÝα Α (0,4), Β (2,2) και Γ (x,0), xεR. Να âρεθεÝ τï εµâαδÞν τïυ
τριγñνïυ ΑΒΓ ως συνÀρτηση τïυ x.
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Ã µαθητÜς êεκινÀει να φτιÀøνει τï σøÜµα. ΠρïâληµατÝúεται για λÝγï για τï
πïà θα âÀλει τï σηµεÝï Γ. ΤελικÀ κατÛληêε στï παρακÀτω σøÜµα (σøÜµα 1) και
êεκινÀι η συúÜτηση.
1. ΜαθητÜς (Μ): Αφïà η âÀση ΑΒ εÝναι σταθερÜ,

αρκεÝ να υπïλïγÝσïυµε τï αντÝστïιøï àψïς πïυ εÝ-
ναι τï Γ∆ (σøÜµα 2).

2. ΚαθηγητÜς (Κ): Τï µÜκïς τïυ àψïυς Γ∆ πÞσï
εÝναι;

3. Μ: Τï πρÞâληµα εÝναι τï Àκρï ∆ τïυ àψïυς. 
4. Κ: ∆ηλαδÜ;
5. Μ: ∆εν êÛρω τις συντεταγµÛνες τïυ ∆.

ΕÝναι φανερÞ Þτι η επιλïγÜ τïυ τàπïυ Ε=1/2 âÀ-
ση?àψïς υπαγïρεàτηκε απÞ τη σταθερÞτητα της
πλευρÀς ΑΒ τïυ (µεταâαλλÞµενïυ) τριγñνïυ ΑΒΓ,
πïυ τη θεñρησε ως âÀση αυτïà τïυ τριγñνïυ. Ùµως
η σταθερÞτητα της âÀσης δεν µπïρεÝ να αêιïπïιηθεÝ
µε τïν παραπÀνω τàπï, κÀτι πïυ συνειδητïπïιεÝται
γρÜγïρα, Þπως φαÝνεται απÞ την «επÛµâαση» πïυ
κÀνει στï σøÜµα και φαÝνεται παρακÀτω (σøÜµα 3).
6. Μ: Θα âρω τï εµâαδÞν τïυ τραπεúÝïυ ΑÃ∆Β και

απÞ αυτÞ θα αφαιρÛσω τï εµâαδÞν των δàï τρι-
γñνων ΑÃΓ και ΒΓ∆.

7. Κ: Να τï υπïλïγÝσïυµε λïιπÞν.
Ã µαθητÜς γρÀφει τη σøÛση: 
(ΑΒΓ)= (ΑÃ∆Β)–(ΑÃΓ)–(ΒΓ∆) 
και µετÀ τïν υπïλïγισµÞ των εµâαδñν τïυ τραπε-
úÝïυ ΑÃ∆Β και των τριγñνων ΑÃΓ και ΒΓ∆ (øω-
ρÝς ιδιαÝτερη δυσκïλÝα) âρÝσκει Þτι: 

(ΑΒΓ)=4–x

8. Κ: ΕÝναι ï παραπÀνω τàπïς ï τελικÞς; ∆ηλαδÜ
Ûτσι θα δÝδεται πÀντα τï εµâαδÞν τïυ τριγñνïυ
ΑΒΓ για Þλες τις θÛσεις της κïρυφÜς Γ;

9. Μ: ...ΜετÀ απÞ λÝγï... Θα εÝναι Àλλïς αν τï x εÝναι
αρνητικÞ.
Η τελευταÝα απÀντηση δεÝøνει Þτι ï µαθητÜς απÞ

την αρøÜ Ûøει κÀνει µια εικασÝα, Þτι δηλαδÜ τï εµâα-
δÞν τïυ τριγñνïυ ΑΒΓ θα πρïσδιïρÝúεται µε δàï τà-
πïυς, ï Ûνας αν x>0 και ï Àλλïς αν x<0. Τïυ πρïτεÝ-
νïυµε λïιπÞν να υπïλïγÝσει τï εµâαδÞν τïυ τριγñνïυ

A (0,4)

B (2,2)

O Γ (x,0)

ΣøÜµα 1

A (0,4)

B (2,2)
∆

O Γ (x,0)

ΣøÜµα 2

A (0,4)

B (2,2)

∆ (2,0)O Γ (x,0)

ΣøÜµα 3



ΑΒΓ Þταν x<0. Ã µαθητÜς φτιÀøνει τï διπλανÞ
σøÜµα και ακïλïυθεÝ η συúÜτηση:
10.  Μ: ΕÝναι δàï τρÝγωνα... και µετÀ απÞ λÝγï,

τï Ûνα µπïρñ να τï υπïλïγÝσω (πρïφανñς
εννïεÝ τï Β∆Γ). 

11.  Κ: Των ïπïÝων Þµως τριγñνων δεν γνωρÝ-
úεις τï Àθρïισµα των εµâαδñν, Þπως συνÛ-
âαινε στï σøÜµα 3.

12.  Μ: Íρα δεν µπïρñ να âρω και τï εµâαδÞν
τïυ ΑΒΓ.
Πρïς τï παρÞν η αρøικÜ εικασÝα («κατÀ τï
Üµισυ», Þταν δηλαδÜ ø<ï) δεν µπïρεÝ να
συνδεθεÝ µε τα δεδïµÛνα τïυ πρïâλÜµατïς.
ΠρïτεÝνïυµε στï µαθητÜ τï διπλανÞ σøÜµα
µε στÞøï τη «συνïλικÜ» αêιïλÞγηση της αρ-
øικÜς τïυ εικασÝας.

13.  Μ: ΑπÞ τï εµâαδÞν τïυ τριγñνïυ ΑÃΓ αν
αφαιρÛσω τï εµâαδÞν τïυ τραπεúÝïυ
ΑΒ∆Ã και τï εµâαδÞν τïυ τριγñνïυ ΒΓ∆,
θα âρω αυτÞ πïυ θÛλω. 

ΜετÀ απÞ υπïλïγισµïàς (µε σøετικÜ ευκï-
λÝα) âρÝσκει Þτι:

(ΑΒΓ)=x–4

14. Κ: Îøïυµε âρει Þµως και Àλλïν τàπï Þταν εÝναι x>ï απÞ τï σøÜµα 3.
15. Μ: ΤÞτε ï πρïηγïàµενïς θα ισøàει Þταν x<2 και ï τελευταÝïς Þταν x>2.

ΕÝναι φανερÞ Þτι η αρøικÜ εικασÝα δεν µπïρεÝ να συνδεθεÝ µε τα δεδïµÛνα
τïυ πρïâλÜµατïς. ΣυγκεκριµÛνα: ΠαρÀ τï µεταâαλλÞµενï περÝγραµµα τïυ
τριγñνïυ ΑΒΓ, λÞγω µεταâïλÜς της θÛσεως της κïρυφÜς Γ, υπÀρøει µια «στα-
θερÞτητα» τïυ σøÜµατïς µε την Ûννïια Þτι υπÀρøει δυνατÞτητα υπïλïγισµïà
τïυ úητïàµενïυ εµâαδïà µε ενιαÝï τρÞπï Ü -µε αλγεâρικïàς Þρïυς- υπÀρøïυν
διαστÜµατα µÛσα στα ïπïÝα Þταν κινεÝται ï x πρïκàπτει ï Ýδιïς τàπïς για τïν
υπïλïγισµÞ τïυ εµâαδïà. ΑυτÜν τη σταθερÞτητα τïυ σøÜµατïς (µε την παρα-
πÀνω Ûννïια) δεν µπïρεÝ να «δει» ï µαθητÜς. Η τρïπïπïÝηση της αρøικÜς ει-
κασÝας (τï x>0 γÝνεται µετÀ x>2 Ü x<2) δεν πρÞκειται να ïδηγÜσει τï µαθητÜ
στï επιδιωκÞµενï απïτÛλεσµα. Η επιλïγÜ των διαφÞρων θÛσεων της κïρυφÜς
Γ τïυ τριγñνïυ ΑΒΓ γÝνεται øωρÝς κÀπïιï πρïσανατïλισµÞ και δεν φαÝνεται
να διευρàνει την πληρïφïριακÜ âÀση της δïσµÛνης αναπαρÀστασης στην ï-
πïÝα Ûøει τεθεÝ τï πρÞâληµα. Σε αυτÜ τη διεàρυνση πρïσπαθïàµε να εισφÛρïυ-
µε µε την παρακÀτω παρÛµâαση.
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A (0,4)

B (2,2)

∆ (2,0)OΓ (x,0)

ΣøÜµα 4

A (0,4)

B (2,2)

∆ (2,0)O Γ (x,0)

ΣøÜµα 5



16. Κ: Ã τàπïς (Ü ïι τàπïι) για τïν υπïλïγισµÞ
τïυ εµâαδïà τïυ τριγñνïυ πïυ θÛλïυµε να
âρïàµε, θα πρÛπει να καλàπτει και την πε-
ρÝπτωση πïυ τï εµâαδÞν εÝναι µηδÛν. Îτσι
δεν εÝναι;

17. Μ: Ναι Ûτσι θα πρÛπει να εÝναι.
18. Κ: ∆ηλαδÜ τι θα πρÛπει να συµâαÝνει Þταν

Ε=0;
19. Μ: ∆εν Ûøïυµε τρÝγωνï.
20. Κ: ΜπïρεÝς να τï δεÝêεις στï σøÜµα;

Ã µαθητÜς φτιÀøνει τï διπλανÞ σøÜµα.
Η πρïÛκταση της πλευρÀς ΑΒ και η τïµÜ της µε τïν x´x στï σταθερÞ σηµεÝï

Γ εÝναι Ûνα καινïàργιï στïιøεÝï και πρïÛρøεται απÞ την ανÀγκη να εêηγηθεÝ η
ισÞτητα Ε=0, δηλαδÜ απÞ τï πñς «µεταφÛρεται» µια αλγεâρικÜ σøÛση στï γρα-
φικÞ επÝπεδï. ΑυτÞ τï νÛï στïιøεÝï πïυ πρïÛρøεται απÞ τη σàνδεση µιας συγκε-
κριµÛνης τιµÜς της συνÀρτησης πïυ ψÀøνïυµε (εµâαδÞν επιφÀνειας), µε τη
µïρφÜ τïυ περιγρÀµµατïς αυτÜς της επιφÀνειας ελπÝúïυµε να πρïσανατïλÝσει
τï µαθητÜ στην επιδιωκÞµενη «σταθερÞτητα» τïυ σøÜµατïς.
21. Κ: Να συνεøÝσïυµε;
22. Μ: Θα Ûøïυµε δàï τàπïυς για τï εµâαδÞ. Ã

Ûνας Þταν x>4 και ï Àλλïς Þταν x<4.
23. Κ: ΓιατÝ;
24. Μ: Ùταν x>4 θα Ûøïυµε τï διπλανÞ σøÜµα

και τï εµâαδÞ τïυ ΑΒ∆ θα εÝναι Ýσï µε: 
(ΑΒ∆)=(ΑΓ∆)–(ΒΓ∆).

25. Κ: ΠÀντα;
26. Μ: ΠÀντα θα αφαιρñ απÞ τï ΑΓ∆ τï ΒΓ∆

(εννïεÝ âÛâαια αφαÝρεση εµâαδñν). 
27. Κ: Και Þταν x<4 ;
28. Μ: ... (φτιÀøνïντας Ûνα πρÞøειρï σøÜµα)

ΠÀλι τα Ýδια θα Ûøïυµε.

ΣøÞλια – ΠαρατηρÜσεις 

Για τη φàση τïυ πρïâλÜµατïς Ûøïυµε να παρατηρÜσïυµε Þτι ï µαθητÜς Ûøει να
«µεταφÛρει» Ü να «απïδñσει» µια πρïâληµατικÜ κατÀσταση απÞ Ûνα επÝπεδï
αναπαρÀστασης (γραφικÞ) σε Ûνα Àλλï επÝπεδï (αναλυτικÞ). ΣυγκεκριµÛνα θα
πρÛπει να âρει πñς τï εµâαδÞ ενÞς µεταâαλλÞµενïυ τριγñνïυ –η µÝα κïρυφÜ
τïυ κινεÝται στïν x´x–εκφρÀúεται µε αναλυτικÞ τρÞπï (συνÀρτηση). 

78

MÛντïρας

A (0,4)

B (2,2)

O Γ (x,0)

ΣøÜµα 6

A (0,4)

B (2,2)

Γ (4,0)O ∆ (x,0)

ΣøÜµα 7



ΑρøικÀ ï µαθητÜς θα λÛγαµε Þτι ακïλïυθεÝ την «κλασικÜ» διαδικασÝα, δηλα-
δÜ πρïσπαθεÝ να κÀνει απλÀ øρÜση των δεδïµÛνων. Îτσι η σταθερÞτητα της
πλευρÀς ΑΒ τïυ τριγñνïυ ΑΒΓ τïν ïδηγεÝ στïν τàπï Ε=1/2 âÀση. àψïς, για τïν
υπïλïγισµÞ τïυ εµâαδïà τïυ τριγñνïυ. ΓρÜγïρα Þµως εγκαταλεÝπει αυτÜ την
πρïσÛγγιση για πιï Ûµµεσïυς τρÞπïυς υπïλïγισµïà. Στη συνÛøεια αφïà Ûøει
âρει Ûναν τàπï υπïλïγισµïà κÀνει την εικασÝα –γραµµÜ 9– Þτι τï εµâαδÞν τïυ
τριγñνïυ θα υπïλïγÝúεται µε δàï τàπïυς την ïπïÝα και τρïπïπïιεÝ-γραµµÜ 15-
αναγκαστικÀ. Στη συνÛøεια, µε αφετηρÝα τïν τρÞπï παρÛµâασης τïυ δασκÀλïυ,
εêηγεÝ µε γεωµετρικïàς Þρïυς τι συµâαÝνει Þταν τï εµâαδÞν τïυ τριγñνïυ γÝνε-
ται µηδÛν, παρÀ τï γεγïνÞς Þτι και ïι δàï τàπïι πïυ Ûøει âρει για τï εµâαδÞν δÝ-
δïυν x=4. Îνα «λανθÀνïν» δεδïµÛνï -Þσï και κρÝσιµï- πïυ εÝναι η «σταθερÞτη-
τα» τïυ σøÜµατïς, Þπως Üδη την Ûøïυµε περιγρÀψει, δεν µπïρεÝ αρøικÀ να αêιï-
πïιηθεÝ. Η ανÀδειêη αυτïà τïυ νÛïυ στïιøεÝïυ πρïÜλθε απÞ τη «µεταφïρÀ» της
ισÞτητας Ε=0 στï γραφικÞ επÝπεδï. ΣυγκεκριµÛνα: η συνÀρτηση τïυ εµâαδïà -
πïυ ψÀøνïυµε να âρïàµε- θα παÝρνει την τιµÜ µηδÛν Þταν η µεταâλητÜ κïρυφÜ
Γ(x,0) θα âρεθεÝ στην Ýδια ευθεÝα µε τις Àλλες δàï σταθερÛς Α(04) και Β(2,2). ∆η-
λαδÜ η «µεταφïρÀ» µιας µεµïνωµÛνης περÝπτωσης απÞ τï επÝπεδï αναπαρÀ-
στασης στï ïπïÝï θÛλïυµε να τïπïθετÜσει τη λàση ï µαθητÜς, στï επÝπεδï ανα-
παρÀστασης πïυ τÛθηκε αρøικÀ τï πρÞâληµα, Ûπαιêε ρÞλï ενÝσøυσης των αρøι-
κñν δεδïµÛνων. ΠρÀγµατι η εµφÀνιση της ευθεÝας ΑΒΓ πρïσανατïλÝúει αρøικÀ
τï µαθητÜ σε δàï κατηγïρÝες τριγñνων. Η µÝα Þταν η µεταâαλλÞµενη κïρυφÜ
âρÝσκεται δεêιÀ τïυ Γ και η Àλλη Þταν εÝναι αριστερÀ τïυ Γ. ΑυτÜ η κατηγïριï-
πïÝηση αναδεικνàει στη συνÛøεια και τη «σταθερÞτητα» τïυ εµâαδïà κÀθε µιας
απÞ τις παραπÀνω κατηγïρÝες τριγñνων. ∆ηλαδÜ η εικασÝα πïυ κÀνει ï µαθη-
τÜς για δàï τàπïυς υπïλïγισµïà τïυ εµâαδïà -γραµµÜ 22- εÝναι διαφïρετικÜ
απÞ τις πρïηγïàµενες αφïà Ûøει εêαλειφθεÝ πλÛïν τï στïιøεÝï τη συµπτωµατικÞ-
τητας και της τυøαÝας αναúÜτησης. ‘Ετσι η ανÀδειêη τïυ νÛïυ στïιøεÝïυ πïυ
επετεàøθηκε µÛσω της διεàρυνσης της αρøικÜς αναπαρÀστασης, εισÛφερε στην
τρïπïπïÝηση της αρøικÜς εικασÝας και µÀλιστα στην κατεàθυνση της απαλλα-
γÜς της απÞ τυøαÝες αναúητÜσεις, κÀτι πïυ Üταν âεâαÝως αναπÞφευκτï να συµ-
âεÝ πριν απÞ τη διεàρυνση. ΠρÀγµατι ενñ απÞ την αρøÜ ï µαθητÜς κÀνει λÞγï
για δàï τàπïυς υπïλïγισµïà τïυ εµâαδïà µε σηµεÝï αλλαγÜς τïυ τàπïυ της úη-
τïàµενης συνÀρτησης τï x=0, στη συνÛøεια αυτÞ γÝνεται 2 και µετÀ 4. 

ßστε λïιπÞν η «µεταφïρÀ» µιας µεµïνωµÛνης περÝπτωσης απÞ Ûνα επÝπεδï
αναπαρÀστασης (στην περÝπτωσÜ µας εÝναι αυτÞ στï ïπïÝï θÛλïυµε να εµφανÝ-
σει τη λàση ï µαθητÜς) σε Ûνα Àλλï (εÝναι αυτÞ στï ïπïÝï Ûøει τεθεÝ τï πρÞâλη-
µα) Ûπαιêε ρÞλï «ενÝσøυσης» των δεδïµÛνων, αφïà ανÛδειêε τïν ιδιαÝτερï ρÞλï
ενÞς στïιøεÝïυ πïυ σε πρñτη «ανÀγνωση» δεν απïκαλàπτεται. ΠρÀγµατι τï ση-
µεÝï Γ τïυ x´x πïυ εÝναι στην Ýδια ευθεÝα µε τα σηµεÝα Α(0,4) και Β(2,2) Ûøει µια
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ιδιαÝτερη συµâïλÜ στη διατàπωση της τελικÜς εικασÝας (γραµµÜ 22). ΕÝναι Ûνα
ïριακÞ σηµεÝï, µια «ïριακÜ κïρυφÜ», και συµâÀλλει στην ïµαδïπïÝηση τριγñ-
νων (δàï ïµÀδες) τï εµâαδÞ των ïπïÝων υπïλïγÝúεται µε τïν Ýδιï τρÞπï.

ΣøετικÀ τñρα µε τη «µεταφïρÀ» µιας αναπαρÀστασης απÞ Ûνα επÝπεδï σε
Àλλï. KÀτι πïυ δεν εÝναι µια εàκïλη και γνñριµη διαδικασÝα και ïàτε πρïκà-
πτει αυθÞρµητα [15]. Στην περÝπτωσÜ µας, αυτÜ η µετÀâαση (αυτÞ Àλλωστε úη-
τïàσε τï πρÞâληµα) ευνïÜθηκε Þταν η αρøικÜ αναπαρÀσταση Ûγινε «αναγνñ-
σιµη» σε µεγαλàτερï εàρïς απÞ την πλευρÀ τïυ µαθητÜ. Επιøειρñντας µια εêÜ-
γηση γι’αυτÞ, θα λÛγαµε Þτι τïàτï Ýσως ïφεÝλεται (και) στï γεγïνÞς Þτι ï αυêα-
νÞµενïς αριθµÞς των επεêεργασιñν–µετασøηµατισµñν (λÞγω διεàρυνσης) στï
αρøικÞ επÝπεδï ευνïεÝ αφενÞς µεν µεµïνωµÛνες µετακινÜσεις µεταêà αναπαρα-
στÀσεων διαφïρετικñν επιπÛδων, αφετÛρïυ δε περιïρÝúει σταδιακÀ τï στïιøεÝï
της συµπτωµατικÞτητας πïυ αναγκαστικÀ υπÀρøει στα αρøικÀ στÀδια της
ερευνητικÜς εργασÝας. 

Αν και ïι τρÞπïι µε τïυς ïπïÝïυς Ûνας «λàτης» âλÛπει µια πρïâληµατικÜ κα-
τÀσταση µπïρïàν να αλλÀúïυν κατÀ τη διÀρκεια της διαδικασÝας επÝλυσης
[13], Ûνας σταθερÞς πρïσανατïλισµÞς για ερµηνευτικÛς πρïσεγγÝσεις των αρøι-
κÀ «αναγνñσιµων» δεδïµÛνων –εÝτε στï Ýδιï πλαÝσιï αναπαρÀστασης εÝτε Ûêω
απÞ αυτÞ–εÝναι Ûνα πρñτï âÜµα για καλàτερη «αÝσθηση» της πρïâληµατικÜς
κατÀστασης. ΜÛσω αυτÜς µπïρεÝ να διευκïλυνθεÝ η διεàρυνση της αρøικÜς
αναπαρÀστασης τÞσï µε την ανÀδειêη νÛων στïιøεÝων-δεδïµÛνων Þσï και µε
την αναγνñριση τïυ πιï σàνθετïυ ρÞλïυ πïυ κÀπïια απÞ τα αρøικÀ δεδïµÛνα
διαδραµατÝúïυν. 
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