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Εγγεγραμμένα Σχήματα

Στο κεφάλαιο αυτό θα μελετήσουμε αρχικά την έννοια της εγγεγραμμέ-νης γωνίας και τη σχέση της με την αντίστοιχη επίκεντρη καθώς και με τη γωνία χορδής και εφαπτομένης. Έτσι, θα μας δοθεί η δυνατότητα αναλυτικής μελέ​της βασικών γεω-μετρικών [image: image3.jpg]


τόπων στον κύκλο.

Τέλος, θα μελετήσουμε τα εγγε-γραμμένα και εγγράψιμα τετράπλε-υρα καθώς και συγκεκριμένες γεω-μετρικές κατασκευές που γίνονται με τη βοήθεια γεω​μετρικών τόπων.
[image: image4.jpg]




[image: image5.jpg]



Σχέδιο και σημειώσεις του Ιταλού ζωγράφου της Αναγέννησης Leonardo da Vinci (1452-1519), από το Architect[image: image6.jpg]


ura de Vitruve, περίπου 1492.

Εγγεγραμμένη γωνία
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6.1 Εισαγωγικά - Ορισμοί
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Σχήμα 1

Δίνεται μία κυρτή γωνία x   y και ένας κύκλος (Ο,R). Οι σχε​τικές θέ-σεις τους καθορίζονται από τη θέση της κορυφής της και των πλευρών της:

(i) Αν η κορυφή είναι το κέντρο του κύκλου (σχ.1), τ[image: image10.jpg]


ότε η γωνία λέγεται επίκεντρη, όπως είδαμε στη § 2.18.

(ii) Αν η κορυφή (σχ.2) είναι σημείο του κύκλου και οι πλευρές της τέ-μνουσες του κύκλου, τότε η γωνία 
λέγεται εγγεγραμμένη γωνία του κύκλου.
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Σχήμα 2
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[image: image13.jpg]


Το τόξο ΒΓ που περιέχεται στην εγγεγραμμένη γωνία λέγεται αντί-στοιχο τόξο της ή διαφορετικά λέμε 
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ότι η ε[image: image15.jpg]


γγεγραμμένη γωνία      βαίνει 
στο τόξο ΒΓ.
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Σχήμα 3
(iii) Αν η κορυφή είναι σημείο του κύκλου, η μία της πλευ​ρά είναι τέ-μνουσα και η άλλη εφαπτομένη του κύκλου (σχ.3), τότε η γωνία λέγεται γωνία χορδής και εφαπτομένης.
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6.2 Σχέση εγγεγραμμένης και αντίστοιχης επίκεντρης
Η σχέση μίας εγγεγραμμένης και μίας επί[image: image18.jpg]


κεντρης γωνίας που βαί-νουν στο ίδιο τόξο δίνεται από το ακόλουθο θεώρημα:
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Απόδειξη
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Σκηνή

Έστω κύκλος (O,R) και ένα τόξο του 
AB. Ας θεωρήσουμε την αντίστοιχη
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επίκεντρη γωνία Α   Β και σημείο Γ του κύκλου που δεν ανήκει στο 
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τόξο AB. Τότε θα αποδείξουμε ότι 
Α   Β = 2ΑΓΒ.
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Σχήμα 4

(i) Ας μελετήσουμε πρώτα την περί-πτωση όπο[image: image27.jpg]


υ το κέντρο Ο του κύ-κλου βρίσκεται στο εσωτερικό της 
εγγεγραμμένης γω​νίας ΑΓΒ (σχ.4α). Έστω Γ΄ το αντιδιαμετρικό σημείο του Γ. Το τρίγωνο ΑΟΓ είναι ισο-
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σκελές, επομένως ΟΑΓ = ΟΓΑ. Η 
Γ΄ΟΑ είναι εξωτερική του τριγώνου 
ΑΟΓ, επομένως Γ΄ΟΑ = 2ΟΓΑ και 
όμοια έχουμε ότι Γ΄ΟΒ = 2ΟΓΒ.
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Προσθέτοντας κατά μέλη τις δύο παραπάνω ισότητες έχουμε ότι

AOΒ = 2ΑΓΒ.
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(ii) Ας εξετά[image: image32.emf]Math Composer 1.1.5
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σουμε κατόπιν την περίπτωση όπου το O ανήκει σε μία πλευρά της εγγεγραμμένης γω-
νίας ΑΓΒ (σχ.4β). Η επίκεντρη γω-
νία ΑΟΒ είναι εξωτερική του ισο-
σκελούς τριγώνου ΓΟΒ, οπότε 
ΑΟΒ = 2ΑΓΒ.
(iii) Όμ[image: image33.emf]Math Composer 1.1.5
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οια με τις προηγούμενες πε-ριπτώσεις (σχ.4γ).
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ΠΟΡΙΣΜΑΤΑ
(i) Το μέτρο μίας εγγεγραμμένης γωνίας ισούται με το μισό του μέτρου του αντίστοιχου τόξου της.

(ii) Κάθε εγγεγραμμένη γωνία που βαίνει σε ημικύκλιο είναι ορθή.

(iii) Οι εγγεγραμμένες γωνίες που βαίνουν στο ίδιο ή σε ίσα τόξα του ίδιου ή ίσων κύκλων είναι ίσες και αντίστροφα. 
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6.3 Γωνία χορδής και εφαπτομένης
Η σχέ[image: image36.jpg]


ση μίας γωνίας χορδής και εφαπτομένης με την εγγε​γραμμένη γωνία που βαίνει στο τόξο της χορ-δής δίνεται από το ακόλουθο θεώ-ρημα:
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Απόδειξη
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Σχήμα 6
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Έστω[image: image40.jpg]


 ότι η γωνία χορδής και εφα-
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πτομένης xΑy είναι οξεία (σχ. 6) και
ΑΓΒ μια τυχαία εγγεγραμμένη γω-
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νία που βαίνει στο τόξο της χορδής 
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ΑΒ. Γνωρίζουμε ότι ΑΓΒ =            .
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Φέρουμε το απόστημα ΟΜ, οπότε 
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ΑOΜ = ΜΟΒ =            = ΑΓΒ. Αλλά 
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q =  

 μ 

ν

xΑy = ΑΟΜ ως οξείες γωνίες με κά-θετες πλευρές.

Επομένως xΑy = ΑΓΒ.

Αν η γωνία χορδής και εφαπτομέ-νης είναι αμβλεία, η απόδει​ξη είναι ανάλογ[image: image54.emf]Math Composer 1.1.5
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η.
ΕΦΑΡΜΟΓΗ 1η
Μία γωνία που η κορυφή της ανή-κει στο εσωτερικό ή στο εξωτερι-κό κύκλου και οι πλευρές της είναι τέμνουσες του κύκλου λέγεται γωνία δύο τεμνουσών και εκφρά-ζεται ως συνάρτηση των εγγε-γραμμένων γωνιών, που σχηματί-
ζουν οι πλευρές της με τον
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κύκλο.
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AB

(i) Ας θεωρήσουμε γωνία xAy, όπου η κορυφή της Α είναι εσωτε-ρικό σημείο του κύκλου (σχ.7). Οι πλευρές της Ax, Ay και οι προε-κτάσεις τους τέμνουν τον κύκλο στα σημεία Β1,Γ1 και Β2,Γ2 αντί-στοιχα. Τότε, ισχύει ότι η γωνία 
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xAy ισούται με το άθροισμα των εγγεγραμμένων γωνιών που βαίνουν στα τόξα που περιέχει η xAy και η κατα κορυφήν της, δηλαδή:

xAy = ΑΒ1Γ2 + Β1Γ2Α.

(ii) Ας θεωρήσουμε γωνία xAy όπου η κορυφή της Α είναι εξω-τερικό σημείο του κύ​κλου (σχ.8). Οι πλευρές τ[image: image60.png]


ης Ax, Ay τέμνουν τον κύκλο στα σημεία Β1,Β2 και 
Γ1,Γ2 αντίστοιχα. Τότε ισχύει ότι η 
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γωνία xAy ισούται με τη διαφορά των εγγεγραμμένων γωνιών, που βαίνουν στα τόξα του κύκλου που 
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περιέχει η xAy, δηλαδή 
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MA

MB

xAy = Β2Β1Γ2 - Β1Γ2Γ1,
όπου Β2Β1Γ2 > Β1Γ2Γ1.
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Απόδειξη
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Σχήμα 7
(i) Η xAy είναι εξωτερική του τριγώ-νου Β1ΑΓ2, επο[image: image70.emf]Math Composer 1.1.5
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 1 

3

μέ​νως ισούται με το άθροισμα των δύο απέναντι εσωτε-​
ρικών, δηλαδή 
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xAy = ΑΒ1Γ2 + Β1Γ2Α.
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Σχήμα 8
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(ii) Η γωνία Β2Β1Γ2 είναι εξωτερική του τρ[image: image78.emf]Math Composer 1.1.5
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 3 
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ιγώνου Β1ΑΓ2, επομένως

Β2Β1Γ2 = xAy + ΑΓ2Β1  
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MB = AB - MA = AB - 

 λ 
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AB


ή  xAy = Β2Β1Γ2 - Β1Γ2Γ1.
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AB.


ΕΦΑΡΜΟΓΗ 2η
Θεωρούμε δύο τεμνόμενους κύ-κλους και φέρουμε τις εφαπτόμε-νες τους σε καθένα από τα κοινά σημεία τους.
(i) Να αποδειχθεί ότι οι εφαπτόμε-νες των δύο κύκλων σε καθένα από τα κοινά σημεία τους σχημα-τίζουν ίσες γωνίες. Καθεμία από τις γωνίες α[image: image81.emf]Math Composer 1.1.5
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MA

MB

 .

υτές λέγεται γωνία των δύο κύκλων.

(ii) Αν η γωνία των δύο κύκλων είναι ορθή, λέμε ότι οι κύκλοι τέ-μνονται ορθογώνια ή ότι είναι 
ορθογώνιοι. Να αποδειχθεί ότι, αν οι δύο κύκλοι είναι ορθογώνιοι, οι εφαπτό​μενες του ενός κύκλου στα κοινά σημεία τους διέρχονται από το κέντρο του άλλου κύκλου.
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Απόδειξη
Σχήμα 9 (α)
(i) Ας θεωρήσουμε δύο τεμνό​με-νους κύκλο[image: image83.emf]Math Composer 1.1.5
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υς με κέντρα Ο1
και Ο2 και Α,Β τα σημεία τομής

τους. Από την ισότητα των τριγώ-

νων Ο1ΑΟ2 και Ο1ΒΟ2 θα έχουμε ότι 
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Ο1AΟ2 = Ο1ΒΟ2 = ω (σχ.9α).
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Ας φέρουμε τώρα τις εφαπτό​μενες των δύο κύκλων στο ση​μείο Α και στο σημείο Β. Οι εφαπτόμενες στο 
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Α σχηματίζουν γωνία x΄Ax = 2L- ω 
(γιατί Ο1Αx = Ο1Αx΄ = 1L) και όμοια
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οι εφαπτόμενες στο Β σχηματίζουν 
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γωνία y΄By = 2L- ω. Επομένως, 
x΄Ax = y΄By.
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(ii) Αν δύο κύκλοι τέμνονται ορθο-γώνια, δηλαδή αν φ = 1L (σχ.9β), 
έχουμε ότι Ο1AΟ2 = Ο1Αx =2L, οπότε οι ημιευθείες Ax και ΑΟ2 είναι αντικείμεν[image: image94.emf]Math Composer 1.1.5
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MB = 

 1 

1 - λ

AB .

ες.
6.4 Βασικοί γεωμετρικοί τόποι στον κύκλο 
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Τόξο κύκλου που δέχεται γνωστή γωνία
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Έστω ένα ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ και ένα σημείο Μ που δεν ανήκει στην ευθεία ΑΒ (σχ.10). Αν φ είναι η 
γωνία Α    Β τότε λέμε ότι το σημείο Μ βλέπει το τμήμα ΑΒ υπό γωνία φ ή ισο​δύναμα το ΑΒ φαίνεται από το σημείο Μ υπό γωνία φ. Αν τ είναι ένα τόξο κύκλου που έχει χορδή την ΑΒ και διέρχεται από το Μ, τότε 
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λέμε ότι το τόξο τ  δέχεται γωνία φ. Θα δούμε τώρα πως κατασκευάζεται ένα τόξο που να δέχεται γωνία φ.
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Σχήμα 10
ΠΡΟΒΛΗΜΑ
Δίνεται ένα τμήμα ΑΒ και μία γωνία φ. Να κατασκευασθεί τόξο κύκλου που να έχει χορδή το ΑΒ και να δέχεται γωνία φ.

•
Έστω φ< 1L

 Ανάλυση

[image: image100.jpg]


Αν το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ φαίνεται α[image: image101.jpg]


πό ένα σημείο Μ υπό

γωνία φ, δηλαδή Α    Β = φ, τότε αρκεί να προσδιορίσουμε το κέντρο και την ακτίνα του περιγεγραμμένου κύκλου του τριγώνου ΑΜΒ (βλ. Πόρισμα (iii), § 6.2). 
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Έστω ΑΒ ένα τόξο κύκλου, κέντρου Ο, με χορδή την ΑΒ τέτοιο, ώστε για κάθε σημείο του Μ διαφορετικό των 
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BΓ

AB

Α,Β να ισχύει Α   Β = φ (σχ.11). 
Σχήμα 11
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Αν φέρ[image: image107.emf]Math Composer 1.1.5
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ουμε την ημιευθεία Βx εφαπτόμενη του κύκλου στο Β θα 
έχουμε Α   x = Α   Β = φ (γωνία 
χορδής και εφαπτομένης) και επομένως η Βx είναι μία σταθερή,
[image: image108.jpg]


ανεξάρτητη του Μ, ημιευθεία. Επειδή ΟΒ    Βx, το κέντρο Ο θα βρίσκεται στη σταθερή ευθεία ζ που είναι κάθετη στη Βx στο Β. Αλλά το Ο βρίσκεται επίσης και στη μεσοκάθετο ε του ΑΒ, άρα είναι η τομή των ε και ζ. 
Σύνθεση

[image: image109.emf]Math Composer 1.1.5

http://www.mathcomposer.com

B

2

Γ

2

2

 - 

B

1

Γ

1

2

Θεωρούμε το δοσμένο τμήμα ΑΒ και φέρουμε ημιευθεία Βx έτσι, 
ώστε Α   x = φ. Στη συνέχεια φέρουμε ευθεία ζ κάθετη της Βx στο Β, που τέμνει τη μεσοκάθετο ε του ΑΒ στο Ο. Γράφουμε τον κύκλο 
[image: image110.jpg]
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 3 
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αι το τόξο ΑΤΒ (σχ.11) (χωρίς τα άκρα του) είναι το ζητούμενο. 
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Απόδειξη
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Για κάθε σημείο Μ του τόξου ΑΤΒ 
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έχουμε Α   Β = Α   x = φ, αφού η 
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Α   x είναι γωνία χορδής και εφα-

πτομένης και η Α   Β εγγεγραμμένη που βαίνει στο τόξο της χορδής, ενώ για κάθε σημείο Ν του τόξου 
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ΑΣΒ έχουμε 
Α   Β = Α   x' = 2L - A   x = 2L - φ, όπου Βx' η αντικείμενη ημιευθεία της Βx. 
Διερεύνηση

Για να υπάρχει λύση πρέπει η ευθεία ζ να τέμνει την ε, το οποίο 
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AB

BΓ

άντοτε, αφού 
Α   x = φ ≠ 0.
• Έστω φ > 1L
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Τότε με τον ίδιο, όπως παραπάνω, τρόπο κατασκευάζουμε τον κύκλο 
κέντρου Ο και το τόξο ΑΓΒ (σχ.12) που είναι το ζητούμενο (χωρίς τα άκρα του).

• Έστω φ = 1L
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Σχήμα 12
Τότε το σημείο τομής των ευθειών ε, ζ είναι το μέσο Ο του ΑΒ (σχ.13). Επομένως,[image: image125.jpg]


 το ζητούμενο τόξο είναι καθένα από τα ημικύκλια διαμέτρου ΑΒ, χωρίς τα άκρα τους Α και Β.
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Σχήμα 13
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Σχήμα 14
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Σχήμα 15
Από τα παραπάνω συμπεραίνουμε ότι:

Ο γεωμετρικός τόπος των σημείων του επιπέδου από τα οποία ένα τμήμα ΑΒ φαίνεται υπό γωνία φ είναι δυο τόξα κύκλων, χορδής ΑΒ, χωρίς τα άκρα τους Α,Β, συμμετρικά ως προς την ευθεία ΑΒ, καθένα από τα οποία δέχεται γωνία φ.
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Άμεση συνέπεια του προηγουμένου είναι ότι:

Ο γεωμετρικός τόπος των σημείων του επιπέδου από τα οποία ένα τμήμα ΑΒ φαίνεται υπό ορθή γωνία είναι κύκλος με διάμετρο ΑΒ, χωρίς τα σημεία Α και Β.
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΓΙΑ ΛΥΣΗ
Ερωτήσεις Κατανόησης

1.
Πότε μια γωνία λέγεται εγγεγραμμένη;

2.
Αν φ και ω είναι αντίστοιχα η εγγεγραμμένη και η επίκεντρη γωνία που βαίνουν στο ίδιο τόξο ενός κύ​κλου, τότε:

α. φ = ω, 

β. φ = 2ω, 
γ. ω = 2φ, 

δ. φ = 90°+ω, 
ε. Τίποτα από τα προηγούμενα.

Κυκλώστε το γράμμα της σωστής απάντησης και αιτιολογήστε την απάντησή σας.

3.
Συμπληρώστε το κενό στην επόμενη[image: image147.jpg]


 πρόταση: "Η γωνία χορδής και εφαπτομένης ισούται με …………………………………………"
4.
Ποιος είναι ο γεωμετρικός τόπος των σημείων του επιπέδου τα οποία βλέπουν ένα γνωστό τμήμα υπό γω​νία φ < 1L ή φ = 1L;
Ασκήσεις Εμπέδωσης

1. Σε καθένα από τα παρακάτω σχήματα να βρείτε τα x και y.
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               Σ    Λ

2. Αν στο παρακάτω σχήμα είναι    

Α = 40°, να βρείτε το μέτρο του 
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τόξου ΒΕ.
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3. Αν στα παρακάτω σχήματα οι ευθείες ε και ε' είναι εφαπτόμενες να βρ[image: image155.jpg]


εθούν τα x και y.
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4. Αν στο παρακάτω σχήμα είναι   
Α = 25ο , να βρείτε τα μέτρα των 
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τόξων ΕΒ και ΓΔ .
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 παρακάτω σχήμα είναι 
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ΒΜ = ΜΓ και Α = 70°, να 
υπολογίσετε τις γωνίες των τριγώνων ΟΒΓ και ΜΒΓ.

6. Στο παρακάτω σχήμα, ποια σχέση είναι σωστή;

i)
x - y + z = 0,

ii)
x - 2y + z = 0,

iii)
x - y + z = 0,

iv)
x + y = 2z,
v)
καμία από τις παραπάνω.

Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας.

7. Το καλύτερο κάθισμα σε έναν κι​νηματογράφο είναι το κάθισμα "Α ". Να βρείτε ποια άλλα καθίσματα έχουν την ίδια οπτική γωνία με το θεατή που κάθεται στο κάθισμα Α .


Αποδεικτικές Ασκήσεις

1.
Να αποδείξετε ότι η εφαπτομένη στο μέσο ενός από τα τόξα με χορδή ΑΒ κύκλου (Κ) είναι παράλληλη στη χορδή ΑΒ και αντίστροφα.
2.
Δύο κύκλοι τέμνονται στα σημεία Α και Β. Αν Γ και Δ είναι τα αντιδιαμετρικά σημεία του Α στους δύο κύ​κλους, να αποδείξετε ότι η ευθεία ΓΔ διέρχεται από το Β.

3.
Δύο κάθετες χορδές ΑΒ, ΓΔ κύκλου (Κ) τέμνονται σημείο Ρ. Να αποδείξετε ότι η διάμεσος ΡΜ του

τριγώνου ΡΒΓ είναι κάθετη στην ΑΔ.
4. Ο καπετάνιος ενός ιστιοπλοϊκού πλοίου I είδε τρεις σημαδούρες για υφάλους στα σημεία Α, Β, Γ. Με μία πυξίδα διόπτευσης μέτρησε ότι

ΑΙΒ = 100°, ΒΙΓ= 125°, ΓΙΑ = 135°.


Εντόπισε τα σημεία Α, Β, Γ στο χάρτη και προσδιόρισε την ακριβή θέση του ιστιοπλοϊκού. Πώς τα κατάφερε;

Σύνθετα Θέματα

1.
Δύο κύκλοι εφάπτονται εξωτερικά (ή εσωτερικά) στο σημείο Α και δύο ευθείες ε, ε' που διέρχονται από το Α τέμνουν τον ένα κύκλο στα σημεία Β, Β' και τον άλλο στα Γ και Γ' αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι ΒΒ' // ΓΓ'.

2.
Δύο κύκλοι εφάπτονται εσωτερικά στο Α. Μία χορ​δή ΒΓ του μεγαλύτερου κύκλου εφάπτεται στο μικρότε​ρο, στο σημείο Δ. Να αποδείξετε ότι η ΑΔ διχοτομεί τη 
γωνία ΒΑΓ.

3.
Δίνεται κύκλος (Κ), η εφαπτομένη ε σε ένα σημείο του Α και ένα σημείο Ρ της ε. Από το Ρ φέρουμε μία ευθεία που τέμνει τον κύκλο στα Β και Γ. Αν η διχοτόμος 
                     
                    της γωνίας ΒΑΓ τέμνει 
                   τη χορδή ΒΓ στο Δ, να 
               απο​δείξετε ότι ΡΔ =ΡΑ.

Εγγεγραμένα και εγγράψιμα τετράπλευρα


6.5 Το εγγεγραμμένο τετράπλευρο

Ορισμός

Ένα τετράπλευρο λέγεται εγγεγραμμένο σε κύκλο, αν οι κορυφές του είναι σημεία του κύκλου.
Ο κύκλος στον οποίο είναι εγγεγραμμένο ένα τετράπλευρο λέ​γεται περιγεγραμμένος κύκλος του τετραπλεύρου.

Απόδειξη


(i)
 H γωνία Α βαίνει στο τόξο ΒΓΔ, 

ενώ η Γ στο ΒΑΔ, με ΒΓΔ + ΒΑΔ = 
4L (σχ.16). Επομένως Α + Γ = 2L.


Σχήμα 16
(ii) Δύο οποιεσδήποτε διαδοχικές κορυφές του τετραπλεύρου ΑΒΓΔ (π.χ. οι Α, Β) είναι και κορυφές δύο 
ίσων εγγεγραμμένων γωνιών (ΔΑΓ 
και ΔΒΓ), που βαίνουν στο ίδιο τόξο 

ΓΔ, που ορίζει η απέναντι πλευρά ΓΔ (σχ.17).

Σχήμα 17

Σχήμα 18

ΠΟΡΙΣΜΑ Ι

Κάθε εξωτερική γωνία ενός εγγεγραμμένου τετραπλεύ​ρου ισούται με την απέναντι εσωτερική γωνία του.


6.6 Το εγγράψιμο τετράπλευρο

Ορισμός

Ένα τετράπλευρο λέγεται εγγράψιμο όταν μπορεί να γραφεί κύκλος που να διέρχεται και από τις τέσσερις κορυφές του.

Η μελέτη των εγγράψιμων τετραπλεύρων προέκυψε από το ερώ​τημα αν τέσσερα σημεία του επιπέδου (ανά τρία μη συνευθεια- κά) είναι ή όχι ομοκυκλικά.

Γνωρίζουμε βέβαια ότι τρία σημεία του επιπέδου μη συνευθειακά ανήκουν στον ίδιο κύκλο, αυτό όμως δε συμβαίνει απαραίτητα και για τέσσερα σημεία, π.χ. οι κορυφές ενός τυχαίου παραλληλο​γράμμου, το οποίο δεν είναι ορθογώνιο, δεν είναι δυνατόν να ανήκουν στον ίδιο κύκλο, αφού οι απέναντι γωνίες του είναι ίσες και αν δεν είναι και οι δύο ορθές δεν θα είναι παραπληρωματι-κές. Απομένει λοιπόν να καθορί-σουμε κάτω από ποιες συνθήκες είναι τέσσερα σημεία ομοκυκλικά ή, ισοδύναμα, κάτω από ποιες προϋ​ποθέσεις (κριτήρια) ένα τετράπλευρο είναι εγγράψιμο σε κύκλο.


Απόδειξη

(i)
Έστω Α + Γ = 2L. Φέρουμε τον κύκλο που ορίζουν τα σημεία Α, Β, Δ και τη χορδή του ΒΔ. Τα σημεία Α, Γ βρίσκο​νται εκατέρωθεν της ΒΔ, οπότε κάθε εγγεγραμμένη γωνία 

στο τόξο ΒΑΔ ισούται με τη Γ, ενώ κάθε εγγεγραμμένη γωνία που 

βαίνει στο ΒΕΔ (σχ.19) ισούται με την παραπληρωματική της,

δηλαδή την Α. Επομένως το Γ είναι σημείο του ΒΕΔ και ομοκυκλικό με τα Α, Β, Δ.


Σχήμα 19
(ii) Έστω τετράπλευρο ΑΒΓΔ τέτοιο ώστε

ΔΑΓ = ΔΒΓ = φ.

Τότε τα Α,Β ανήκουν στον γεωμετρικό τόπο των σημείων του επιπέδου από τα οποία το τμήμα ΓΔ φαίνεται υπό ορισμένη γωνία φ. Ο γεωμετρικός αυτός τόπος είναι (βλ. § 6.4) δύο συμμετρικά τόξα ως προς το ΓΔ. Τα Α,Β όμως βρίσκο-νται στο ίδιο μέρος της ΓΔ, συνεπώς ανήκουν στο ίδιο τόξο, επομένως τα σημεία Α, Β, Γ, Δ είναι ομοκυκλικά.

Σχήμα 20
(iii) Έστω ότι xΓΒ = Α(σχ. 21), τότε 
Α + Γ = 2L, επομένως το τετρά-πλευρο είναι εγγράψιμο γιατί έχει δύο απέναντι γωνίες του παραπληρωματικές, λόγω του κριτηρίου (i).

Σχήμα 21

ΕΦΑΡΜΟΓΗ 1η Περιγεγραμμένο και περιγράψιμο τετράπλευρο σε κύκλο

Ένα τετράπλευρο, του οποίου οι πλευρές εφάπτονται στον ίδιο κύκλο, λέγεται περιγε​γραμμένο στον κύκλο αυτό, ενώ ο κύκλος λέγεται εγγεγραμμένος στο τετράπλευρο αυτό. 
(Α) Να αποδειχθούν οι ιδιότητες ενός περιγεγραμμένου τετραπλεύρου ΑΒΓΔ:

(i)
 Οι διχοτόμοι των γωνιών του διέρχονται από το ίδιο σημείο, το οποίο είναι το κέντρο του εγγεγραμμένου κύκλου.

(ii) Τα αθροίσματα των απέναντι πλευρών του είναι ίσα.

(Β) Να αποδείξετε ότι για να είναι ένα τετράπλευρο περιγράψιμο σε κύκλο αρκεί να ισχύει μία από τις ακόλουθες προτάσεις :

(i) Οι διχοτόμοι των γωνιών του διέρχονται από το ίδιο σημείο.

(ii) Τα αθροίσματα των απέναντι πλευρών του είναι ίσα.
Απόδειξη
(Α) Απλή (βλ. σχ.22).

Σχήμα 22
(Β) (i) Από το σημείο τομής Ο των διχοτόμων φέρουμε τις κάθε​τες ΟΕ, ΟΖ, ΟΗ, ΟΘ στις πλευρές του τετραπλεύρου ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΔΑ αντίστοιχα (σχ. 23). Το Ο ως σημείο της διχοτόμου της γωνίας Α ισαπέχει από τις πλευρές της ΑΒ, ΑΔ, συνεπώς ΟΕ = ΟΘ. Ανά​λογα έχουμε ότι ΟΕ = ΟΖ = ΟΗ, οπότε τα σημεία Ε, Ζ, Η, Θ ανή​κουν σε κύκλο (Ο,ΟΕ) και το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι περιγράψιμο.


Σχήμα 23
(ii) Έστω ότι ΑΒ + ΓΔ = ΑΔ + ΒΓ (1). Θεωρούμε τις διχοτόμους των

γωνιών Γ, Δ, οι οποίες τέμνονται στο σημείο Ο και από το Ο φέ​ρουμε τις κάθετες στις πλευρές των γωνιών αυτών, ΟΘ     ΑΔ, ΟΗ     ΓΔ 
και ΟΖ     ΒΓ (σχ.24). Τότε ΟΘ = ΟΗ = = ΟΖ και ο κύκλος (Ο,ΟΘ) εφάπτεται στις τρεις πλευρές του ΑΒΓΔ. Έστω ότι δεν εφάπτεται στην ΑΒ. Φέρουμε την εφαπτομένη από το Α στον κύ​κλο (Ο,ΟΘ) η οποία τέμνει την ευθεία ΒΓ σε σημείο Β'. Το τετρά​πλευρο ΑΒ'ΓΔ είναι περιγεγραμμένο, οπότε

ΑΒ' + ΓΔ = ΑΔ + Β'Γ (2). 
Αφαιρώντας κατά μέλη τις σχέσεις (1) και (2) έχουμε ότι:

ΑΒ - ΑΒ' = ΒΓ - Β'Γ ή 
ΑΒ = ΑΒ' + ΒΒ', το οποίο είναι άτοπο, επομένως ο κύκλος εφάπτεται και στην πλευρά ΑΒ.


Σχήμα 24
ΕΦΑΡΜΟΓΗ 2η
Να αποδειχθεί ότι κάθε ισοσκελές τραπέζιο είναι εγγράψιμο. 
Απόδειξη

Αν το ΑΒΓΔ (σχ.25) είναι ισοσκελές 
τραπέζιο θα είναι Α = Β, Γ = Δ και 
Α + Δ = Β + Γ = 2L .


Σχήμα 25


Επομένως θα είναι και Α + Γ = 2L , οπότε είναι εγγράψιμο.
ΕΦΑΡΜΟΓΗ 3η

Να αποδειχθεί ότι οι διχοτόμοι των γωνιών ενός τετραπλεύρου σχηματίζουν εγγράψιμο τετράπλευρο. 
Απόδειξη

Έστω τετράπλευρο ΑΒΓΔ και Α1Β1Γ1Δ1 το τετράπλευρο που σχη- ματίζουν οι διχοτόμοι των γωνιών του (σχ. 26). Τότε έχουμε 

ότι  Β1Α1Δ1 = ΑΑ1Δ = 2L -
  

και Δ1Γ1Β1 = ΒΓ1Γ = 2L - 
Προσθέτοντας κατά μέλη έχουμε ότι

Β1Α1Δ1 + Δ1Γ1Β1 = 
= 4L -  
επομένως το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι εγγράψιμο.

Σχήμα 26
ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΓΙΑ ΛΥΣΗ

Ερωτήσεις Κατανόησης
1.
Σε ένα εγγεγραμμένο τετράπλευρο:

i) Τα αθροίσματα των απέναντι γωνιών είναι ίσα.
                  Σ
Λ

ii)
Κάθε πλευρά φαίνεται από τις απέναντι κορυφές υπό ίσες γωνίες.
                                             Σ
Λ 
Χαρακτηρίστε ως σωστή (Σ) ή λάθος (Λ) καθεμία από τις προηγούμενες προτάσεις και αιτιολογήστε την απάντησή σας.
2.
Αν ΑΒΓΑ εγγεγραμμένο σε κύκλο τετράπλευρο τότε: 
α. Α + Γεξ = 2L 

β. Α = Γ 
γ. Α = Δεξ



δ. Α = Γεξ

ε. Β = Δ
Κυκλώστε το γράμμα της σωστής απάντησης και αιτιολογήστε την απάντησή σας.

3.
Από τέσσερα μη συνευθειακά σημεία διέρχεται πάντοτε ένας κύκλος;
4.
i) Πότε ένα τετράπλευρο λέγεται εγγράψιμο;

ii) Αν οι μεσοκάθετοι των πλευρών ενός τετραπλεύρου διέρχονται από το ίδιο σημείο, τότε το τετράπλευρο είναι εγγράψιμο;

Δικαιολογήστε την απάντησή σας.

5.
Ποια είναι τα κριτήρια για να είναι ένα τετράπλευρο εγγράψιμο;

6.
Ποια από τα τετράπλευρα: παραλληλόγραμμο, ορ​θογώνιο, ρόμβος, τετράγωνο και τραπέζιο είναι εγγράψιμα;

Ασκήσεις Εμπέδωσης

1.
Σε ένα εγγράψιμο τετράπλευρο 
ΑΒΓΑ είναι Α = 120° και Βεξ = 80°. 
Να βρείτε τις γωνίες Β, Γ και Δ του τε​τραπλεύρου.

2.
Αν ένας ρόμβος είναι εγγεγραμμένος σε κύκλο, να αποδείξετε ότι είναι τετράγωνο.

3.
Να αποδείξετε ότι κάθε εγγεγραμμένο παραλληλό​γραμμο είναι ορθογώνιο.

4. Να αποδείξετε ότι κάθε περιγεγραμμένο παραλληλόγραμμο είναι ρόμβος, του οποίου 
οι διαγώνιοι τέμνονται 
στο κέντρο του 
εγγεγραμμένου κύκλου.

Αποδεικτικές Ασκήσεις

1.
Δύο κύκλοι τέμνονται στα σημεία Α και Β. Από τα Α και Β φέρουμε ευθείες που τέμνουν τον ένα κύκλο στα Γ και Γ' και τον άλλο στα Α και Α' αντίστοιχα. Να απο​δείξετε ότι   ΓΓ' // ΑΑ'.

2.
Ένας κύκλος (Κ) διέρχεται από τις κορυφές Β και Γ τριγώνου ΑΒΓ και τέμνει τις πλευρές ΑΒ, ΑΓ στα σημεία Δ, Ε αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι η ΔΕ είναι παράλλη-λη προς την εφαπτομένη ε του περιγεγραμμέ​νου κύκλου στο Α.

3.
Να αποδείξετε ότι τα ύψη ΑΑ, ΒΕ, ΓΖ ενός τριγώνου ΑΒΓ διχοτο-μούν τις γωνίες του τριγώνου ΑΕΖ.

4.
Να αποδείξετε ότι οι εφαπτόμε-νες στα άκρα δύο κάθετων χορδών κύκλου σχηματίζουν εγγράψιμο τετράπλευρο.

Σύνθετα Θέματα

1.
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και ο περιγεγραμμένος κύκλος του (Ο,R). Αν ΒΔ και ΓΕ είναι ύψη του τριγώνου ΑΒΓ να αποδείξετε ότι   ΟΑ    ΔΕ (Θεώρημα Nagel).
2.
Δίνεται μία χορδή ΒΓ ενός κύκλου (O,R) και οι εφα​πτόμενες ε1 και ε2 στα άκρα της. Από ένα τυχαίο ση​μείο Μ της ΒΓ φέρουμε κάθετη στην ΟΜ, που τέμνει τις ε1 και ε2 στα σημεία Δ και Ε αντίστοιχα. Να απο​δείξετε ότι ΔΜ = ΜΕ.

3.
Να αποδείξετε ότι οι προβολές κάθε σημείου του πε​ριγεγραμμένου κύκλου τριγώνου πάνω στις πλευρές του είναι σημεία συνευθειακά (ευθεία Simson).
4.
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και η διχοτόμος του ΑΔ. Αν οι περιγεγραμμένοι κύκλοι των τριγώνων ΑΔΒ και ΑΔΓ τέμνουν τις πλευρές ΑΓ και ΑΒ στα σημεία Ε και Ζ αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι ΓΕ = ΒΖ.
Δραστηριότητα
Να εξετασθεί η ύπαρξη κύκλου που διέρχεται από:

i)
δύο δοσμένα σημεία,

ii)
τρία δοσμένα σημεία,

iii)
τέσσερα δοσμένα 
                            σημεία,

και η μοναδικότητα του σε καθεμία από τις παραπάνω περιπτώσεις.

6.7 Γεωμετρικοί τόποι και γεωμετρικές κατα​σκευές με τη βοήθεια των γεωμετρικών τόπων


Σε προηγούμενα κεφάλαια συνα-ντήσαμε ορισμένους βασικούς γεωμετρικούς τόπους, όπως ο κύκλος, η μεσοκάθετος ενός ευθύ-γραμμου τμήματος, η διχοτόμος μίας γωνίας, η μεσοπαράλληλος δύο παράλληλων ευθειών και τέλος το τόξο γνωστής χορδής ΑΒ, τα σημεία του οποίου βλέπουν το τμήμα ΑΒ υπό δοσμένη γωνία φ.

Οι γεωμετρικοί αυτοί τόποι μας είναι χρήσιμοι στη λύση προβλη​μάτων γεωμετρικών κατασκευών. Ας δούμε ένα παράδειγμα.
ΠΡΟΒΛΗΜΑ 1

Να κατασκευασθεί τρίγωνο ΑΒΓ που έχει ΒΓ=α, ύψος ΑΔ=υ και 

γωνία Α= ω, όπου α,υ γνωστά τμήματα και ω γνωστή γωνία.


Λύση

  Ανάλυση. Έστω ΑΒΓ το ζητούμενο τρίγωνο (σχ.27) που έχει  ΒΓ = α, 
ύψος ΑΔ = υ και γωνία Α= ω. 
Επειδή Α= ω η κορυφή Α βλέπει γνωστό τμήμα ΒΓ υπό γνωστή γωνία, άρα είναι σημείο του γεωμετρικού τόπου T1 που 

αποτελείται από τα τόξα τ και τ',

που γράφονται με χορδή τη ΒΓ εκατέρωθεν αυτής και δέχονται το καθένα γωνία ω. Επίσης, αφού το Α απέχει από τη ΒΓ γνωστή απόσταση υ, είναι σημείο του γεωμετρικού τόπου T2 που απο​τελείται από δύο ευθείες παράλληλες προς τη ΒΓ και εκατέρω​θεν αυτής σε απόσταση υ. Άρα η κορυφή Α είναι η τομή των γεωμετρικών τόπων T1 και T2.


Σχήμα 27
   Σύνθεση. Με χορδή τμήμα ΒΓ = α 

γράφουμε τα τόξα τ και τ' που δέχονται γωνία ω. Στη συνέχεια σε απόσταση ΖΗ = υ από τη ΒΓ και εκατέρωθεν αυτής φέρουμε ευθείες 

ε, ε' // ΒΓ που τέμνουν τα τόξα τ και 

τ'. Αν Α είναι ένα από τα σημεία τομής των Τ1 , Τ2, το τρίγωνο ΑΒΓ είναι το ζητούμενο.
   Απόδειξη. Το τρίγωνο ΑΒΓ, από την κατασκευή έχει ΒΓ = α, ύψος   

ΑΔ = υ και γωνία Α = ω, αφού το Α 

είναι σημείο π.χ. του τόξου τ τα σημεία του οποίου βλέπουν το ΒΓ υπό γωνία ω.
   Διερεύνηση. Για να υπάρχει λύση πρέπει οι γεωμετρικοί τόποι Τ1 και Τ2 να έχουν κοινά σημεία. Έτσι, αν 

ΑΔ < ΕΖ η ευθεία ε τέμνει το τόξο τ σε δύο σημεία Α και Α1 και η ε' 

τέμνει το τ' στα Α' και Α'1, οπότε έχουμε τέσσερα τρίγωνα τα οποία είναι ίσα μεταξύ τους (τρεις πλευρές ίσες), οπότε θεωρούμε ότι έχουμε μία λύση. Αν ΑΔ = ΕΖ, η ε έχει ένα 

κοινό σημείο με το τ, το Ε, οπότε έχουμε ως λύση το ισοσκελές τρίγωνο ΕΒΓ και η ε' έχει ένα κοινό 

σημείο με το τ', το Ε' , οπότε έχουμε ως λύση το ισοσκελές τρίγωνο Ε'ΒΓ. Τα τρίγωνα αυτά όμως είναι ίσα, οπότε έχουμε μία μόνο λύση. Τέλος, αν ΑΔ > ΕΖ δεν υπάρχουν κοινά ση​μεία των Τ1, Τ2 και το πρόβλημα είναι αδύνατο.





Δραστηριότητες
Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των μέσων των χορδών 
δοσμένου κύκλου που:

i)
είναι παράλληλες 
σε δοσμένη ευθεία ή

ii)
ισαπέχουν από το 
κέντρο του κύκλου ή

iii)
 συντρέχουν σε ένα σημείο.
Στη συνέχεια δίνουμε ορισμένα ακόμα παραδείγματα γεωμετρικών κατασκευών με τη βοήθεια των γεωμετρικών τόπων.

ΠΡΟΒΛΗΜΑ 2

Να κατασκευασθεί ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ του οποίου δίνονται η υποτείνουσα ΒΓ = α και μία κάθετη πλευρά του ΑΒ = γ, όπου α και γ γνωστά τμήματα.

Λύση
   Ανάλυση. Ας υποθέσουμε ότι ΑΒΓ είναι το ζητούμενο τρίγωνο με         
Α = 1L, ΒΓ = α και ΑΒ = γ (σχ.28). Ας θεωρήσουμε γνωστή την πλευρά ΒΓ. Το σημείο Α:

(i)
απέχει απόσταση γ από το Β, άρα ανήκει στον κύκλο (Β,γ), και 

(ii)
βλέπει το ΒΓ υπό ορθή γωνία, άρα ανήκει στον κύκλο διαμέ​τρου ΒΓ.


Σχήμα 28
   Σύνθεση. Κατασκευάζουμε τους δύο κύκλους (σχ.28) οι οποίοι τέμνονται στα A και Α'. Σχηματίζονται δύο ίσα τρίγωνα ΑΒΓ και Α'ΒΓ που είναι λύσεις του προβλήματος σε δια​φορετικές θέσεις.
   Απόδειξη. Το τρίγωνο που 
κατασκευάσαμε έχει Α= 1L, επειδή βαίνει σε ημικύκλιο, και ΑΒ = γ ως ακτίνα του κύκλου (Β,γ).
   Διερεύνηση. Για να υπάρχει λύση πρέπει οι δύο κύκλοι να τέμνονται, το οποίο συμβαίνει όταν α > γ. Όταν α ≤ γ, είναι φανερό ότι το πρόβλημα δεν έχει λύση.
ΠΡΟΒΛΗΜΑ 3

Δίνεται κύκλος (Ο,R) και σημείο Σ εκτός αυτού. Να κατασκευασθεί εφαπτομένη του κύκλου η οποία να διέρχεται από το Σ. 
Λύση

   Ανάλυση. Ας υποθέσουμε ότι ΣΑ είναι μία εφαπτομένη του κύκλου από το Σ, όπου Α το σημείο επαφής (σχ.29). Φέρουμε την ακτίνα ΟΑ, 
οπότε η γωνία ΟΑΣ είναι ορθή και επομένως το Α είναι σημείο του γνωστού κύκλου (Κ) με διάμετρο το γνωστό τμήμα ΟΣ. Άρα το Α είναι κοινό σημείο του (O,R) και του (Κ). Επομένως το Α προσδιορίζεται, οπότε προσδιορίζεται και η ΣΑ.


Σχήμα 29
   Σύνθεση. Με διάμετρο ΟΣ γράφουμε κύκλο (Κ), ο οποίος τέμνει τον (O,R) στα σημεία Α και Α'. Φέρουμε τις ευθείες ΣΑ και ΣΑ' οι οποίες είναι οι ζητούμενες εφαπτόμενες.
   Απόδειξη. Είναι ΟΑΣ = ΟΑ'Σ = 1L, ως εγγεγραμμένες στον κύκλο (Κ) οι οποίες βαίνουν σε ημικύκλια. Άρα οι ακτίνες ΟΑ και ΟΑ' είναι κάθετες αντίστοιχα στις ΣΑ και ΣΑ' και επομένως οι ΣΑ και ΣΑ' είναι εφαπτόμενες του κύκλου (O,R).
   Διερεύνηση. Το πρόβλημα έχει πάντοτε δύο λύσεις, γιατί οι κύκλοι (Κ) και (O,R) τέ​μνονται αφού ο (Κ) διέρχεται από το εσωτερικό σημείο Ο και από το εξωτερικό σημείο Σ του (O,R).
Συμπέρασμα:

Από οποιοδήποτε εξωτερικό σημείο ενός κύκλου φέρονται ακριβώς δύο ευθείες εφαπτόμενες στον κύκλο.

• Κοινή εφαπτομένη δύο κύκλων

Ας θεωρήσουμε δύο κύκλους (K1) και (Κ2). Μία ευθεία που εφάπτεται και στους δύο κύκλους λέγεται κοινή εφαπτομένη τους. Μία κοινή εφαπτομένη δύο κύκλων (σχ.30) χαρακτηρί​ζεται ως εξωτερική, όπως η ε1, όταν οι κύκλοι είναι προς το ίδιο μέρος της και ως εσωτερική, όπως η ε2, όταν οι κύκλοι βρίσκονται εκατέρωθεν αυτής.


Σχήμα 30
Στο επόμενο πρόβλημα δίνουμε την κατασκευή των κοινών εξωτερικών εφαπτόμενων δύο κύκλων.
ΠΡΟΒΛΗΜΑ 4

Δίνονται δύο κύκλοι (Ο1,ρ), (O2,R) με R >ρ και Ο1Ο2 > R - ρ. Να κατασκευάσετε τις κοι​νές εξωτερικές εφαπτόμενές τους.

Λύση
   Ανάλυση. Έστω ΑΒ μία κοινή εξωτερική εφαπτομένη των

κύκλων (Ο1,ρ), (Ο2,R), όπου Α, Β τα σημεία επαφής της με τους κύκλους αυτούς αντίστοιχα (σχ.31). 

Σχήμα 31
Τότε οι ακτίνες Ο1Α, Ο2Β είναι κάθετες στην ΑΒ και επομένως παράλληλες. Από το Ο1 φέρουμε την παράλληλη προς την ΑΒ, που τέμνει την Ο2Β στο Γ, οπότε το τετράπλευρο ΑΒΓΟ1 είναι ορθογώνιο. Έτσι Ο1Γ    Ο2Γ οπότε ο κύκλος κέντρου Ο2 και ακτίνας    Ο2Γ = Ο2Β - ΒΓ = Ο2Β - Ο1Α = R - ρ εφάπτεται στην Ο1Γ στο Γ.


   Σύνθεση. Με κέντρο Ο2 και ακτίνα R - ρ γράφουμε κύκλο και από το Ο1 φέρουμε τις εφαπτόμενες του Ο1Γ και Ο1Γ' αντίστοιχα. Φέρουμε τις Ο2Γ, Ο2Γ' που τέμνουν τον κύκλο (Ο2,R) στα Β, Β' και στη συνέχεια φέρουμε τις ακτίνες Ο1Α, Ο1Α' του κύκλου (Ο1,ρ) πα​ράλληλες προς τις Ο2Β, Ο2Β' αντίστοιχα. Τότε οι ευθείες ΑΒ και Α'Β' είναι οι ζητούμενες κοινές εξωτερικές εφαπτόμενες των κύκλων.

   Απόδειξη. Το τετράπλευρο ΑΒΓΟ1 έχει, από την κατασκευή, Ο1Α // ΓΒ και ΓΒ = Ο2Β - Ο2Γ = R - (R -ρ) = 
= Ο1Α, δηλαδή Ο1Α =// ΓΒ, οπότε είναι παραλληλόγραμμο.

Επειδή η γωνία του Γ είναι ορθή, αφού η Ο1Γ είναι εφαπτομένη του κύκλου (Ο2, R - ρ) το ΑΒΓΟ1 είναι ορθογώνιο. Άρα οι ακτίνες Ο1Α και Ο2Β είναι κάθετες στην ΑΒ και επομένως η ΑΒ είναι κοινή εφαπτομένη των δύο κύκλων. Η ΑΒ είναι εξωτερική εφαπτομένη αφού οι κύκλοι είναι προς το ίδιο μέρος της. Όμοια αποδεικνύεται ότι και η Α'Β' είναι κοινή εξωτερική εφαπτομένη.

   Διερεύνηση. Από την προηγού-μενη κατασκευή προκύπτει ότι το πρόβλημα έχει λύση όταν είναι δυνατή η χάραξη των εφαπτομένων Ο1Γ και Ο1Γ' από το Ο1 προς τον κύκλο (Ο2, R - ρ). Αυτό όμως είναι δυνατό όταν το Ο1 είναι εξωτερικό σημείο του κύκλου (Ο2, R - ρ),

το οποίο ισχύει αφού από την υπόθεση έχουμε ότι Ο1Ο2 > R - ρ.

Επομένως, όταν Ο1Ο2 > R - ρ υπάρχουν δύο εξωτερικές κοινές εφαπτόμενες των κύκλων (Ο1,ρ) και (Ο2).
Δραστηριότητα
Δίνονται δύο κύκλοι (Ο1,ρ) και (O2,R) με O1O2 > R + ρ. Να κατασκευά​σετε τις κοινές εσωτερικές εφαπτόμενές 
τους. Στη συνέχεια να 
εξετάσετε το πλήθος 
των κοινών εσωτερικών 
και εξωτερικών εφαπτομένων 
δύο κύ​κλων ανάλογα με τις σχετικές θέσεις τους.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΓΙΑ ΛΥΣΗ

Ερωτήσεις Κατανόησης

1. Ποιος είναι ο γεωμετρικός τόπος των σημείων του επιπέδου που

i) έχουν απόσταση ρ από ένα σταθερό σημείο Ο,

ii) ισαπέχουν από δύο σταθερά σημεία Α και Β,

iii)
έχουν απόσταση λ από μία ορισμένη ευθεία ε,

iv)
ισαπέχουν από τις πλευρές μίας γωνίας, 
ν) ισαπέχουν από δύο τεμνόμενες ευθείες,

vi)
ισαπέχουν από δύο παράλληλες ευθείες,

vii) βλέπουν ένα δοσμένο τμήμα ΑΒ υπό ορισμένη γωνία ω.
2. Ένα ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ κατασκευάζεται όταν δίνονται:

i)
δύο κάθετες πλευρές του.

Σ   Λ 

ii)
μία κάθετη πλευρά του και η υποτείνουσα.

Σ   Λ
iii)
μία οξεία γωνία του.

Σ   Λ
iv)
η υποτείνουσα και μία οξεία γωνία 
Σ   Λ
v) η διάμεσος που αντιστοιχεί στην υποτείνουσα και η υποτείνουσα.

Χαρακτηρίστε ως σωστή (Σ) ή λάθος (Λ) καθεμία από τις προηγούμενες προτάσεις και αιτιολογήστε την απάντησή σας.

Σ   Λ

Ασκήσεις Εμπέδωσης

1. Ποιος είναι ο γεωμετρικός τόπος των θέσεων: 
i) του δρομέα που κινείται σε ένα ευθύγραμμο διάδρο​μο ισαπέχοντας από τις πλευρές του,

ii) ενός τεχνητού δορυφόρου της Γης που κινείται σε απόσταση 10km πάνω από αυτή.

2.
Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των κέντρων των κύκλων γνωστής ακτίνας:

i)
που κυλίονται στο εσωτερικό ενός μεγαλύτερου γνω​στού κύκλου,

ii)
που διέρχονται από ένα σταθερό σημείο.

3.
Το σημείο στο οποίο είναι κρυμμένος ένας θησαυ​ρός απέχει 4m από ένα δέντρο Δ και ισαπέχει από δύο άλλα δέντρα Α και Β. Να βρεθεί η θέση του θησαυρού.

4.
Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των μέσων των ακτίνων δοσμένου κύκλου.

Αποδεικτικές Ασκήσεις

1.
Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος της κορυφής Α της ορθής γωνίας ορθογώνιου τριγώνου ΑΒΓ που έχει δοσμένη υποτείνουσα.

2.
Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των προβολών του δοσμένου σημείου Α πάνω στις ευθείες που διέρχονται από ,δοσμένο σημείο Β.

3. Δίνεται ορθή γωνία xOy και σημείο Α στο εσωτερική της. Οι κορυφές Β και Γ ενός ορθογώνιου 
τριγώνου ΑΒΓ (A = 1L) κινούνται πάνω στις Oy και Ox αντί​στοιχα. Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος του μέσου Μ της υποτείνουσας ΒΓ.

4. Να κατασκευασθεί ορθογώνιο 
τρίγωνο ΑΒΓ (A = 1L) του οποίου δίνονται:

i)
η διάμεσος ΑΜ = μ και μία κάθετη πλευρά.
ii)
η διάμεσος ΑΜ = μ και το ύψος ΑΔ = λ.

Σύνθετα Θέματα

1.
Από ένα μεταβλητό σημείο Ρ της πλευράς ΒΓ ενός τριγώνου ΑΒΓ φέρουμε ευθείες παράλληλες προς τις πλευρές ΑΒ και ΑΓ που τέμνουν τις ΑΓ και ΑΒ στα ση​μεία Ε και Ζ αντίστοιχα. Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο του μέσου Μ του ΖΕ.

2.
Να κατασκευάσετε τρίγωνο ΑΒΓ του οποίου δίνονται:

i)
η πλευρά ΒΓ = λ, η γωνία A = ω και η διάμεσος ΑΜ = μ.

ii)
η πλευρά ΒΓ = λ, η γωνία A = ω και η διάμεσος ΒΝ = μ.

3.
Να κατασκευάσετε ένα τετράπλευρο ΑΒΓΔ που 
έχει πλευρές ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ 
και ΔΑ ίσες με τα γνωστά 
τμήματα κ, λ, μ, ν αντίστοιχα, 
και η γωνία του A είναι ίση με δοσμένη γωνία ω.
ΓΕΝΙΚΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ ορθογώνιο στο Α. Από τα ά​κρα Β,Γ της υποτείνουσας ΒΓ φέρουμε κάθετες Βx και Βy στη ΒΓ και προς το ίδιο μέρος της ΒΓ. Από το μέσο Μ της ΒΓ φέρουμε κάθετη στην ΑΓ, που τέμνει την Γy στο Ε και κάθετη στην ΑΒ που τέμνει την Βx στο Δ. Να αποδειχθεί ότι:

i)
τα σημεία Δ,Α,Ε είναι συνευθειακά,

ii)
τα τετράπλευρα ΑΔΒΜ και ΑΜΓΕ είναι εγγράψιμα σε κύκλο,

iii)
ο περιγεγραμμένος κύκλος του τριγώνου ΔΜΕ εφά​πτεται στη ΒΓ.
2.
Ένα τρίγωνο ΑΒΓ έχει σταθερή την πλευρά ΒΓ και η κορυφή Α μεταβάλλεται έτσι, ώστε η διαφορά των πλευρών ΑΒ και ΑΓ να είναι σταθερή. Αν Μ είναι η προβολή της κορυφής Β πάνω στη διχοτόμο ΑΔ 

της γωνίας A, να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος του Μ.

3.
Να κατασκευάσετε τρίγωνο ΑΒΓ 
από τις γωνίες Β = ω, Γ= φ και την περίμετρό του δ.
4. Δίνεται κύκλος (O,R) και σημείο Α εκτός αυτού. Από το Α να φέρετε ευθεία, που τέμνει τον κύκλο στα Β , Γ ώστε το Β να είναι μέσο του ΑΓ.
5.
Δίνεται εγγράψιμο τετράπλευρο ΑΒΓΔ. Με χορδές τις πλευρές του γράφουμε μέσα σε αυτό τόξα, που τέ​μνονται ανά δύο στα σημεία Ε, Ζ, Η, Θ. Να αποδείξε​τε ότι το ΕΖΗΘ είναι εγγράψιμο. (Οι έξι κύκλοι του Miquel).
6.
Θεωρούμε τρίγωνο ΑΒΓ και τα σημεία Δ, Ε, Ζ των πλευρών του ΒΓ, ΑΓ και ΑΒ αντίστοιχα. Να αποδείξε​τε ότι οι περιγεγραμμένοι κύκλοι των τριγώνων ΑΖΕ, ΒΖΔ και ΓΕΔ διέρχονται από το ίδιο σημείο.
7.
Έστω ΑΒΓΔ ρόμβος και Ε, Ζ σημεία των ΑΓ, ΒΔ αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι οι ευθείες ΒΕ, ΔΕ, ΓΖ και ΑΖ σχηματίζουν εγγράψιμο τετράπλευρο.
8.
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και το ορθόκεντρο του Η. Αν Μ1, Μ2, Μ3 είναι τα μέσα των ΒΓ, ΓΑ, ΑΒ αντίστοιχα, ΑΗ1, ΒΗ2, ΓΗ3 τα ύψη του και Ζ1, Ζ2, Ζ3 τα μέσα των ΗΑ, ΗΒ, ΗΓ αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι:

i)
το τετράπλευρο 
Η1Μ1Μ2Μ3 
είναι εγγράψιμο,

ii)
το τετράπλευρο 
Ζ1Η1Μ1Μ2είναι εγγράψιμο,

iii)
τα σημεία Mi, Hi, Zi, i = 1, 2, 3 είναι ομοκυκλικά (Κύκλος των 9 σημείων ή κύκλος του Euler).
ΑΝΑΚΕΦΑΛΑΙΩΣΗ
•
Εγγεγραμμένη γωνία

i)
Κάθε εγγεγραμμένη γωνία ισούται με το μισό της αντίστοιχης επίκεντρης.

ii)
Η γωνία χορδής και εφαπτομένης ισούται με την εγγεγραμμένη που βαίνει στο τόξο της χορδής.
•
Εγγεγραμμένο τετράπλευρο 
     Ιδιότητες

i)
Οι απέναντι γωνίες του είναι παραπληρωματικές.

ii)
Κάθε πλευρά του φαίνεται από τις απέναντι κορυφές υπό ίσες γωνίες.

iii)
Κάθε εξωτερική του γωνία ισούται με την απέναντι εσωτερική γωνία του τετραπλεύρου.
•
Εγγράψιμο τετράπλευρο 
     Κριτήρια

Ένα τετράπλευρο είναι εγγράψιμο σε κύκλο, αν ισχύει μία από τις ακόλουθες προτάσεις:

i)
Δύο απέναντι γωνίες του είναι παραπληρωματικές.

ii)
Μία πλευρά του φαίνεται από τις απέναντι κορυφές υπό ίσες γωνίες.

iii)
Μία εξωτερική του γωνία ισούται με την απέναντι εσωτερική γωνία του τετραπλεύρου.
•
Περιγεγραμμένο τετράπλευρο 
     Ιδιότητες

i)
Οι διχοτόμοι των γωνιών του διέρχονται από το ίδιο σημείο, το οποίο είναι το κέντρο του εγγεγραμμένου κύκλου.

ii)
Τα αθροίσματα των απέναντι πλευρών του είναι ίσα.

•
Περιγράψιμο τετράπλευρο 
     Κριτήρια

Ένα τετράπλευρο είναι περιγράψιμο αν ισχύει μία από τις ακόλουθες προτάσεις:

i)
Οι διχοτόμοι των γωνιών του διέρχονται από το ίδιο σημείο.

ii)
Τα αθροίσματα των απέναντι πλευρών του είναι ίσα.
•
Γεωμετρικοί τόποι και 
     γεωμετρικές κατασκευές




Αναλογίες
   Στο κεφάλαιο αυτό θα μελετήσουμε αρχικά την έννοια της εγγεγραμμέ-νης γωνίας και τη σχέση της με την αντίστοιχη επίκεντρη καθώς και με τη γωνία χορδής και εφαπτομένης
   Στη συνέχεια θα αποδειχθούν οι βασικές προτάσεις του κεφαλαίου που είναι το θεώρημα του Θαλή και το θεώρημα των Διχοτόμων ενός τριγώνου.


Βασίλη Καντίνσκυ, (Ρώσος, 1866 - 1944), «Μέσα στο μαύρο τετράγωνο» 1923.

7.1 Εισαγωγή

Μέγεθος γενικά λέγεται οτιδήποτε επιδέχεται αύξηση ή ελάτ​τωση. Γεωμετρικά μεγέθη λέγονται τα μεγέθη που εξετάζονται από τη Γεωμετρία. Τέτοια είναι τα ευθύ-γραμμα τμήματα, οι γωνίες, τα τόξα, οι επιφάνειες επίπεδων σχημάτων, οι όγκοι των στερεών κτλ.

Στο κεφάλαιο αυτό θα ασχοληθούμε με τα απλούστερα γεωμετρικά μεγέθη, τα ευθύγραμμα τμήματα.

Αρχικά θα διαιρέσουμε δοσμένο ευθύγραμμο τμήμα σε ν ίσα μέρη.


7.2 Διαίρεση ευθυγράμμου 
       τμήματος σε ν ίσα μέρη

Έστω ένα ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ, το οποίο θέλουμε να διαι​ρέσουμε σε ν ίσα μέρη (ν ≥ 2).

Φέρουμε τυχαία ημιευθεία Αx, διαφορετική από την ΑΒ και παίρνουμε με το διαβήτη πάνω σε αυτή ν διαδοχικά ίσα τμή​ματα      ΑΜ1 = M1M2 = ... = Μν-1Μν.

Έπειτα φέρουμε το τμήμα ΜνΒ και από τα σημεία Μ1, Μ2, ..., Μν-1 φέρουμε παράλληλες προς τη ΜνΒ που τέμνουν το ΑΒ στα σημεία Ρρ Ρ2, ..., Ρν-1 αντίστοιχα. Οι παράλληλες αυτές,σύμφωνα με το θεώρημα III, § 5.6, ορίζουν ν ίσα τμήματα πάνω στην ΑΒ. Επομένως τα ν ίσα ευθύγραμμα τμήματα ΑΡ1,

Ρ1Ρ2, ..., Ρν-1Β είναι τα ζητούμενα.

Στη συνέχεια θα ορίσουμε, γενικά, το γινόμενο ευθύγραμμου τμήματος με οποιοδήποτε ρητό αριθμό και το λόγο δύο ευθύ​γραμμων τμημάτων.



Σχήμα 1

7.3 Γινόμενο ευθυγράμμου 
       τμήματος με αριθ​μό - Λόγος 
       ευθυγραμμων τμημάτων.

• Όπως είδαμε στην §2.8, αν ΑΒ = α ευθύγραμμο τμήμα και ν φυσικός αριθμός, ονομάζουμε γινόμενο του τμήματος ΑΒ επί το φυσικό αριθμό ν το ευθύγραμμο τμήμα ΓΔ, το οποίο είναι το άθροισμα ν ευθύγραμμων τμημάτων ίσων προς το ΑΒ = α. Γράφουμε ΓΔ = ν • ΑΒ.


Σχήμα 2
• Αν χωρίσουμε, όπως παραπάνω, το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ = α σε ν ίσα μέρη καθένα από τα ν ίσα 

Σχήμα 3


τμήματα τα παριστάνουμε με
       ή 


     . Ένα ευθύγραμμο τμήμα ΕΖ 
λέγεται υποδιαίρεση (ή υποπολλαπλάσιο) του ΑΒ αν  υπάρχει ένας φυσικός αριθμός ν 

ώστε 

•
Αν μ είναι ένας θετικός ακέραιος και προσθέσουμε μ τέτοια τμήματα 
προκύπτει το τμήμα 

Ονομάζουμε λοιπόν γινόμενο του ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ επί το

θετικό ρητό αριθμό                το 
ευθύγραμμο τμήμα ΓΔ, το οποίο

είναι το άθροισμα μ ευθύγραμμων 
τμημάτων ίσων με 

Γράφουμε ΓΔ = q ( AB.

Ορίζουμε ότι το γινόμενο ευθύγραμ-μου τμήματος επί τον αριθμό q = 0 είναι το μηδενικό ευθύγραμμο τμήμα. Αποδεικνύεται ότι για ένα δοσμένο ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ και ένα θετικό άρρητο αριθμό ρ υπάρχει πάντοτε ένα ευθύγραμμο τμήμα ΓΔ τέτοιο, ώστε ΓΔ = ρ ( ΑΒ. Η κατασκευή όμως, τέτοιων ευθύγραμμων τμημάτων με τον κανόνα και το διαβήτη δεν είναι πάντοτε δυνατή.

• Έστω δύο μη μηδενικά ευθύγραμ-μα τμήματα ΑΒ και ΓΔ. Αν υπάρχει ευθύγραμμο τμήμα ΚΛ και φυσικοί αριθμοί μ, ν τέτοιοι ώστε να ισχύει: ΑΒ = ν ( ΚΛ και ΓΔ = μ ( ΚΛ τα δύο ευθύγραμμα τμήματα λέγονται σύμμετρα. Το ΚΛ λέγεται κοινό μέτρο των ΑΒ και ΓΔ.

Από τα προηγούμενα προκύπτει ότι αν τα τμήματα ΑΒ και ΓΔ

είναι σύμμετρα, τότε θα υπάρχει 


ένας θετικός ρητός αριθμός 
τέτοιος, ώστε ΓΔ = q ( ΑΒ. Ο αριθμός q λέγεται λόγος ν των δύο τμημάτων και γράφεται με μορφή 

κλάσματος, δηλαδή 






Δύο ευθύγραμμα τμήματα που δεν είναι σύμμετρα λέγονται ασύμμετρα. Θα λέμε επίσης ότι ο λόγος τους είναι άρρητος αριθμός. Τέτοιες περιπτώσεις δεν είναι σπάνιες. Θα δούμε αργότερα ότι η πλευρά και η διαγώνιος ενός τετραγώνου δεν έχουν κοινό μέτρο.
7.4 Ανάλογα ευθυγραμμα 
        τμήματα - Αναλογίες

Δύο ευθύγραμμα τμήματα α, γ λέγονται ανάλογα προς δύο άλλα ευθύγραμμα τμήματα β, δ όταν ο λόγος του α προς το β ισούται με το λόγο του γ προς το δ, δηλαδή όταν 

ισχύει:                          Αυτό σημαίνει 
ότι υπάρχει θετικός αριθμός λ, ώστε να ισχύει α = λ ( β και γ = λ ( δ.

Η παραπάνω ισότητα (1) λέγεται αναλογία με όρους τα ευθύ​γραμμα τμήματα α, β, γ και δ. Τα τμήματα α και β λέγονται ομόλογα ή αντίστοιχα. Το ίδιο και τα γ και δ. Τα α, δ λέγονται άκροι όροι, ενώ τα β, γ μέσοι όροι της αναλογίας. Ο τέταρτος όρος δ της αναλογίας λέγεται και τέταρτη ανάλογος των α, β και γ. 

Στην αναλογία                οι μέσοι 
όροι είναι ίσοι. Αυτή η αναλογία λέγεται συνεχής και ο β λέγεται μέση ανάλογος των α και γ. Το β λέγεται επίσης γεωμετρικός μέσος των α και γ. Συχνά είναι χρήσιμο να αντικαταστήσουμε μια αναλογία με μια ισοδύναμη έκφραση. Για το σκοπό αυτό χρησιμοποιούμε τις ιδιότητες των αναλογιών, που είναι γνωστές από το Γυμνάσιο, τις οποίες παίρνουμε χωρίς απόδειξη. Οι σπουδαιότερες από αυτές είναι οι εξής:

Ιδιότητες αναλογίων









7.5 Μήκος ευθυγράμμου τμήματος


Όταν λέμε ότι θα μετρήσουμε ένα ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ ση​μαίνει ότι θα το συγκρίνουμε με ένα άλλο ευθύγραμμο τμήμα ΓΔ, το οποίο παίρνουμε ως μονάδα μέτρησης. Η επιλογή της μονάδας μέτρησης είναι αυθαίρετη.

Στο 2ο κεφάλαιο αναφέραμε την έννοια του μήκους ευθύγραμμου τμήματος. Εδώ θα διατυπώσουμε τον ορισμό με τη βοήθεια του λόγου ευθύγραμμων τμημάτων.

Ορισμός

Μέτρο ή μήκος ενός ευθύγραμμου τμήματος είναι ο λόγος του προς ένα άλλο ευθύγραμμο τμήμα, που παίρνουμε ως μονάδα μέτρησης.

Άμεσες συνέπειες του ορισμού του μέτρου τμήματος είναι οι παρακάτω προτάσεις:

•
Δύο ίσα τμήματα έχουν ίσα μέτρα και αντίστροφα, ως προς οποιαδήποτε μονάδα μέτρησης.

•
Ο λόγος των μέτρων δύο τμημάτων, που μετρώνται με την ίδια μονάδα μέτρησης, ισούται με το λόγο των δύο τμημάτων και είναι ανεξάρτητος από τη μονάδα μέτρησης.





7.6 Διαίρεση τμημάτων εσωτερικά 
      και εξωτε​ρικά ως προς 
      δοσμένο λόγο

Είδαμε στην § 7.2 πώς διαιρούμε ένα ευθύγραμμο τμήμα σε ν ίσα μέρη. Θα δούμε στη συνέχεια πότε ένα σημείο Μ διαιρεί ένα ευθύγραμμο τμήμα σε δοσμένο λόγο. Σε ευθεία xy δίνο​νται δύο ορισμένα σημεία Α και Β. Έστω σημείο Μ της ευ​θείας xy, διαφορετικό του Β. Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις: 
1) Αν το Μ είναι εσωτερικό σημείο του ευθύγραμμου τμήμα​τος ΑΒ τότε ο λόγος των αποστάσεών του από 

τα Α και Β ισούται με         . Λέμε ότι 
το Μ διαιρεί εσωτερικά το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ σε λόγο λ, 

αν και μόνο αν
        = λ. 

Σχήμα 4
Για το σημείο Μ ισχύει η παρακάτω πρόταση.

Πρόταση
Το σημείο Μ είναι μοναδικό.

Απόδειξη

Πράγματι, αν Μ' εσωτερικό σημείο 

του ΑΒ ώστε                 τότε έχουμε:




οπότε το σημείο Μ ταυτίζεται με το σημείο Μ'. 


Αν                 τότε




                                   και


2) Αν Μ σημείο στην προέκταση του ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ, τότε πάλι ο λόγος των αποστάσεών 

του από τα Α και Β ισούται με      
Λέμε ότι το Μ διαιρεί εξωτερικά το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ σε λόγο λ, 

αν και μόνο αν
 

Ανάλογα αποδεικνύεται ότι και σε αυτή την περίπτωση, το σημείο Μ είναι μοναδικό.
Διερεύνηση

(i)
Αν λ = 1, τότε προφανώς δεν υπάρχει σημείο Μ που να διαιρεί εξωτερικά το ΑΒ σε λόγο λ = 1, αφού ΜΑ ≠ ΜΒ. Στην περί​πτωση αυτή το Μ είναι το μέσο του ευθύγραμμου τμήματος.
(ii) Αν λ > 1, τότε                

                       ΜΑ > ΜΒ, οπότε το Μ 
βρίσκεται στην προέκταση του ΑΒ, προς το μέρος του Β (σχ.5). Στην πε​ρίπτωση αυτή έχουμε:




                          και ΜΒ = ΜΑ - ΑΒ =

=


Σχήμα 5

(iii) Αν λ < 1 τότε
             
  ΜΑ < ΜΒ, οπότε το Μ βρίσκεται στην προέκταση του ΑΒ, προς το μέρος του Α (σχ.6). Όπως παραπάνω βρίσκουμε ότι


                            και 

Σχήμα 6
​​
(iv) Οριακές θέσεις

α) Όταν το σημείο Μ τείνει στο Α, το τμήμα ΜΑ τείνει στο μη​δενικό ευθύγραμμο τμήμα, οπότε ο λόγος λ τείνει στο μηδέν. 
β) Όταν το σημείο Μ τείνει στο Β, το τμήμα ΜΒ τείνει στο μη​δενικό ευθύγραμμο τμήμα, οπότε ο λόγος λ τείνει στο άπειρο. 
γ) Όταν το σημείο Μ απομακρύνεται απεριόριστα, τα τμήματα ΜΑ και ΜΒ τείνουν να ταυτιστούν, οπότε ο λόγος λ τείνει στη μονάδα.



ΣΗΜΕΙΩΣΗ

• Αν Ο είναι το μέσο του ευθύγραμ-μου τμήματος ΑΒ, τότε το σημείο Μ 

τέτοιο ώστε    
         βρίσκεται 
μεταξύ Ο και Α όταν λ < 1 και μεταξύ Ο και Β όταν λ > 1.

•
Αν               , λέμε ότι το Μ διαιρεί 
το ευθύγραμμο τμήμα ΒΑ σε λόγο λ. Δηλαδή θεωρούμε ότι τα άκρα Α και Β του τμήματος είναι διατεταγμένα. Ένα τέτοιο ευθύγραμμο τμήμα λέγεται προσανατολισμένο.

Σχήμα 7


ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΓΙΑ ΛΥΣΗ

Ερωτήσεις Κατανόησης
1.
Να ορίσετε τους παρακάτω λόγους:

i)
της υποτείνουσας ορθογώνιου τριγώνου προς την αντίστοιχη διάμεσο,

ii)
μιας εγγεγραμμένης γωνίας προς την αντίστοιχη επίκεντρη,

iii)
της διαμέτρου ενός κύκλου, προς την ακτίνα του,

iv)
μιας ορθής γωνίας προς μια γωνία ισόπλευρου τριγώνου.
2.
Στο παρακάτω σχήμα είναι 
ΑΒ = 10α και ΑΓ = 2α. Να βρεθούν οι λόγοι:



  i) ΑΒ προς ΑΓ, 
ii) ΑΓ προς ΑΒ,
iii) ΒΓ προς ΑΒ,
    iv) ΑΓ προς ΒΓ. 
3. Δίνεται ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ 

και σημείο του Γ έτσι ώστε



Τότε ο λόγος          είναι: 


i) 2 

ii) 3 

iii)
   

iv) 

v) κανένα από τα παραπάνω.

(Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας).
4. Δίνεται ευθύγραμμο τμήμα       AB = 12 cm και το μέσο του Ο. Να βρεθεί σημείο Μ του ΑΟ, ώστε τα σημεία Μ και Β να διαιρούν εσωτερικά και εξωτερικά αντίστοιχα το τμήμα ΑΟ στον ίδιο λόγο.

Ασκήσεις Εμπέδωσης
1.
Οι γωνίες ενός τριγώνου είναι ανάλογες προς τους αριθμούς 4, 3, 2. Να βρεθούν οι γωνίες του τριγώνου σε μοίρες.

2.
Ο λόγος μιας γωνίας ω προς την 

παραπληρωματική της είναι        . Να βρεθεί η γωνία ω. 
3.
Οι πλευρές ενός τριγώνου είναι ανάλογες προς τους αριθμούς 6, 3, 4. Αν η περίμετρος του τριγώνου είναι 65cm, να βρεθούν τα μήκη των πλευρών του.
Αποδεικτικές Ασκήσεις

1.
Οι εξωτερικές γωνίες ενός τριγώνου είναι ανάλογες των αριθμών 2, 3 και 4. Να υπολογισθούν οι εσωτερι​κές του γωνίες.
2.
Σε ευθεία ε παίρνουμε διαδοχικά τα σημεία Α, Β, Γ και Α, ώστε         ΑΒ = 6cm, ΒΓ = 12cm, ΓΔ = 2cm. Να βρε​θεί σημείο Μ του ΒΓ, το οποίο διαιρεί εσωτερικά τα τμήματα ΑΔ και ΒΓ στον ίδιο λόγο.

3.
Με τη βοήθεια των ιδιοτήτων των αναλογιών, να διαιρέσετε δοσμένο τμήμα AB = α σε δύο τμήματα,
 τα οποία έχουν λόγο       .


7.7 Θεώρημα του Θαλή

Είδαμε στην § 5.6 ότι αν παράλληλες ευθείες τέμνουν δύο άλ​λες ευθείες και ορίζουν ίσα τμήματα πάνω στη μία, θα ορίζουν ίσα τμήματα και πάνω στην άλλη. Τα παραπάνω γενικεύονται για οποιονδήποτε λόγο στο επόμενο θεώρημα που είναι γνω​στό ως θεώρημα του Θαλή.


Δηλαδή:


Αν ε1//ε2//ε3, τότε 
 (σχ.8α).


Αν δ1//δ2//δ3, τότε 
(σχ.8β).



Σχήμα 8α

Σχήμα 8β
Απόδειξη

(i) Αν τα τμήματα ΑΒ και ΒΓ (σχ.9) είναι σύμμετρα, υπάρχει ευθύγραμ-μο τμήμα μ τέτοιο, ώστε ΑΒ = κμ και ΒΓ = λμ (1), όπου κ, λ φυσικοί αριθμοί. Διαιρούμε το τμήμα ΑΒ σε κ τμή​ματα ίσα με το μ και το ΒΓ σε λ τμήματα ίσα με το μ. Από τα σημεία που ορίζονται με τον παραπάνω τρόπο φέρου​με ευθείες παράλληλες προς την ε1, οι οποίες τέμνουν τη δ2. Επειδή τα τμήματα που ορίζονται πάνω στη δ1 είναι ίσα μετα​ξύ τους, τότε και τα τμήματα που ορίζονται πάνω στη δ2 θα εί​ναι ίσα τμήματα, που το μήκος του καθενός ας είναι ν. Τότε θα έχουμε ΕΖ = κν και ΖΗ = λν (2).



Σχήμα 9
Από τις (1) και (2) προκύπτει ότι:

                            και 

οπότε
Από την αναλογία (3) παίρνουμε:

(ii) Αν τα τμήματα ΑΒ και ΒΓ είναι 

ασύμμετρα, ο λόγος          είναι 
ασύμμετρος αριθμός. Αποδεικνύεται ότι και σε αυτή την

περίπτωση ισχύει η προηγούμενη αναλογία.

Ισχύει και το αντίστροφο του θεωρήματος του Θαλή.



ΠΟΡΙΣΜΑ
Κάθε ευθεία που είναι παράλληλη με μία από τις πλευ​ρές ενός τριγώνου χωρίζει τις δύο άλλες πλευρές σε μέ​ρη ανάλογα και αντίστροφα.

Απόδειξη

Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και ΔΕ//ΒΓ (σχ. 10).Φέρουμε από την κορυφή Α ευθεία ε//ΒΓ//ΔΕ, οπότε από το

θεώρημα του Θαλή προκύπτει ότι



Σχήμα 10

Μια σημαντική εφαρμογή του θεωρήματος του Θαλή είναι το επόμενο θεώρημα.

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ
Το παραπάνω πόρισμα ισχύει και στην περίπτωση που η ΑΕ τέμνει τις προεκτάσεις των πλευ​ρών του τριγώνου ΑΒΓ.


Σχήμα 11


Απόδειξη

Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και ΔΕ//ΒΓ (σχ.12). Θα αποδείξουμε ότι: 

Επειδή ΔΕ//ΒΓ, από το θεώρημα του Θαλή έχουμε


Φέρουμε την ΕΖ παράλληλη της ΑΒ, οπότε το ΔΕΖΒ είναι παραλλη-λόγραμμο, άρα ΔΕ = ΒΖ    (2).

Επειδή ΕΖ//ΑΒ, από το θεώρημα του Θαλή έχουμε


Από τις (1) και (3) προκύπτει ότι




Σχήμα 12
• Με τη βοήθεια του θεωρήματος του Θαλή γίνονται ορισμέ​νες γεωμετρικές κατασκευές. Δύο από τις σπουδαιότερες είναι τα παρακάτω προβλήματα.

ΠΡΟΒΛΗΜΑ 1 
(Κατασκευή τέταρτης αναλόγου)

Αν δοθούν τρία ευθύγραμμα τμήματα α, β και γ, να κατα-σκευασθεί το τμήμα x, που

ορίζεται από την αναλογία   

Λύση

Έστω μια γωνία zOy. Πάνω στη μία πλευρά της Οz παίρνουμε διαδοχικά τα τμήματα ΟΑ = α, ΑΒ = β και πάνω στην Oy το τμήμα ΟΓ = γ. Από το Β φέρουμε την παράλληλη προς την ΑΓ, που τέμνει την Oy στο Δ. Τότε ΓΔ = x γιατί




Σχήμα 13

Είναι φανερό ότι με τον ίδιο τρόπο κατασκευάζεται το τμήμα x αν 

αρκεί κάθε φορά να γράφουμε το x ως τέταρτο όρο της αναλογίας.
ΠΡΟΒΛΗΜΑ 2 
(Διαίρεση ευθύγραμμου τμήματος σε δοσμένο λόγο)

Να διαιρεθεί ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ, εσωτερικά και εξωτερικά, σε 

δοσμένο λόγο         όπου μ,ν 
γνωστά τμήματα. 
Λύση

Από το Α φέρουμε μια ημιευθεία Αx, πάνω στην οποία παίρνουμε τμήμα ΑΕ = μ. Από το Β φέρουμε ευθεία παράλληλη της Αx και παίρνουμε πάνω σε αυτή εκατέρωθεν του Β τμήματα ΒΖ = ΒΗ = ν. Τα σημεία Γ και Δ στα οποία οι ευθείες ΕΗ και ΕΖ τέμνουν την ευθεία ΑΒ είναι τα ζητούμενα. Πράγματι, τα τρίγωνα ΑΕΓ και ΓΗΒ έχουν ανάλογες πλευρές, οπότε:


Σχήμα 14
Όμοια τα τρίγωνα ΔΑΕ και ΔΒΖ έχουν ανάλογες πλευρές, οπότε:



• Αν μ = ν, το τετράπλευρο ΑΒΖΕ είναι παραλληλόγραμμο, οπότε η ΕΖ δε δίνει σημείο Δ πάνω στην ΑΒ, ενώ το Γ είναι το μέσο του ΑΒ.

Σχήμα 15
Δύο σημεία Γ και Δ, που διαιρούν εσωτερικά και εξωτερικά το τμήμα ΑΒ στον ίδιο λόγο, λέγονται συζυγή αρμονικά των Α και Β (σχ.16).


Σχήμα 16

Δηλαδή τα Γ και Δ είναι συζυγή αρμονικά των Α και Β, αν τα τέσσερα σημεία είναι συνευθειακά και


Από τη σχέση αυτή παίρνουμε την αναλογία


από την οποία προκύπτει ότι και τα Α και Β είναι συζυγή αρμονικά των Γ και Δ. Τα τέσσερα σημεία (Α,Β) και (Γ,Δ) λέμε ότι αποτελούν αρμονική τετράδα.
Σημείωση

Το Δ λέγεται αρμονικό συζυγές του Γ ως προς τα Α και Β. Όπως είδαμε παραπάνω, αν το Γ είναι το μέσο του ΑΒ, το Δ δεν υπάρχει.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΓΙΑ ΛΥΣΗ

Ερωτήσεις Κατανόησης

1. Στα παρακάτω σχήματα να βρείτε τα x και y.






2. Να δικαιολογήσετε γιατί ΑΒ//ΓΑ και ΕΖ//ΚΛ//ΜΝ στα παρακάτω σχήματα.


3. Στο παρακάτω σχήμα είναι: 



Να χαρακτηρίσετε ως σωστή (Σ) ή λάθος (Λ) καθεμία από τις προηγού- μενες σχέσεις και να δικαιολογήσετε τις απα​ντήσεις σας.
4.
Δίνεται τμήμα ΑΒ και δυο σημεία 

Γ και Δ ώστε                  Αρκεί η 
προηγούμενη σχέση ώστε τα Γ και Δ να είναι συζυγή αρμονικά των Α και Β;

5.
Στο παρακάτω σχήμα είναι ΚΛ = 4, ΛΕ = 2. Να βρεθεί σημείο Ζ τέτοιο, ώστε τα σημεία (Ζ,Ε) να είναι συζυγή αρμονικά των (Κ,Λ).


Ασκήσεις Εμπέδωσης

1. Στο παρακάτω σχήμα είναι ΔΕ//ΒΓ, ΕΖ//ΑΒ και ΖΗ//ΑΓ.



Να αποδείξετε ότι 
2.
Από την κορυφή Α παραλληλο-γράμμου ΑΒΓΑ φέρου​με ευθεία ε η οποία τέμνει τη διαγώνιο ΒΔ στο Ε, την πλευρά ΒΓ στο Ζ και την προέκταση της ΔΓ στο Η. Να αποδείξετε ότι
                        ii) AE2 = EZ ( EH
3.
Οι μη παράλληλες πλευρές ΑΔ, ΒΓ τραπεζίου ΑΒΓΔ τέμνονται στο Ο. Η παράλληλη από το Β προς την ΑΓ τέμνει την ΑΔ στο Ε. Να αποδείξετε ότι το ΟΑ είναι μέ​σο ανάλογο των ΟΔ και ΟΕ.
4.
Από σημείο Δ της πλευράς ΒΓ τριγώνου ΑΒΓ φέρου​με την παράλληλη προς τη διάμεσό του ΑΜ, που τέμνει τις ευθείες ΑΒ και ΑΓ στα σημεία Ε και Ζ αντίστοιχα.


Να αποδείξετε ότι 
5.
Δίνεται τετράπλευρο ΑΒΓΔ και σημείο Ε της διαγω​νίου ΑΓ. Οι παράλληλες από το Ε προς τις ΒΓ, ΓΔ τέ​μνουν τις ΑΒ, ΑΔ στα Ζ και Η αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι ΖΗ//ΔΒ.
6.
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και σημεία Δ, Ε της πλευράς ΒΓ, ώστε 

                          Οι παράλληλες από 
τα Δ και Ε προς τις ΑΓ και ΑΒ αντίστοιχα τέμνουν την ΑΒ στο Ζ και την ΑΓ στο Η. Να αποδείξετε ότι ΖΗ//ΒΓ. 
7. Από τυχαίο σημείο Κ της διαμέσου ΑΜ τριγώνου ΑΒΓ φέρουμε παράλληλες προς τις ΑΒ και ΑΓ, που τέμ​νουν τη ΒΓ στα Δ και Ε αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι ΜΔ = ΜΕ.
8.
Δίνεται τραπέζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ//ΓΔ) και Ε το μέσο της μικρής βάσης ΑΒ. Αν η ΔΕ τέμνει την ΑΓ στο Ζ και την προέκταση της ΓΒ στο Η, να αποδείξετε ότι τα Ζ, Η εί​ναι συζυγή αρμονικά των Δ, Ε.
9.
Δεξαμενή ύψους υ = 12m περιέχει νερό που φτάνει σε ύψος h. Ράβδος μήκους 15m τοποθετείται στη δεξα​μενή, όπως στο παρακάτω σχήμα. Βγάζουμε τη ράβδο και παρατη-ρούμε ότι το τμήμα που βρέχτηκε έχει μήκος 10m. Μπορούμε να υπο-λογίσουμε το ύψος h του νερού;

Αποδεικτικές Ασκήσεις

1.
Αν τα Γ, Δ είναι συζυγή αρμονικά των Α, Β και Ο εί​ναι το μέσο του ΑΒ, να αποδείξετε ότι τα Γ και Δ βρί​σκονται προς το ίδιο μέρος του Ο.
2.
Να διαιρεθεί ευθύγραμμο τμήμα AB = α σε τμήματα x, y, ω τέτοια, ώστε 4x = 6y = 3ω.

3.
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ εγγεγραμμένο σε κύκλο (Ο,R) και έστω Δ η τομή της διαμέτρου ΑΕ με τη ΒΓ. Αν Ζ και Η είναι οι προβολές του Δ στις ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι ΖΗ//ΒΓ.
4.
Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ και σημείο Ε της ΔΒ τέτοιο, ώστε 

                      Αν η ΓΕ τέμνει την ΑΔ 
στο Ζ, να αποδείξετε ότι ΑΖ = 3ΔΖ.

5.
Από την κορυφή Β παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ φέ​ρουμε ευθεία ε, που τέμνει την πλευρά ΑΔ στο Ε και την προέκταση της ΓΔ στο Ζ. Να αποδείξετε ότι

6.
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και τα ση-μεία Δ, Ε της ΒΓ ώστε ΒΔ = ΔΕ = ΕΓ. Η παράλληλη από το Δ προς την ΑΒ τέμνει τη διάμεσο ΑΜ στο Κ. Να αποδείξετε ότι:

i)
Το Κ είναι το βαρύκεντρο του τριγώνου ΑΒΓ.

ii)
ΚΕ//ΑΓ.

7.
Τραπεζίου ΑΒΓΔ (ΑΒ//ΓΔ) οι διαγώνιες ΑΓ, ΒΔ τέ​μνονται στο Ο. Από το Ο φέρουμε παράλληλες προς τις ΑΔ, ΒΓ που τέμνουν τη ΔΓ στα Ε και Ζ αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι ΔΕ = ΓΖ.

Σύνθετα θέματα

1.
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και τα σημεία Δ και Ε των πλευρών του ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα, ώστε





                  Να αποδείξετε ότι τα 
μέσα Κ, Λ, Μ των ΑΒ, ΑΓ και ΔΕ αντίστοιχα, είναι συνευθειακά σημεία.
2.
Από το μέσο Μ της πλευράς ΒΓ τριγώνου ΑΒΓ φέ​ρουμε τυχαία ευθεία, που τέμνει τις ΑΒ και ΑΓ στα Ζ και Η αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι ΖΑ ( ΗΓ = ΗΑ ( ΖΒ.
3.
Δίνεται ευθεία ε, τέσσερα διαδοχικά σημεία της Α, Γ, Β, Δ και σημείο Ο εκτός αυτής. Από το Β φέρουμε παράλληλη προς την ΟΑ, η οποία τέμνει τις ΟΓ, ΟΔ στα Ε και Ζ αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι τα Γ, Δ είναι συζυγή αρμονικά των Α, Β, αν και μόνο αν ΒΕ = ΒΖ.
4.
Αν ένα σημείο Δ χωρίζει εσωτερικά την πλευρά ΒΓ τριγώνου ΑΒΓ σε λόγο λ και ένα σημείο Ε χωρίζει εσω​τερικά το ΑΔ σε λόγο κ, να υπολογισθεί ο λόγος στον ο​ποίο χωρίζει η ευθεία ΒΕ την πλευρά ΑΓ.

5.
Η εφαπτομένη ενός κύκλου σε σημείο του Μ τέμνει τις εφαπτόμενες στα άκρα Α, Β μιάς διαμέτρου του ΑΒ, στα 
σημεία Γ και Δ αντίστοιχα. 
Αν Κ είναι το σημείο 
τομής των ΒΓ, ΑΔ, 
να αποδείξετε ότι ΜΚ     ΑΒ.
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                                                      Θεώρημα . 





Το τρίγωνο που ορίζεται από τις ευθείες δύο πλευρών τριγώνου και μία παράλληλη προς την τρίτη πλευρά του, έχει πλευρές ανάλογες προς τις πλευρές του αρχι�κού τριγώνου.
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                                                      Θεώρημα . 


Θεωρούμε δύο ευθείες δ1 και δ2 που τέμνουν δύο πα�ράλληλες ευθείες ε1 και ε2 στα σημεία Α, Β και Ε, Ζ αντίστοιχα.


Αν Γ και Η είναι σημεία των ευθειών δ1 και δ2 αντίστοιχα 





τέτοια, ώστε                    τότε η 





ευθεία ΓΗ είναι παράλληλη προς τις ε1 και ε2 (σχ.9).
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                                                      Θεώρημα . 


Αν τρεις τουλάχιστον παράλληλες ευθείες τέμνουν δυο άλλες ευθείες, ορίζουν σε αυτές τμήματα ανάλογα.
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τμήμα ΒΑ
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ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 


Δεχόμαστε συμβατικά πως, όταν λέμε ότι το σημείο Μ διαιρεί το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ σε λόγο λ, εννοούμε
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•	Όσα αναφέραμε για το λόγο και το μέτρο τμήματος ισχύουν γενικά και για άλλα γεωμετρικά μεγέθη, όπως η γωνία, το τόξο κτλ.








ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ 





•	Το μέτρο του τμήματος είναι μη αρνητικός αριθμός και θα συμβολίζεται όπως και το τμή�μα. Έτσι, με το σύμβολο ΑΒ θα εννοούμε και το μέτρο του τμήματος ΑΒ.
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ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 





Όταν εφαρμόζουμε ιδιότητες σε αναλογίες με όρους ευθύγραμμα τμήματα, θεωρούμε ότι έννοιες που δεν έχουν οριστεί για ευθύ�γραμμα τμήματα (π.χ. "πολλα�πλασιασμός ευθύγραμμων τμη�μάτων"), αναφέρονται αποκλει�στικά στα μήκη τους.
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ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 





Το κοινό μέτρο δεν είναι μοναδικό γιατί κάθε υποδιαίρεση του ΚΛ είναι κοινό υποπολλαπλάσιο των ΑΒ και ΓΔ. Επίσης είναι φανερό ότι δύο σύμμετρα ευθύγραμμα τμήματα είναι (ακέραια) πολλαπλάσια κάθε κοινού τους μέτρου.
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ΣΧΟΛΙΟ 





Η γραφή	      δεν σημαίνει





διαίρεση ευθύγραμμων τμημά�των αλλά είναι συμβολική γραφή της ισότητας ΓΑ = q ( AB. Σημαίνει διαίρεση όταν τα θεωρήσουμε πάνω στην ίδια ευθεία.
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                                                      Θεώρημα . 


Η γωνία που σχηματίζεται από μία χορδή κύκλου και την εφα- πτομένη στο άκρο της χορδής ισούται με την εγγεγραμμένη που βαίνει στο τόξο της χορδής.
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τόπους Τ1, Τ2 στους οποίους οφείλει, σύμφωνα με τα δεδομένα, να βρίσκεται το σημείο αυτό και η τομή των Τ1 , Τ2 είναι το ζητούμενο σημείο.


Η μέθοδος της χρησιμοποίησης των γεωμετρικών τόπων στη λύση προβλημάτων γεωμετρικών κατασκευών ανάγεται στον Πλάτωνα.








ΣΧΟΛΙΟ 





Στο παραπάνω πρόβλημα, για να κατασκευάσουμε το τρίγωνο ΑΒΓ, του οποίου γνωρίζουμε την πλευρά ΒΓ = α, πρέπει να προσδιορίσουμε ακόμα την κορυφή Α. Η κορυφή αυτή έχει δύο ιδιότητες:


(i)	βλέπει το τμήμα ΒΓ υπό γνωστή γωνία ω και


(ii)	απέχει από την πλευρά ΒΓ, γνωστή απόσταση υ.


 Επομένως το Α είναι η τομή των δύο γεωμετρικών τόπων, τόξου και ευθείας αντίστοιχα. Γενικά, όταν ένα πρόβλημα είναι ή ανάγεται στον προσδιορισμό ενός σημείου, τότε βρίσκουμε δύο γεωμετρι�κούς





68 / 136





͡


 








͡


 








͡


 








67 / 136





͡


 








͡


 








˄





͡


 








͡


 








͡


 








͡


 








Α





66 / 135





τ


 








͡


 








ε'


 








υ


 








͡


 








τ'


 








Α'1


 








Α'


 








Ο'


 








Δ


 








Γ


 








Β


 








ΣΧΟΛΙΟ 


Από το πόρισμα (iii) συμπεραί�νουμε εύκολα ότι τα τόξα που πε�ριέχονται μεταξύ παράλληλων χορδών είναι ίσα (σχ.5) και αντί�στροφα.
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Σχήμα 5
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 (i) Δύο απέναντι γωνίες του είναι παραπληρωματι�κές.


(ii) Μία πλευρά του φαίνεται από τις απέναντι κορυ�φές υπό ίσες γωνίες.


(iii) Μία εξωτερική του γωνία ισούται με την απένα�ντι εσωτε-ρική γωνία του τετραπλεύρου.




















 Θεώρημα  


Ένα τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι εγγράψιμο σε κύκλο, αν ισχύει μία από τις ακόλουθες προτάσεις:
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 Θεώρημα  


Ένα τετράπλευρο ΑΒΓΔ που είναι εγγεγραμμένο σε κύ�κλο (0,R) έχει τις ακόλουθες ιδιότητες:


(i)	Οι απέναντι γωνίες του είναι παραπληρωματικές.


(ii)	Κάθε πλευρά του φαίνεται από τις απέναντι κορυφές υπό ίσες γωνίες.
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κατασκευών και σε άλλες περιοχές των Μαθη�ματικών.








προσπαθούμε να εντοπίσουμε εκείνες τις ιδιότητές του που ανάγουν την κατασκευή του σε γεωμετρικές κατασκευές που μας είναι ήδη γνωστές. Στη σύνθεση ή αλλιώς κατασκευή έχοντας οδηγό την ανάλυση κάνουμε όλες εκείνες τις επιμέρους γεωμετρικές κατασκευές που τελικά θα μας οδηγή�σουν στην κατασκευή του ζητούμενου σχήματος. Τα παραπάνω βήματα ακολου�θούν, όπως είναι γνωστό, το βήμα της απόδειξης και το βήμα της διερεύνησης (§3.17).


Η μέθοδος αυτή των τεσσάρων βημάτων: ανάλυση, σύνθεση, απόδειξη και διερεύνηση είναι γνωστή ως αναλυτική - συνθετι-κή μέθοδος και χρησιμοποιεί�ται σε προβλήματα γεωμετρικών
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ΣΧΟΛΙΟ 





Στη λύση του παραπάνω προβλήματος, εκτός από τα γνωστά μας βήματα: κατα�σκευή, απόδειξη, διερεύνηση αναφέραμε πριν από αυτά και το βήμα της ανάλυ�σης. Το βήμα αυτό το κάνουμε όταν η κατασκευή του ζητούμενου σχήματος δεν είναι άμεσα φανερή και περιλαμβάνει τα εξής:


Υποθέτουμε ότι κατασκευάσαμε το ζητούμενο σχήμα και
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Άρα τα μοναδικά σημεία του Π1 από τα οποία το ΑΒ φαίνεται υπό 





γωνία φ είναι τα σημεία του ΑΒ εκτός από τα άκρα του. Όμοια αποδεικνύεται ότι τα μοναδικά σημεία του Π2 που βλέπουν το ΑΒ υπό γωνία φ είναι τα σημεία 





του τόξου ΑΝΒ συμμετρικού του 





ΑΒ ως προς την ευθεία ΑΒ 


(σχ. 15)
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ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 





Έστω τόξο ΑΒ που δέχεται γωνία φ και Π1 το ημιεπίπεδο στο οποίο περιέχεται (σχ.14). Για 





κάθε σημείο Μ του ΑΒ έχουμε 





ΑΜΒ = φ,  ενώ για κάθε σημείο Ι του τμήματος ΑΜ ή σημείο Ε της προέκτασης του ΑΜ έχουμε 





αντίστοιχα ΑΙΒ > φ και ΑΕΒ < φ
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                                                      Θεώρημα . 


Κάθε εγγεγραμμένη γωνία ισού-ται με το μισό της επίκεντρης γωνίας που βαίνει στο ίδιο τόξο.
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